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Das  Problem  des  Pappus  ad  tres  aut  plores  lioeas 
im  Zasammenhang  mit  der  Theorie  der  Kegels chBitte 
durch  die  Methode  der  Synthesis  und  der  Coordlnaten. 

Von 

Herrn  Brändli, 

Gymna»ialiehrer   in   Snhaf  fhn  iiscn* 


§■  1. 

Begriff  des  Prohlems   im  tveitem  Sinn, 

Piach  Chasles  |;Öeschiclite  der  (leotnetric'S   iiliersetzt   vmi 
pohncke,  S.  35.  besteht  da*?  genannte  Problem  im  weitern  Sinn 
folgender  Ortsbestimmung : 

Gegeben  mehrere  feste  Gerade,  ^e «schieden  in  zwei 
mppen  oder  7i*Seite>  nämlich:  (Ai ,  A^,  /Ig,,...  An) 
d  (£?| ,  J?^,  .... /?n)^  beide  von  gleicher  Anzahl  u  Gera- 
r  oder  Seiten;  auj^  einem  beliebigen  Punkte  P  gehe 
ch  jeder  Geraden  e?ne  Gerade  aU  Strahl,  im  €«anzen 
ach  allen  festen  Geraden  zwei  CJruppeii  von  Strahlen 
er  iwei  Strahlenbuschel,  nämlich:  (R^,  R^,  #4,  -.  i?«) 
d  (r|,  rt9  »•••  r»),  entsprechend  jenen  zivei  Gruppen 
r  festen  Geraden  oder  den  beiden  7t*Seiten;  jeder 
Strahl  Rh  oder  rjt  bilde  ferner  mit  der  zui^e hörigen 
festen  Geraden  einen  der  Grosse  nach  beständigen 
M'iokel  ai  oder  ^Uj  welche  Winkel  «i ,  ^2,  (Xg,  ,,.*  «jt,  —  cin\ 
ßi>  ß^*  ß3»*-''ßkf""  ßn  entweder  alle  ungleich,  oder  alle 
gleich,  oder  nur  theilueise  gleich  sein  können,  und 
9irar  so:  dass  die  Gleichheit  nur  Statt  findet  zwischen 
^d#Q  Winkeln  jeder  Gruppe  unter  sich,  entweder  theil- 

IBise  oder  im  Ganzen^  oder  sor  dase  th  eil  weise  oder 
trch  gehende  Gleichheit  Statt  findet  zwischen  den 
Tli«l  XXKVm.  l 
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Winkeln  der  einen  Gruppe  und  d  eu  Winkeln  der  an dei 
Gruppe:  unter  diesen  Voraussetzungen  also  zu  be- 
stimmen einen  solchen  Ort  filr  den  gemeinschaftlichen 
Mittelpunkt  P  jener  zvveiStrahlenhüschel,  dass  das 
Product  aus  den  Strahlen  des  einen  Büschels  zum 
Product  aus  den  Strahlen  des  andern  Büschels  ia 
einem  unveränderlichen  Verhältnisse  stehe. 


Besondere     F  ä  1 1  e^ 

Unter  den  Elementen  dieses  allgemeinen  Problems  kennen  a' 
wiederliolte  vorkommen;  welcher  Fall  eintritt,  wenn  z.B.  z 
oder  mehrere  feste  Gerade  in  der  einen  oHer  in  beiden  GruppelT 
in  eine  zusanm»eiifa!len  und  zugleich  die  Winkel  zwischen  diesen 
zusammenfallenden  Geraden  und  ihren  Strahlen  unter  sich  gleich 
werden,  und  in  Folge  auch  diese  Strahlen  in  einen  zusammeit* 
fallen,  so  dass  dann  in  den  Prodiicten  Potenzen  zusammenfallen- 
der Strahlen  vorkommen.  Den  einfachsten  Fall  der  Ärt^  wo  für 
drei  feste  Gerade  das  Quadrat  eines  Strahls,  der  zugleich  senk- 
recht auf  der  zugehörigen  festen  Grundlinie  steht^  zum  Product 
der  beiden  andern  ehenfalls  auf  ihren  festen  Geraden  senkrech- 
ten Strahlen  in  einem  beständigen  Verhältnisse  steht^  oder  wö 
ein  Dreieck  entsteht  aus  einem  Viereck  durch  das  Zusammen* 
fallen  zweier  Seiten :  diesen  besonderu  Fall  werden  wir  unten 
bervorhehen  und  ausführlich  behandeln,  sowohl  synthetisch^  ali 
nach  der  Coordiitatenmethode,  mit  der  noch  nähern  Bestimmung < 
dass  das  Verhältniss  jener  Producta  aus  den  Strahlen  den  WerHl 
1  annehme,  oder  dass  das  Quadrat  eines  Strahles  (Perpendikels) 
gleich  sei  dem  Prodncte  der  beiden  andern  Strahlen  (Perpendikel)» 
Den  Werth  1  kann  übrigens  das  Verhältniss  der  Produete  auek 
unter  andern  Umständen  annehmen,  bei  vier  und  mehreren  Gel 
den,  bei  zusammenfaltenden  und  getrennt  bleibenden  Elemen 
wie  sich  von  selbst  versteht. 


§.2. 

Geschichte  und  Zusammenhang  des  I^oblems  mit  der  Thee 
der  Kegelschnitte. 

Nach  Pappus  war  das  Problem  im  weitern  Sinne  eine  Klip] 
der  Alten   und    blieb  daher  unberührt,   bis  ihm  Descartes  ei 
neue  Berühmtheit  verschaffte  dadurch i  dass  die  erste  Anwendi] 
seiner  analytischen  Geometrie  oder  Coordinaten-Geometrie  besta 
in  der  Losung  dieses  Probfems  durch  dieselbe.    Seit  Descarti 
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das  Problem  daher  bekannt  unter  dem  Name«  .^Problem  des 
Pappus*^,  obgleich  es  »chon  den  Scharrsinn  eine^i  Eiiklides  uod 
Apofloniug  erprobt  hatte.  Diese  Ceomefer  des  Alterthunis  haben 
Aufgabe  gerade  tmr  fiir  drei  oder  vier  Gi^rade  £;eliiet,  in  wel- 
&ro  Falle  der  gesuchte  geometrische  Ort  ein  Kei*elschnitt  ist, 
nachher  be^viesen  werden  soll,  woraus  weiter  folgende  allge- 
bine  Eiijeoscbaft  der  Ke[^elschnitt«  hefvorgelit:  Wenn  ein  be- 
Itebis^es  Viereck  emem  Kegelschnitt  eingeschrieben  ist,  so  steht 
dai»  Product  der  Entlernungen  jedes  Ciirvenpunktes  von  zwei 
Seiten  des  Vierecks  zum  Product  der  Eritfernujigen  desselben 
Punktes  von  den  l^eiden  andern  Seiten  in  einem  beständigen 
Verliältniss.  Newton  hat  dieses  letzte  schtine  Theorem  erwei- 
tert in  dem  iSinne,  dass  aus  den  furvenpnnkfen  anf  die  Seiten 
beliebig  schiefe  Strahlen  statt  der  Perjiendikel  gezogen  werden, 
ond  von  dem  so  gestellten  Theorem  einen  rein  geometrischen 
Beweis  gegeben,  obgleich  (■hasles  das  Theorem  ihm  nur  in 
jenem  engeren  Sinne  zuschreibt.  Der  Verfasser  iler  Principia 
niathematica  philo  so  pbiae  natnralis  bedient  sich  in  diesem 
Werk  jenes  erweiterten  Theorems  mit  Vcrrlheil  und  IJewandtbeit, 
die  an  ihm  nicht  nherrascht,  aber  doch  inmicr  Bewunderung  ein- 
flosst*  zu  weiterer  Entwickelung  der  Kegelschnitte.  Die  Werke 
über  Kegelschnitte,  welche  zunächst  nach  dem  genannten  Werke 
Newton'»  erschienen  sind,  haben  von  ihm  dieses  Theorem  in 
engerer  oder  weiterer  Fassung  entlehnt,  ohne  jedoch  alle  die  An- 
Endungen  davon  zu  machen^  deren  es  fähig  ist;  spittcr  ist  es 
sm  sagen  ganz  aus  der  Theorie  der  Kegelschnitte  verschwun- 
wenigstens  lange  ohne  Folgen  nud  Entwickelung  f^eblieben 
bei  der  blossen  unveränderten  Ueberlieferung  an  spatere  Zeiten, 
wäre  es  z»  ewiger  Unrnichtfiarkett  verdammt.  Dit^se  Unfrucht- 
rkelt,  mit  welcher  dieser  Hauptsatz  Jahrhunderte  hindurch  sich 
tschleppte,  Wt'Cbrend  sich  aus  ihm  beinahe  alle  Eigenschaften 
(BT  Kegelschnitte  ableiten  lassen,  und  die  geringe  Wichtigkeit, 
welche  bis  auf  die  nenere  Zeit  die  scheinen  Sätze  des  llesar- 
f^ues  und  Pascal,  die  nattlr  liehe  und  so  zu  sagen  un  mittel  bare 
Roigerungen  daraus  sind»  zu  verdienen  schienen^  rufen  nach  Chas- 
f»  eine  sehr  wahre  Bemerkung  des  ßaitly  in*s  Gedächtuiss, 
^rtie  noch  durch  manches  Beispiel  in  Chasles  Geschichte  der 
Geometrie  bestätigt  wird.  Bailly  sagt  nämlich:  „Es  scheint, 
^aes  die  Ideen,  wie  wir,  eine  Kindheit  und  einen  anfönglicben 
stand  der  Schwäche  haben ;  bei  ihrem  Entstehen  können  sie 
ch  nicht  selbst  zeugen,  sondern  verdanken  ihre  fruchtbringende 
%{i  erst  dem  Älter  und  der  Zeit***  Seif  dem  aber  hat  die  neue 
^ometrie  es  durch  die  That  bewiesen,  dass  obiges  Theorem  vom 
^geschriebenen  Viereck  des  Kegelschnitts  als   die   allgemeinste 
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und  fruchtbringendste  Eigenschaft  dieser  Curve  zu  betmchteu  l 
Als  einfache  Folgerungen  daraus  öind  schon  angedeutet  nnd  h 
noch  bestimmter  anzuführeu :  das  hekannte  mystische  Sechs 
des  Pascal 5  das  Theorem  des  Desargues  über  die  Involuti 
von  den  sechs  Punkten  einer  Transversate«  die  entstehet!  durch 
den  Durchschnitt  mit  der  Curve  nnd  mit  den  vier  Saiten  eines 
eingeschriehenen  Vierecks,  das  beständige  Verhältniss  des  Qua- 
drats einer  flalbsehne  (Ordinate)  zum  Product  ans  den  Abschnit- 
ten des  conjugirten  Durchmessers ,  das  schöne  Theorem  des  New- 
ton über  die  „organische"  Beschreibung  der  Kegelschnitte,  durch 
zwei  der  Grosse  nach  bestandige  Winkel,  deren  jeder  um  seinen 
festen  Scheitel  als  Pol  gedreht  wirrl  und  deren  eines  Schenkel- 
paar zum  Ort  des  Durchschnitt« punktes  hat  eine  Gerade,  nach 
Newton  selbst,  oder  einen  Kegelschnitt,  nach  der  erweiterten 
Auffassung  der  neuen  Geometrie,  während  das  andere  Schenkel- 
paar zum  Ort  des  Dnrchschnittspunktes  immer  einen  Kegelschnitt 
hat,  der  durch  die  beiden  feste j»  Scheitel  oder  Pole  geht.  Eben- 
dahin gebort  endlich  anch  das  Hanpttheoreni  über  das  projeoti- 
vische  Verhalten  der  Punkte  eines  Kegelschnitts,  aus  dem  sicli 
unigekebrt  die  meisten  Eigenschalten  der  Kegelschnitte  ableiten 
lassen,  mitinbegrjffen  die  obige  vom  eingeschriebenen  Viereck.J 

So   viel  zur  Einleitung  über  Begriffsbestiinmung,    Zusamnic 
hang  und   Geschichte   unsers  Problems   im  Allgemeinen,    da 
der  Rückkehr  zum  Anfang  und  Ausgangspunkt  der  Kreislauf  A\ 
ser  Begriffsentwicklung  geschlossen  ist. 


■      §.3. 

Besehräniung  des  allgemeinen  Problems  durch  das  Theor 
Netvion^s  vom  eingeschriehenen   Viereck   des   Ke^ehchnit 

Um  die  hier  gesteckten  Grenzen  nicht  zu  überschreiten,  hei 
wir  aus  dem  tveiten  Umfang  der  Bestimmungen  des  g.  1.  über 
allgemeine   Problem    des  Pappus   ad  tres   aut  plures   lineas 
einlässlicher   Behandlung  bloss    heraus   die  auf  ein  Viereck 
schränkte  Ortsbestimmung  des  Mittelpunktes  P  der  Strahlen,  wd 
hei  wir  um  des  geschichtlichen  Gewichtes  willen  auffrischen  wo 
len  die  geometrischen  Methoden  Newton's   und  seiner  Zeit 
folgendem  an  sich  wichtigen  Theorem: 

Wenn  von  einem  beliebigen  Punkte  P  eines  gegi 
benen  Kegelschnitts  nach  den  Seiten  eines  eing« 
sehriebenen  Vierecks  ABDC  Gerade  gezogen  werde! 
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deren  jede  niit  der  zugehörigen  Seite  einen  bestimiu* 
ten  artTeründer  liehen  Winkel  bildet»  nämlich  PQ 
nach  Aß,  PR  nach  CD,  PS  nach  AC\  PT  nach  BD:  so 
ist  daß  Rechteck  oder  Product  PQ.PH  der  Geraden 
nach  dem  einen  Paar  Gegenseiten  zum  Product  odi^^ 
Rechteck  PS.PT  der  Geraden  nach  dem  andern  Paar 
fidgenseiten  in  einem  gegebenen   Verhältnisse. 

Im  Sinn  und  Geist  der  vom  Einzelnen  zum  Allgemeinen  fort* 
icbreitenden  alterthiim liehen  Synthesis  unterscheidet  Newton 
keim  Beweise  dieses  Satzes  drei  Fälle,  sowohl  nach  der  Art  des 
Tierecks,  als  nach  der  lücbtung  der  Strahlen. 

Erster  Fall  Das  Viereck  sei  nach  Taf.  I.  Fig.  1.  ein  Tra- 
pez mit  den  parnltelcn  Seiten  AC  und  BD,  und  es  sei  sowohl 
PQ  als  PR  parallel  mit  diesen,  und  sowohl  PS  als  PT  parallel 
m  einer  der  nicht  parallelen  Seiten  Aß.  Nun  ist  nach  allbekann* 
tau  Eigenschaften  der  Kegelschnitte  die  Gerade  ÄX  durch  die 
Mitten  der  parallelen  Seiten  als  Sehnen  des  Kegelschnitts  ein 
Durchmesser  der  Curve  und  hälftet  auch  den  Abstand  RQ  zwischen 
fen  Theilpnnkten  R  und  Q  der  nicht  parallelen  Seiten,  da  nach 
der  Voraussetzung  PR  und  PQ  in  einer  zu  den  parallelen  Sei- 
ten AC  und  BD  parallelen  Richtung  liegen.  Die  Mitte  der  Strecke 
RQ  sei  O,  so  ist  PO  eine  zu  jenem  Durchmesser  A'A' conjugirte 
Balbsehne  oder  sogenannte  Ordinate  (ordinatim  applicata  ad  dia* 
oetrum).  Verlängere  PO  nach  A\  so  dass  OK  gleich  DP,  so 
ist  OK  Ordinate  auf  der  andern  Seile  des  Durchmessers  und  A' 
der  sechste  Punkt  unserer  Curve  zu  den  (üni[  vorausgesetzten 
d,  B^  Cy  Z>,  P,  Da  nun  also  die  Punkte  ^i,  B,  K  auf  dem 
Kegelschnitt  liegen  und  PK  die  AB  unter  einem  gegebenen  Win- 
kel schneidet»  so  ist  (Satz  17.  und  IS.  Buch  III«  der  Kegeischnitte 
des  Apollonius)  das  Rechteck  PQ.QK  zum  Hechteck  AQ.QB 
in  einem  gegebenen  Verhältnisse.  Aber  QK  gleich  PR  als  Dif' 
ferenzen  der  gleichen  Grussenpaare  €)K  und  OP^  OQ  und  OR, 
und  daher  auch  Rechteck  PQ.QK  gleicl»  Rechteck  PQ.PR,  und 
folglich  auch  Rechteck  PQ,PR  zum  Rechteck  AQ.QB  oder  zum 
Rechteck  PS*  PT  In  einem  gegebenen  Verhaltnisse,  wie  zu  be- 
weisen war. 

Doch  ich  besinne  mich^   dass  viele  Leser  den  Apollonius 

weder  in  Urschrift,  noch  in  der  Uebersetzung  Balsams  zur  Hand 

^^ben,    um    den    Beweis    des  so    eben  angeführten  Satzes  selbst 

^kfasusch lagen,    wenn    er   ihnen   nicht  schon   vorher  geläufig  isl^ 

sei   es   aus   synthetischen  Hiilfsmittehi   oder  ans   analytischen  der 

Coordloaten- Geometrie,    eine   Voraussetzung,    die  nicht  allzu  zu- 
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versichtlich  auJj^estellt  weHeii  darf,  da  jener  Satz,  der  nach8te 
Verwandte  vom  Potenzsatz  im  Kreise,  selbst  in  ausluli rtlchen 
fiandbnchern  der  Coordinaleii -Geometrie  fehlt. 

Daher  sei    für   alle    FSÜe   8o    kurz    alä   nifigtich    ein    anderer 
Beweis  jenes  Satzes  hier  versucht 

Lßhrsafz.  Wenn  durch  irgend  einen  Pnnkt  Q  innerhalb  oder 
ausserhalb  eines  Kegelschnitts  z^vei  der  Lage  nach  'gegebeiie 
Gerade  so  sezojren  werden^  dass  sie  die  Curve  treffen,  so  steht 
das  Rechteck  aus  den  Abschnitten  der  einen  Sehne  zum  Recht<^ 
eck  aus  den  Abschnitten  der  andern  Sehne  in  einem  beständigen 
Verhältniss,  oder  nach  Taf.  I.  Fig.  1.  ist  AQ.QBiPQ.QK 
gegebenes  Verhaltniss. 
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Beweis.  Erster  Fall  Man  verbinde  in  Taf.  L  Fig.  L,  die  der 
Leser  aus  sich  seihst  erganzen  wolle,  den  Theiipunkt  Q  der  AB 
mit  dem  Centrum  M  des  Kegelschnitts  durch  den  Durchmesstr 
PMQGp  dessen  Enden  seien  J^und  (m\  ziehe  aus  dem  Curvenpnnkte 
A  die  zu  diesem  Durchmesser  conjugirte  Halbsehne  oder  Ordinate 
AE^='^.  Setzen  wir  ferner  für  die  Durchmesserabschnitte  ao« 
dem  Fusspunkt  E  der  Ordinate  FE^m,  GE^n,  so  haben  wir 
nach  einer  wohlbekannten  Eigenschaft  der  Kegelschnitte  ^^\mn=p 
oder  das  V'erhäJtniss  des  Quadrates  der  Ordinate  zum  Rechteck 
der  Durchmesserabschnitte  ist  ein  gegebenes  (ApolL,  Kegelsehn., 
L  Bd.,  2J.  Satz).  Nun  ist  der  Winkel  AQP  zwischen  AB  und 
PQ  ein  gegebener,  und  sicher  auch  der  Winkel  (r.a:)  zwischen 
AQ^^r  und  dem  Durchmesser  FMQG  als  der  Axe  der  ar,  eben- 
so der  Winkel  (x,  ^)  zwischen  derselben  Axe  der  a:  und  der  Or^ 
dinate  AE  =  ^.     Es  sind  also  gegeben  die  Verhältnisse: 

y^:mn~p    und    r^;^^  =  Sin2{:r,  ^)rSin'*(r,  ^)  =  j, 
und  daraus  auch  zusammengesetzt: 

r^imn^^  ps   oder   T^  =  mnps (1 

Auf  dieselbe    Art    bekommen    wir  aus    QB  =  g    und    BL 

Ordinate  aus    dem    Curvenpnnkte  B   auf  denselben    Dnrchmesfl 
FiMQG  als  Axe  der  »t  das  gegebene  VerhäUniss  f/^i^v^p,  de 
sen   Werth  p   derselbe  geblieben  ist  wie  vorhin,    wenn    FE 
und    GL  =  V   vorstellen  die  Durchmesserabsehnitte  aus  dem  Fu« 
punlde  L  der  Ordinate  BL^   vrozu  kömmt 

p^:^2  zzSiii*(^,  3^)  r  8in '-*((>,  ;?;)  —s 

als   ebenfalls   njit  den    fraglichen  Winkeln  gegebenes  Verhältnl 
und  gleich  an  Werth  dem  vorigen  fcünusverhältniss.    Aus  diesen 
beiden  Verhältnissen  aber  bekommen  wir  durch  ZusamiDensetzun 
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^'^t^iv^^ps   oder    g^^^vps (2) 

Nun  geben  die  Gleichungen  (1)  und  (2)   rg^ps^mnßV  oder  das 
Prodoct  AQ^ßQ  als  ein  gegebenes.  i 

Dieselbe  Taf.  1.  Fig.  1.  mit  den  nutbigen  Ergänzungen  gibt  für 
PQ=^Uf  /(Q^^ü  mit  Bezog  auf  den  nämJicben  Durcbmefiser 
FMQG  und  mit  Hülfe  der  conjugirteTj  Halbsehnen  oder  Ordinaten 
aas  P  und  K  auf  denselben  das  Product  ut?  oder  PQ.KQ  als 
ei«  gegebenes,  wenn  auch  wegen  der  Verschiedenheit  der  Win- 
kel einen  andern  Werth  desselben.  Daher  ist  auch  das  Verhält- 
IJ6S  TQtn^  oder  ÄQ.BQi  PQ.KQ  dieser  Producte  ein  gegebe- 
5,  w,  Ä.  b.  w. 

Zweiter  Fall  Setzen  wir  nun  das  Viereck  ABDC  habe 
gar  keine  parallelen  Seiten  oder  sei  ein  Trapezoid»  Es  sei  aber 
in  Taf.  I.  Fig,  2.  PS  sowohl  als  PT  parallel  zu  AB,  und  daher 
dtete  beiden  Strahlen  in  einer  Richtung,  ebenso  PQ  und  PB. 
parallel  zu  AC,  und  daher  in  einer  Richtung»  Nun  ziehe  man 
noch  die  Hülffilinie  Bd  parallel  zu  AC  und  verlängere  sie  bis  zum 
Durchschnitt  mit  der  Richtung  Ä7' in  i\  diese  Hülfslinie  ßi^  treffe 
zugleich  den  Kegelschnitt  in  rf.  Ziehe  Cfl,  die  PQ  in  r  schneide, 
zu  PQ  und  ^C  parallel  die  DMN,  die  Cd  in  M  und  AB  in  N 
schTieide.  Nun  sind  die  Dreiecke  BTi  nnd  BDIS  ähnlich,  und 
daraus  folgt  die  Proportion: 

BtiTt^DNiBN    oder     PQ:n=DNtBN; 
ebeoso  diese  ; 

Rr:DM=AQ:AN  oder  RriPS=DMiAN; 
durch  Zusammensetzung : 

PQ.  RrtTt.  PS  ^  DN,DMiAN,BN, 
aud  nach  dem  ersten  Falle: 

PQ.PTiPS,Pt=DM,DNzAN.BI^, 
id  daher: 

PQ.iPr-  Rr) ;  PS(Pt-  Tt)  =  DM.  DNiAN, BN 
oder 


PQ,PRtPS,PT  =  DM.  DNt  AN .  BN, 

das  Verhältniss  jener  Rechtecke  ein  gegebenes.     Denn  Bfl 
Dr   Richtung  nach  gegeben  mit  der  Richtung  AC  und   PQ, 
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und  mit  dem  Kegelsehoitt  aucti  der  Dtirchschnlttsputikt  d,  daher 
^luch  Vd  mit  €  und  d.  Durch  die  AC  und  PQ  ist  auch  gegeben 
die  Richtung  DMN  aus  dem  J5e.^eben€n  Punkte  D,  daher  auch 
ihre  Durchschnittspunktc  M  und  iV  mit  d^n  gegebeuen  Cd  und  AB* 
Damit  ist  endlich  das  Verhältniss  der  Hechtecke  DM,DNtAN.B]S 
ein  gegebenes  und  nach  der  letzten  Proportion  auch  das  Ver* 
hältniss  der  Rechtecke  PQ,PRiPS,PT  ein  gegebenes,  wie  zn 
beweisen  war* 

Dritter  Fall.  Setzen  wir  endlich  ein  Trapezoid  wie  im 
vorigen  Fall,  nach  Taf.  L  Fig.  3.  aber  keinen  Strahl  PQ^  PR^ 
PSi  PT  parallel  zu  irgend  einer  Seite  AC  oder  AB^  sondern 
zu  denselben  unter  beliebigen  Winkeln  geneigt.  Anstatt  dersel- 
ben ziehe  Pq,  Pr  parallel  zu  AC^  und  Ps,  Pt  parallel  zu  AB, 
Und  wegen  der  gegebenen  Winkel  der  Dreiecke  PQq^  Pfir,  PSs, 
PTt  sind  auch  gegeben  die  Seitenverhältnisse  PQ:Pq,  PRiPr, 
PSiPs,  PTiPt  und  damit  auch  die  zusammengesetzten  Verhält- 
nisse PQ,PRiPq,Pr  und  PS.PT:P$.Pt  Aber  nach  dem  oben 
Bewiesenen  ist  das  Verhältniss  Pq.Pr*,Ps.Pi  gegeben^  also 
auch   das   Verhältniss   PQ.PR:PS.PT,    wie  zu   beweisen   war. 


§.4. 

Vmgekekrter  Lehrsatz  Newian^s.     (Taf,  L  Fig.  4) 

Es  sei  wie  Im  Vorigen  gegeben  ein  beliebiges 
Viereck,  und  das  Rechteck  PQ.PR  der  Strahlen  aus 
einem  Punkte  P  nach  zwei  tfegenseiten  stehe  zum 
Rechteck  PS.PT  der  Strahlen  aus  demselben  Punkte 
nach  den  zwei  andern  Seiten  in  einem  gegebenen  Ver- 
hältnisse: so  ist  der  Ausgangspunkt  P  der  iStrahlen 
auf  einem  Kegelschnitte,  der  dem  gegebenen  Viereck 
umschrieben  ist. 

Beweis.  Durch  die  vier  Ecken  A,  B,  CD  des  gegebenen 
Vierecks  und  irgend  einen  fünften  Punkt  p  aus  den  unendlich 
vielen  j  unter  (»biger  Bedingung  möglieben  Punkten  P  sei  ein  Kegel- 
schnitt beschriebeii  :  so  behaupte  ich,  der  Punkt  P  liegt  immer 
auf  dieser  Curve,  Denn  angenommen  das  Gegentbeil,  so  ver- 
binde diesen  L^unkt  P  mit  einer  Ecke,  z.  B-  A,  des  Vierecks,  so 
wird  die  AP  den  Kegelsthnltt  in  einem  andern  Punkte  als  in 
P  treffen,  etwa  in  6,  wenn  es  möglich  ist.  Daher  ziehe  man  aus 
diesen  Punkten  p  und  b  nach  den  Seiten  des  Vierecks  Strahlen 
pq^  pTt  p&t  pt]  bk,  (fQ,  hsy  bd  unter  gegebenen  Winkeln, 
wird    nach    dem    vorigen    Lehrsatze    bestehen    die    Proportioi 
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U.h^'.6s,öd^pq.prtps.pt=PQ.PRiPS,PT  (nach  der  Vor- 
aussetzung).  Aber  wegen  der  AehiiÜchkeit  der  VieFecke  bkAs^ 
PQAS  besteht  auch  diese  Proportion:  bki^s=^PQiPS;  diese 
gibt  mit  der  vonj?en  :  bQxbtl=^  PRi  PT,  und  daher  die  gl  eich  ivi  nie- 
ligen  Vierecke  Dgbd,  DRPT  ähnlich»  so  dass  ihre  Diagonalen 
üb,  DP  zusammenfallen  müssen.  Also  fällt  b  in  den  Durchschnitt 
der  Geraden  AP  und  BP  oder  fallt  mit  dem  Punkte  P  zusam- 
men. Daher  muss  der  Punkt  /*,  wo  er  auch  angenommen  wird, 
DDter  ohiger  Bedingung^  fallen  auf  den  obeD  bestimmten  Kegel- 
schnitt»  wie  zu  beweisen  war. 


Xusatz.  Wenn  daher  aus  einem  gemeinschaftlichen 
Ausgangspunkte  P  drei  Strahlen  PQ,PR,  PS  nach  drei 
der  Lage  nach  gegebenen  Geraden  AB,  C/>,  AC  oder 
nach  den  Seitenrichf ungen  eines  Dreiecks  gezogen 
irerden,  so  dass  zu.  jeder  festen  Geraden  ein  Strahl 
gehört,  mit  ihr  einen  gegebenen  Winke!  bildet  und 
zugleich  das  Hechteck  PQ.PR  aus  zwei  Strahlen  zum 
Quadrat  PS^  des  dritten  Strahls  in  einem  gegebenen 
Verhältnisse  steht:  so  liegt  der  gemeinschaftliche 
Ausgangspunkt  P  der  drei  Strahlen  auf  einem  Kegel* 
schnitt,  welcher  die  Geraden  AB,  CD  in  ^  und  Cbe- 
Töhrt,  und  umgekehrt:  W^enn  gegeben  ist  ein  Kegel- 
schnitt mit  zwei  Tangenten  iiS,  Ci>,  ihren  Berührungs- 
punkten A  und  C,  und  folglich  der  Berührungssehne 
AC,  und  es  werden  aus  einem  beliebigen  Curvenpunkte 
P  Strahlen  unter  gegebenen  Wi  n  kein  nach  jenen  d  rei 
Geraden  gezogen:  so  steht  das  Rechteck  PQ,PR  der 
»ach  den  Tangenten  AB,  CD  gezogenen  Strahlen  zum 
Quadrat  PS^  des  nach  der  Berührungssehne  AC  gezo- 
genen Strahls  in  einem  gegebenen  Verhältnisse. 

Denn  lu  Tatl.Fig«4.  falle  die  Gerade  SZ)  zusammen  mit  der 
Geraden  AC,  ohne  Aenderung  in  der  Lage  der  drei  Geraden 
ABf  CD,  ACi.  ferner  falle  der  Strahl  PT  zusammen  mit  dem 
Strahl  PS,  so  wird  aus  dem  Rechteck  PS.PT  das  Quadrat  PÄ« 
oder  P7^,  und  die  Geraden  AB^  CD,  welche  die  Curve  in  je 
zwei  Punkten  A,  B;  C,  D  schnitten,  können  sie  nun  in  jenen 
2usanimei)falteuden  Punkten  nicht  mehr  schneiden,  sondern  nur 
noch  berühren. 

ErkläTung.  Der  Name  Kegelschnitt  wird  hier  tm  weitesten 
Stillte  gefasst,  so  dass  er  auch  in  sich  schliesst  sowohl  den  gerad- 
billigen  Schnitt  durch  den  Kegelscheitel^  als  den  kreisförmigen 
8ebi>itt>  der  parallel  ist  zur  Kegelbasis  im  aufrechten  und  scbie- 
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fen  Kegel,  als  den  krekförniigen  Schnitt,  der  antiparallel  ist 
Kegelbasis  im  schiefen  Kegel. 

An^nerkung,  Die  letzte  Unterscheidung,  obgleich  hier  über- 
gangen von  Newton  und  von  uns  beigefiis^t,  kann  jenem  unmüg- 
lich  fremd  gewesen  sein,  da  er  ja  überatl  zu  diesen  Beweisen 
den  Apollonius  anruft,  der  dieses  Alles  scharf  unterscheidet. 
Denuj  um  zur  Sache  zurückzukehren,  wenn  der  Punkt  p  auf  irgend 
eine  Gerade  der  Punkte  J,  B,  C,  D  fallt,  so  verwandelt  sich 
der  Kegelschnitt  sofort  in  ein  Paar  Gerader,  deren  eine  den 
Punkt  p  enthalt,  deren  andere  eine  Gerade  irgend  zweier  andern 
Punkte  ist,  und  das  Verbal tniss  der  Rechtecke  bekömmt  0  zum 
Werthe,  Wenn  zwei  gegen ilberliegen de  Winkel  des  Vierecks  ein- 
ander zu  zwei  Rechten  ergänzen  und  die  vier  Strahlen  PQ ,  PR, 
PS,  PT  rechtwinklig  oder  schief,  aber  unter  gleichen  W^inkeln 
nach  den  Seiten  gezogen  werden,  und  das  Rechteck  PQ. P/2  des 
einen  Strahleopaares  gleich  ist  dem  Rechteck  PS.PT  des  an- 
dern Strahlenpaares,  so  ist  der  Kegelschnitt  ein  Kreis.  Dasselbe 
lindet  Statt,  wenn  die  vier  Strahlen  zwar  unter ^  ungleichen  Win- 
keln nach  den  Seiten  gezogen  werden,  aber  mit  der  Bedingung, 
dass  das  Rechteck  PQ,PR  des  einen  Sfrahlenpaares  zum  Recht- 
eck PS,PT  sich  verhalte  wie  das  Rechteck  aus  den  Sinus  der 
Winkel  {PS,  AC)  und  (Pir,  BD)  zum  Rechteck  aus  den  Sinus 
der  Winkel  (PQ,  AB)  und  {PR,  CD),  so  dass  die  Strahlen  und  - 
ihre  Winkel  zu  den  Seiten  in  umgekehrter  Ordnung  erscheinen. 
In  aKien  andern  Fallen  ist  der  Ort  des  Punktes  P  als  des  gemein- 
schaftlichen Ausgangspunktes  der  Strahlen,  eine  der  drei  eigent- 
tiehen  KegeLschnitlfiguren.  Statt  des  gemeinen  Vierecks  AB  CD 
kann  aber  gesetzt  werden  das  vollständige  Vierseit,  das  alle  Ge- 
raden  der  vier  Punkte  A,  B,  C,  D  zu  Seiten  hat.  Es  kann  aber 
auch  von  den  vier  Punkten  ^4,  B,  C,  D  eines  solchen  Vierseits 
einer  oder  ein  Paar  in's  Unendliche  hinausrücken,  wodurch  die 
Geraden  parallei  werden,  die  sonst  in  jenen  Punkten  converglr- 
ten.  In  diesem  Falle  geht  der  Kegelschnitt  durch  die  übrige 
Punkte  und  verwandelt  sich  in  ein  Paar  Paralleler. 


CoHstrnetion  zum  Problem   des  Pappus, 

Auf  ff  ab  e.  Zu  finden  einen  Punkt  P^  aus  dem  viel 
Strahlen  PQ,  PR^  PS,  PT  nach  vier  gegebenen  Gera' 
den  AB^  CD,  AC,  BD  der  Reihe  nach  unter  gegebenen 
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inkeln  gezogen,   geben    ein   bestimmtem   Verhälttiiss 
\et  Rechtecke  PQ.PR  und  PSPT, 

Die  Geraden  AB,  CD,  nach  welchen  rlie  das  eine  Eechteck 
Inldenden  Strahlen  PQ ,  PR  gezogen  irerden,  schneiden  die  an- 
dern zwei  Geraden  in  ^^u  P nickten  yj,  B,  €\  D,  Aus  einem 
dieser  Punkte,  z.  ß.  Ä^  zfehe  in  beliebiger  Richtung  eine  Gerade 
J//,  auf  welcher  der  gesuchte  Punkt  P  liefen  solL  Oie^e  schneide 
die  Gegenseiten  BD,  CD,  die  erste  in  H ^  die  zweite  in  J,  Weil 
nun  alle  Winkel  der  Figur  ejegeben  sind,  so  sind  damit  auch  ge- 
geben die  Verhaltnisse  PQiPA,  PAiPS,  und  daher  das  Ver- 
hältniss  PQ  zu  PS-  Das  vorausgesetzte  Vcrhaltniss  der  Recht- 
ecke ist  PQ,PR'.  PS.Pi';  dieses  dividirt  durch  das  vorige  gibt 
PR:P1\  dieses  zusammengesetzt  mit  PJiPR  gibt  PJ:PT,  und 
dieses  zusammengesetzt  mit  PT  i  PH  gibt  endlich  PJ :  PH  und 
damit  auch  den  Punkt  P,  der  zu  tinden  war. 

Zusatz  L  Daher  kann  auch  zu  jedem  beliebigen  Punkte  /i 
unter  den  unendlich  vielen  Punkten  P,   die  unter  obiger  Ortsbe- 

Ciingung  niijgiich  sind,  eine  Tangente  gezogen  werden.  Denn  in 
SPaf.  I,  Fig,  5.  geht  die  Sehne  PD  in  eine  Tangente  zum  Punkte 
D  über,  sobald  die  Punkte  P  und  D  zusammenfallen,  d,  h*  wenn 
die  AH  durch  den  Punkt  D  geht,  also  in  AD  übergebt.  In  die- 
|em  Falle  wird  das  letzte  Verhältniss  der  bis  zum  Verschwinden 
abnehmenden  Abschnitte  PJ  und  PH  mit  Hülfe  des  vorigen  Be- 
weises gefunden  wie  folgt:  Man  ziehe  Dq  parallel  zu  PQ,  Ds 
parallel  zu  PT ^  als  dem  Curvenpunkte  D  entsprechende  Strahlen 
zu  AB  und  AC^  deren  jeder  mit  der  zugehörigen  Geraden  immer 
«einen  gegebenen  Winkel  bilden  soll. 

Nun   geht  unsere   obige   Bedingung,    dass   PQ,PRiPS.PT 

ein    gegebenes    Verhältniss    sei,    durch    die   besondere  Lage   des 
unktes  P  bei  D  unmittelbar  über  in   (Dq -^  a:) , Pr  i  (Ds  +  ^} ,  Pt, 
elcher   Ausdruck   denselben    gegebenen    Wertb    hat,    und  wo  P 
orsteflt  einen   Punkt,    dessen   Entfernung  von   D  bis   zum   Ver- 
schwinden abnehmend  gedacht  wird,   so  dass  .r  und  if  gleichfalls 
I       und  gleichzeitig  mit  Pr  und  Pt  bis  zum  Verschwinden  abnehmen. 
Nun  verschwinden   die  Ufiendlich   kleinen  a;  und  ^   vor  den    end- 
!       liehen  Grossen  Dq  und  Ds^  so  das«  wir  haben:    Dq.PriDs.Pi^ 

y gleich  demselben  Werth,  den  wir  für  PQ.PRiPS,PT  voraus- 
gesetzt  haben;  Dif  und  Ds  sind  aber  durch  die  besondere  Lage 
pes  Punktes  P  bei  D  unmittelbar  gegeben  und  damit  auch  das 
letzte  V'erhältniss  PriPt  der  bis  zum  Verschwinden  abnehmen- 
den Pt  und  Pt  oder  die  „ultima  ratio  evanescentium*'  mittelbar 
j  bestimmt,  so  dass  wir  haben,  PQ.PR  :  PS.PT=i  g  vorausge- 
^jretat,  Pr:  Pt  ==ff,DiiiDq,  wo  das  Verhältniss  der  unendlich  klei- 
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neu  Pr  unel  Pt  übersetzt  ist  in  ein  Verhältnrss  endlicher  Gros* 
und  erst  dadurch  zur  Construction  geeignet  ersciieint.     Nun  ziehe 
man  nach  Newton  CF,  parallel  zu  ^1>,  theile  sie  in  jenem  letzten 
Verhälfcni8s   der  JP  und  PN  in  E  und  ziehe  DE   als  gesuchte 
Tangente,  weil  CF,  deren  Endpunkt  F  auf  der  Richtung  BZ>,  und 
das  verschwindend  kleine  J/7,  unendlich  nahe  an  D,  zu  einander 
und  zu  AD  paraüol  f^ind  und  daher  auch  in  E  und  P  in  deinset- 
hen  Verhältniss  gethelltj  das  als  letztes  Verhältnias  der  bis  zum 
Verschwinden  abnehmenden   JP  und   PH  aus    dem   letzten   Ver- 
hültniss  Pr  i  IH  abs^jeleitet  wird  wie  im  vorigen   Beweis  JP:  PH    ^ 
ays  der  Bedinguni;   PQ.PRiPS.  PT^:ff  und  den   übrigen  geq^ri 
metrischen  Bedingungen.  ^1 

Noch  unmittelbarer  lässt  sich  aber  nach  Taf.  I.  Fig.  5.  a.  die 
Tangentenrichtung  DE  aus  dem  einmal  gefundenen  letzten  Ver- 
hältniss  PnPt  bestimmen  wie  folgt:  Man  ziehe  Mq  parallel  zu 
PR  aus  einem  beliebigen  Punkte  ^  der  CD  in  beliebiger  Länge, 
durch  ihren  Endpunkt  M  eine  Gerade  G  parallel  zu  CD,  aus 
einem  beliebigen  Punkte  r  der  BDF  die  Nx  parallel  zu  BDF^  so 
dass  M^ :Nt=  Pr:Pt ^g.Dsi Dq^  d,  h.  die  Länge  der  Nx  nach 
Maassgahe  des  letzten  Verhältnisses  Pr\Pi\  durch  den  Endpunkt 
iV  eine  Gerade  K  parallel  zu  BDF:  der  Treffpunkt  L  der  Gera- 
den G  und  K,  verbunden  mit  D,  gibt  die  gesuchte  Tangente  des 
Kegelschnittes  im  Punkte  />,  Der  Leser  möge  in  Taf.  I.  Fig 
die  niitbigen  Ergänzungen  selbst  niachen. 


% 


Zusatz  %  Daraus  kann  auch  nach  Taf.  L  Fig-  6*  die  Orts- 
cufve  des  Punktes  P  bestimmt  werden.  Durch  irgend  einen  der 
vier  gegebenen  Punkte  A^  B^  C,  />,  z,  B,  durch  A^  ziehe  eine 
Tangeute  AE  der  Ortscurve  und  durch  irgend  einen  andern  Punkt 
B  eine  Parallele  BF  zu  derselben,  deren  Treffpunkt  mit  der 
Ourve  F  sei;  dieser  wird  aber  gefunden  nach  der  Analysia  der 
vorigen  Aufgabe.  Dann  hälfte  BF  in  G,  aus  dem  Berührungs- 
punkt A  der  Tangente  AE  ziehe  AG  nach  der  Mitte  G  der  pa< 
rallelen  Sehne  BF  unbestimmt  lang,  so  ist  AG  eine  Durchmei 
serrichtung,  zu  welcher  die  Sehne  BGF  conjugirt  ist  Die  A 
treffe  die  Curve  in  H,  dann  ist  AH  eine  Durchmesser  länge,  welchi 
mit  dem  Parameter /^  gibt  die  Proportion  p:Afi=B(^:AG.GH 
Wenn  kein  Durchschnitt  Statt  tindet  zwischen  AG  und  der  Curve^ 
oder  wenn  AH  unendlich  gross  wird,  so  ist  die  Ortscurve  eio< 
Parabel  und   der  zu    AG  gehurige  Parameter  (latus  rectum  od 

BG^ 

erectum)  ist    27^'    Wenn  aber   die  Punkte  A  und  /f  auf  dersel 

ben  Seite  %on  G  liegen  in  endlicher  Entfernung,   so  ist  die  Orts- 
curve  eii^e  Hyperbel;    eine  Ellipse  hingegen,  wenn  A  und  H  z\ 


s- 
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g!den  Seiten  von  G  liegen  in  endlicher  EntfernuDg;  es  sei  denn, 
dast^  der  Winkel  AGB  ein  rechter  sei  und  ausserdem  das  Qua- 
drat HG^  gleich  dem  Rechteck  AG.  GM,  in  welchem  Falle  ein 
Kreis  sich  ergibt.  Damit  ist  also  auseinandergesetzt  die  Aufgabe 
der  Alten  de  quatuor  litieis^  die  von  Euklid  aüfgestelEt  und  in 
der  Ltltsung  begonnen,  von  ApoHonius  fortgeführt  norden  ist. 
Cnd  zwar  gibt  dieser  Zusatz  die  Auflösung  nicht  durch  Rech- 
fluog,  sonderti  durch  geometrische  Construction^  Hie  sie  die  Alten 
anstrebten. 


§■6. 

Das  Prahlern  des  Puppus  im  Kreise  und  zugleich  heschrdnki 
auf  drei  Gerade^  wo  der  ¥Verih  des  Verhältnisses  £  ist^ 

Schon  oben  in  §«  4.  im  Zusatz  zum  umgekehrten  Lehrsatz  des 
Newton  i^st  das  Problem  des  Ra|i|)us  auf  drei  Gerade  beschränkt 
worden.  Eine  noch  engere  Uegränzung  desselben  liegt  darin, 
nenn  jenes  die  Ortsbedingung  des  Punktes  P  enthaltende  Ver- 
baltniss  des  Rechtecks  zweier  Strahlen  zum  Quadrat  des  dritten 
Strahls  den  Werth  1  annimmt,  d.  h.  wenn  das  Rechteck  zweier 
Strahlen  gleich  ist  dem  Quadrat  des  dritten  Strahles  und  zugleich 
die  Strahlen  auf  den  festen  Geraden  senkrecht  stehen*  Auch 
In  dieser  Beschränkung  der  Aulgabe  geht  im  Allgemeinen  ein 
Kegelschnitt  als  Ortscurve  aus  derselben  hervor;  wenn  aber  noch 
bestimmter  die  drei  festen  Geraden  ein  gleichschenkliges  Dreieck 
bilden j  so  spricht  sich  das  Ergebniss  unserer  Ortsbestimmung 
aus  in  dem  Lehrsatze; 

Der  ^geometrische  Ort  des  Punktes  P,  dessen  Ent- 
fernung von  der  Grundlinie  eines  gleichschenkligen 
Dreiecks  das  geometrische  Mittel  ist  zwischen  den 
Entfernungen  desselben  Punktes  von  den  gleichen 
Schenkeln^  gibt  als  Ortscurve  einen  Kreis,  welcher  die 
beiden   gleichen  Schenket   in   den  Basis  ecken  berührt. 

Beweis.  Es  sei  also  zu  diesem  Ende  in  Taf.  LFig.7,  als 
gegeben  angenommen  der  Punkt  C  mit  der  Bestimmung^  dass 
seine  Entfernung  CD  von  der  Grundlinie  AB  des  gleichscbenkli- 
gen  Dreiecks  das  geometrische  Mittel  sei  zwischen  seinen  Ent- 
fernungen CP  und  CQ  von  den  Schenkeln  AG  und  BG  des 
Dreiecks ,  dass  also  bestehe  die  Voraussetzung  €B^  ==:  CP>  CQ, 
und  es  sei  zu  suchen  der  Ort  des  so  bestimmten  Punktes  C. 

Nun  ist  Winkel  a  =  DCQ  =  DCP^ABG  =  BAG  wegen 
der  PerpeiHlikularität  der  Schenkel;    aus  der  Voraussetzung  aber 
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folgt  die  Proportion  CPiCD^CDtCQ;  also  in  den  Dreiecken 
CDP  und  €DQ  ein  Wirjkel  gleich  und  die  einschliessendeo  Sei- 
ten 10  gleichem  Vcrhiiltnisg,  womit  hergestellt  Ist  ihre  Aehulich- 
keit.  Zugleich  «ind  ^l/>€'P  und /?/)O0  Kreissehnea Vierecke,  und 
2war  apeciell  solche,  wo  «ine  Dias^onale  zugleich  Durchmesser 
des  uni*«chriehi*neu  Kreises,  weil  wegen  der  Perpendikel  CD,  CPf 
CQ  ein  Paar  Gegenwinkel  Rechte  ^ind,  woraus  die  in  der  Figur 
mit  denselbeu  Buehstahen  bezeiclineten  Winkel  gleich  ßind ,  und 
daher  die  Dreiecke  ^Z>P  und  BDQ  eben  falls  ähnlich;  aber  auch 
Winkel  ACB  ^  y  +  ß  —  a  =  ABG  ^  BAG  oder  gleich  dem  Win- 
kel an  der  Grundlinie :  nus  den  Ort  des  Punktes  C  constUuirt 
aU  den  Kreis  auf  der  Sehne  Aß,  welche  abschneidet  das  Seg- 
ment, das  den  Perfpheriewinkel  g=z ABG^^BAG  in  sich  fasst; 
zugleich  berührt  der  Kreis  die  Schenkel  AG  um]  BG,  wie 
beweisen  war. 


Utnkekruutj  des  vorif/en  Satzes. 

Ist  gegeben  ein  Kreis  mit  zwei  Tangenten  und  ihrer 
Berührungspn  nkten^  aLso  auch  der  Berührungssehne 
ABl  80  ist  die  Entfernung  jedes  Peripheriepunktes 
von  der  Benihruugs sehne  das  geometrische  Mittel 
zwischen  seinen  Entfernungen  von  den  Tangenten. 

Der  Satz  vom  Höhen quad rat  des  rech twinkl igen  Dreiecks  od^ 
vom  Quadrat  der  Ordinate  auf  den  Durchuiesser  bildet  am  beste 
den  Eingang  zu  einem  besondern  Falle  unsers  Satzes  und  darafi 
auch  den  üebergang  zu  unserm  allgemeinen  Satze  selbst  Wer- 
den nämlich  an  die  Enden  des  Durchmessers,  auf  welchen  dH 
Ordinate  gefallt  ist^  Tangenten  gelegt,  zugleich  die  Durchmei 
serrichtung  parallel  mit  sieh  selbst  verschoben  bis  an  die  Per| 
pherle,  so  lautet  der  Satz  vom  Quadrat  der  Ordinate,  well  durc 
jene  Verschiebung  die  Durch ni esserabschnitte  die  Maasse  abgi 
ben  für  die  Entfernungen  4es  Peripheriepunktes  von  jenen  (para^ 
lelen)  Tangenten,   folgend ermaassen  i 

Die  Entfernung  jedes  Peripheriepunktes  von  einel 
Durchmesser  ist  das  geometrische  Mittel  zwischen 
den  Entfernungen  desselben  Punktes  von  den  Tai 
genten  in  den  Enden  des  Durchmessers, 

Nun  liegt  die  Voraussetzung  nahe^  dass  der  Satz  allgemein« 
gelte  in  obiger  Fassung-  Dazu  ist  der  Beweis  folgender:  Wii 
noch  in  Taf.  L  Fig.  8.  der  Fusspunkt  jD  der  Ordinate  CD  verbui 
den  mit  den  Fusspunkten  P  und  Q  der  Perpendikel  auf  die  Ta 
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genien,  so  haben  wir  vermöge  der  Perpendikel  znei  Kreissehnen- 
vierecke  CD  AP  und  CDßQ  mit  ilireu  Dmgoiialen  AC  und  DP, 
BC  und  />0,  die  mit  den  i>eiten  dre  Paare  gleicher  Winkel 
machen,  die  mit  denselben  ßucb8tal)en  u  und  ß  bezeichiiet  sind, 
bei  A  und  P,  bei  A  und  D\  da^s  aber  auch  die  Winkel  er  ui»d 
^  bei  A  und  J9  einzeln^  denselben  Buch^fabcii  entsprechend,  ein- 
ander gleich  sind,  Ibigt  au.s  der  Eif^engchaft  der  Tangentensehnen- 
iriokel»  «o  das«  aus  der  Gleichheit  der  Winkel  folgt  die  Aehn 
ficbkeit  der  Dreiecke  CDP  und  CDQ  mit  der  gemeinschartlichen 
Seite   CD^  worauf  eben  Alles  ankam  zur  Erzeugung   der  stetigen 

ß       ^  P       ^ 

Proportion  PCtCD  =^  CDiCQ,   wo  zur   besseren  Uebersicht  der 

jeder  Seite  gegenüberstehende  Winkclbucbstabe  oben  darauf  ge- 
setzt T^'urde,  und  diese  PrQ|iortLon  ist  die  Behauptung »  die  zu 
beweisen  uar. 


II 


§.7. 


^ 


Antvendung  des  voritjen  Satzes    auf  das  Kreissehnenviereck. 

Schon  «>ben  in  §,  i.  ist  nach  Neivtun  hervorgehoben  worden 
der  Fall,  tvenn  als  die  durch  das  Frobleni  des  Pappus  bestimmte 
Ortscurve  der  Kreis  Irer vorgeht  aus  dem  Viereck.  Darauf  konn- 
men  wir  hier  wieder  zurück,  nicht  nur  des  n?iheren  Nachweises 
wegen,  sondern  weil  der  Beweis  jenes  besonderen  Falles  nur 
eine  wiederholte  Anwendung  nrisers  so  eben  bewiesenen  £>atzes 
ist  Ist  nämlich  in  Taf.  ILPig.  9.  gegeben  das  Kreissehnenviereck 
ABKL  mit  den  Tangenten  an  den  Ecken,  der  fünfte  freie  Punkt 
C  auf  der  Peripherie  des  ►umschriebenen  Kreises,  aus  C  auf  die 
Seiten  der  Figur  gefallt  die  Perpendikel  CD-=f,  VG^^g^  CE^=h, 
CF^k  und  auf  die  Tangenten  in  den  Ecken  derselben  Figur  die 
Perpendikel  CP  =  m,  CQ  —  r,  Cü^n,  CF=5,  so  gibt  die 
wtderholte  Anwendung  des  obigen  Satzes  folgende  Keihe  von 
Gleichungen : 


inrch   Mutti plication : 

rnnrs^f^k^,    ffH'^=mnTs  oder    fk  —  gh. 


und  in  Worten: 

Das  Productder  Entfernungen  eines  Punktes  auf  der 
Peripherie  des  Kreises  von  einem  Paar  zugeordneter 
Seiten  eines  eingeschriebenen  Vierecks  ist  gleich 
dem  Prodüct  der  Entfernungen  desselben  Punktes  von 
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dem  einen  oder  andern   der  übrtgerk  Paare  zugeordne- 
ter SeiteiL 


Zusammenhang  dieses  Satzes  mit  dem  Satz  des  Ptolemäus 
vom  Product  der   Diagonalen   eines  Kreissehnenvierecks* 

Ein  allgemeiner  von  jedem  beliebif^en  Viereck  ABCD  gel- 
tender Satz  sasjt  in  Bexug  auf  einen  Punkt  E  seiner  Ebene  aus 
die  Gültigkeit  folgender  Flachengieichung  zwischen  den  Dreiecken, 
deren  genieinschaftliclier  Scheitel  E  und  deren  Gegenseiten  sind 
die  sechs  Strecken  zwischen  den  vier  Ecken  A,  ß,  C,  D: 

^EAC,  \EBD  =  ^EAB.j\ECD  +  AEßC.^EAD 

oder  (die  Figur  weggelassen): 

as.AC.^.BD  —  jn.AB.n.CD-^p.BCg.AD, 

wo  x^  tfi  m,  71,  p,  q  der  Reihe  nach  die  Perpendikel  aus  E  auf 
AC,  BD,  AB,  CD,  BC,  AD  vorstellen,  die  aber,  um  üeberla- 
dung  zu  vermeiden,  in  der  Figur  weggelassen  sind.  Nun  gilt  die- 
ser Satz  sieber  auch  vom  Kreissehnenviereck  für  einen  belie- 
bigen Punkt  £  anf  der  Peripherie  des  umschriebenen  Kreises 
und,  damit  nach  dem  Lehrsatz  des  Ptolemäus  bestehe  die  Glei- 
cbting  AC  BD ^AB.  CD  +  BC  AD,  niuss  nothw  endig  j-^  s=  mn 
^pf/  sein.  Die  Gleichheit  der  Perpendikel -Producte  gilt  also 
für  alle  drei  Paare  zugeordneter  Seiten,  d.  b,  auch  für  die  söge* 
nannten  Diagonalen,  wie  auch  aus  Taf.  IL  Fig.  9.  leicht  gezeigt 
werden  kunnte,  was  nicht  geschehen,  um  ihre  Ueberladnng  zu 
vermeiden.  Noch  ein  Beweis  zu  unserm  Satz  erj^ibt  sich  aus  den 
projecti  visch  gleichen  Strablbüscheln  im  Kreis,  nämlich 
in  Taf,  IL  Fig.  10.,  wo  p,  ^,  ti^  v  der  Reihe  nach  die  Perpendi- 
kel aus  rn  auf  PAj  Pß^  P*A^  P*B  vorstellen,  und  gültig  ist 
die  Proportion : 

Sin mP^  "  Sin mPB    "^^^^    mP,  Sin  mPB  "^  mP' ,  Sin  mP'B 

oder  ^  =  ~  oder  pv  ^  gu , 

also  wieder  die  in  Hede  stehenden  Producte  der  Perpendikelpaare 
auf  zugeordnete  Seiten   des  Kreissehnen  Vierecks  einander  gleich. 

Noch  ein  Fall  der  Kreiserzeugung  aus  dem  Viereck  durch  das 
Problem  des  Pappus  ist  oben  in  §»4,  nach  Newton  hervorge- 
hoben worden,  nämlich  der  besondere  Fall,  wo  die  vier  Strahlen 
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2war  unter  ungleichen  Winkeln  nach  deo  Seiten  gezogen  werden, 
aber  mit  der  Bedingung,  dass  in  Tat".  L  Fi<?.  3.  PQ.PRiPS.PT 
^Sm(PS,  AC),SmiPT,  BD):S]n{PQ,  AB).Sm{PR,  CD),  also 
in  umgekehrter  Ordnung  der  Strahlen  und  Seiten.  Diess  ist  aber 
nur  eine  andere  Einkleidung  de«  Satzes  der  gleichen  PerpeudikeU 
producte  im  Kreissehnenviereck,  denn  die  vorliegende  Bedin- 
gung gibt  nach  und  nach,  wenn  p,  r/j  t%  u  der  Reihe  nach  die 
Perpendikel  auf  AB,  ÄC,  CD,  BD  vorstellen  i 

pXo8ec(PQ,  AB).vCosQc(PR,  CD) 

:^Co6ec(P5,  AC),uCosec(PT.  BD) 

^S\n(PS,  AC),S\u(PT,  BD):Sm{PQ,  AB).S\n(PR,  CD) 

oder  pü-^qu  wie  oben. 


Zusammenhang   desselben  Satzes  mit  der  involutwu  des 
Desargues, 

Schon  oben  im  §.  %  ist  angedeutet  der  Zusammenhang  unsers 
"Satzes  n»it  dem  des  Üesargues  liber  die  Involution  der  sechs 
Punkte  einer  Transversale  durch  einen  Kegelschiiitt  und  die  vier 
Seiten  eines  eingeschriebenen  Vierecks.  Sind  nun  in  TafJL  Fig.  IL, 
tat  näheren  Begründung  dieses  Zusammenhanges  oder  vielmehr 
xar  Ableitung  des  einen  Satzes  aus  dem  andern j  a  und  a*  die 
Ourchschnittspunkte  zwischen  der  Transversale  und  dem  einen  Paar 
zugeordneter  Vierecksseiten  AB  und  ED,  ferner  ii  und  b'  für 
das  andere  Paar  AD  und  BE,  endlich  c  und  c'  die  Durchschnitts- 
ptinkte  zwischen  Curve  und  Transversale ,  so  spricht  «ich  das 
JnvoJutionstheoreni  unter  andern  aus  in  (tilgender  lileichung; 

ac .  a'c  1 6c .  b'c  =  «c' .  a'c*  i  bc*  *  b'c*. 

Werden  nun  aus  dem  einen  Curven punkte  c  gerällt  die  Perpen- 
dikel m  auf  ABf  dann  n  auf  DE^  p  auf  AD^  q  auf  BE'^  aus 
dem  andern  Curvenpunkt  c'  in  derselben  Ordnung  die  Perpendi- 
kel m',  n* ,  p* ,  q*  auf  dieselben  Seiten,  so  ist  ?w  =  ac.SinÄ, 
a^tt'c.Sinß,  p^^bCnSmy^  ^  — 6V.Sin^,  wo  «,  jS,  y,  d  die  Win- 
ket Ewiscben  der  Transversale  und  den  einzelnen  Vierecksseiten; 
ebenso  m'  =  ffc'- Sine,  «'  =  o'c', Si n |3,  p'  =  öc'.Siny,  (jf'  =  ft'c'.Sind. 
Nun  gibt  unsere  obige  Involutionsgleichung,  verbunden  mit  der 
identischen  : 

Sin  dSm /?;  Sin  y  Sind  =  SineSin^:SinySind^ 
TUtil  xxxvni.  9 
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dies«: 

ac Sin  cf .  a'c Sf ri  ß  1 6cSin y,b*c Sin  ^ 

=  ac' Sin  u .  a'c'  Sin  ß :  bc*  Sin  y-  ä'c'  Sin  ^, 

Wird  nun  die  Traijiiversale  gedreht  um  den  festgehaltenen  Pub 
c\  so  bleiben  die  Perpendikel  vi\  7i\  p\  g'  nuverändert,  so  da 
vermiige  unserer  Proportion  das  beständige  Verhaltriiss  ihrer  Pn 
ducte,  uämWch  m* .n* \ p* f/  oder  fic*,Swtt.fi'€\Smßii/€\Shiy.b'c*,S\ii 
auch  zur  Folge  hat  die  Beständigkeit  des  Rroductenverhidtnisfl 
m,n:p.q  oder  «c,Sinof.«'e*Sin(3r^c.Sin  y.Ä'cSintf,  womit  bewie* 
8en  Ist  die  allgemeine  Eigen8chart  der  Kegel r^chnitte  vom  bestärk*! 
digen  Vetbältniss*  der  in  Rede  stehenden  Perpendikelproducte. 

5.8. 

Das  Beciproke  des  Satzes    van    den  Entfernungen    zwischen  \ 

Curvenpunkt }   zwei  festen  Tamjenten  und  ihrer  Berührung- 

sehne  beitn  Kegelschnitt 

Es  seien  in    Taf.  IL  Fig,  12*  gegeben  zu  einem   Kegelschnitt' 
%we\   feste   Tangenten   AF^  BF  mit   den    Berührungspunkten 
und   If  und  dem  Treffpunkt  F,  eine  dritte  freie  Tangente  sei 
die  die  beiden  festen  schneidet  in  P^  Q:    zu  bestimmen  die 
Ziehungen   zwischen    den   Entfernungen   AC  und   BD  der  fest 
Berührungspunkte  A,  B  von   einer  freien  Tangente  PQ  und 
Entfernung   FJ   des    festen  Treffpunktes  F  von   derselben.     Nu 
ist  nichts  leichter^  als  diese  Beziehungen  zu  linden»  wenn  wir 
Hülfe  nehmen  die  projectivischen  Eigenschaften  der  Kegelschnit 
tangenten.     Es  sind  namlich   aus  Taf.  IL  Fig.  12.    selbstverstäEi 
lieh  die  zwei  Proportionen: 

FJ:AC=FP:AP, 
FJiBD^FQiBQ; 
und  daraus  die  zusammengesetzte: 

FJ^  :AC.BD=  FP.  FQ  lAP.BQ 
oder 

FP   BO 

ebenso  für  eine  zweite  freie  Tangente  PfQ,,   in    der  Figur  w€ 
gelassen , 

FP    BO 
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mt  nach   den   angeführten   projectivlBchen  Etgenschaften  der 
gelachni  ttg tätigen  ten  : 


ap'ap, 


FP^BQ  _ FP, ^  BQ, 
AP'  FQ  -^  AP^  FQ,  • 


auch 


FJ«:  AC.BD  ^  FJ,«:  AC\.BD,  =  constante, 

die  angeführten  Doppel  Verhältnisse  für  alle  freien  Tangenten 
}^  P^Qff  FiiQn  u- s*  f-   von   beständigem   Werthe.    Daraus   der 
E,  das  Reciproke  zu  dem  anf  das  Dreieck  bescliränkten  New- 
Ischen  Satz  in  §*4. :   das    Quadrat    des    Abs  tan  des   zwi- 
len    dem    Treffpunkt    zweier   festen    Tangenten    und 
ker  beliebigen  dritten  Tangente  steht  zu  dem  Recht* 
der    Entfernungen    zwischen    den    festen    Berfih- 
ingspunk ten   und    derselben    Tangente   in    einem  be- 
itändigen  Verhältnisse. 

Oben    in    j.  6.   hat    die   Ortsbestimmung   des    Pappus»    auf 
f Kreis  und  gleichschenkliges  Dreieck  beschränkt,  den  Werth  des 
glichen  beständigen  Verljültnisses  zur  Folge  gehabt    Nun  könnte 
[scheinen^    auch   der   reciproke   Satz    führe  für   den  Kreis   auf 
selben  Werth  T  des  hier  in  Kede  stehenden  beständigen  Ver- 
Knisses.     Dass  es  aber  nicht   so    ist,    das  verantasst  uns»   den 
[jwar  schon    in  voriger  allgemeiner  Eigenschaft   der  Kegelschnitte 
e^eschlassenen  besondern  Fall  des  Kreises  hier  noch  besonders 
Korzuheben,   für  ä^n  wir  zudem  einen  neuen  Beweis  gefunden 
[haben   glauben,  besonders  zur  Erhärtung  der  Thatsache,  dass 
I  fragliche  Verhältnis«  ni<rht  l  ist,  sondern  einen  anderen  Werth 
I,  and  endlich  zur  Bestimmung  ilieses  W^erthes  selbst. 

Es  sei  also  in  Taf.  IL  Fig.  \^,  gegeben  ein  Kreis  aus  dem 
Centrum  M  mit  dem  Halbmesser  MG^^t,  den  festen  Tangenten 
\AF,  BF,  den  Berührungspunkten  A,  By  also  der  Beriihrungs- 
Isehne  AB ,  mit  ihrem  Pol  F  als  dem  Treffpunkt  der  Tangenten, 
EQ  eine  freie  dritte  Tangente  PQ<,  die  festen  Tangenten  in  P, 
schneidend f  ihr  Berührungspunkt  G;  der  Abstand  des  Poles 
'rom  Centrum  3f  hingegen  FM -=.€',  der  Abstand  des  Berüh- 
I  rojjgspunktes  G  der  freien  Tangente  PQ  von  der  festen  Polare 
I  9i}«r  BerühruDgssehne  AB  sei  GE^=p\  der  Abstand  des  festen 
^Berührungspunktes  A  von  der  PQ  ferner  AC=zii}  der  Abstand 
iJes  andern  festen  Berührungspunktes  B  von  derselben  PQ  end- 

2* 
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lieh  BD^=üi  der  Abstand  des  freien  BerÜbrutigspunkteü  Cr 
der  festen  Tangente  AF  sei  GH^^  AC=:h;  der  Abstand  d 
selben  €  von  der  andern  festen  Tangente  ^F endlich  GK—BD~t, 
denn  ancb  AP^  €P  und  GQ=  BQ  als  Tangentenpaare  am  Kreis 
»o  lä&st  sich  aus  diesen  Voranssetzungen  beweisen  die  Aefin- 
tichkeit  der  Dreiecke  'FJM  und  EGM  mit  dem  gleichen  Winkel 
JFM  =  EG 31  —  d-  oder  die  Proportion  JF:  FM  =  EG :  G3L  Es 
ist  nämtich  FJL  senkrecht  auf  PQ,  ebenso  der  Bernhrungshalb- 
nieöser  MG  senkrecht  auf  PQ^  daher  FJL  parallel  zu  GM,  ebenso 
LM  parallel  zu  PQ  und  gleich  JG\  MN  parallel  zu  AB  und 
gleich   OEt  und   daher  nach  und  nach : 


jn  —  JF^FL^JL^FL-^GM^cCüsi 


€  =  FM,    JFtFM^CoH^—-f 


-r, 


p  =  GE^GN—EN^GN-  OM^rVos^-^-  • 

r=GM,    EG:GM  =  Cosi^^^, 

c 

und  damit  bewiesen  die  Proportion  JF:Fßi=EG:GM  oder 
mic=:p:T  oder  die  Productenglelchung  cp^rm.  Nun  ist  aber 
in  9.6.  bewiesen  GE^^^GH.GK  oder  /?*=fitJ,  also  m*r*^c^/3*, 
m^r* ^ chiv ,   oder  m* iui^^^c^xt^,  d.  h » ; 

im  Kreis  ist  das  Quadrat  des  Abatandes   zwischen 

dem    Treffpunkt    zweier    festen    Tangenten    und    ein 

freien  Tangente  zum  Rechteck  der  Abstände  z wisch 

den  festen  Berührungspunkten    und   derselben    frei 

Tangente    in    einem     beständigen    Verbal tnisse,      a 

zwar  ist   dieses  Yerhaltniss   wie   das   Quadrat  des  A 

Standes  zwischen  dem  festen  Treffpunkt  und  dem  C 

trum  zum  Quadrat  des  Halbmessers,  welches  Fläch 

verhältniss   oder   quadratische   Verhältniss    sich  au 

c 
übersetzen   Jässt   in  das  lineare  FMtOM  oder  ci-s,- 

Durch  \viederholte  Anwendung  dieser  Beziehungen  ergibt 
das  zu  §.4  reciproke  Theorem' 

Ist  gegeben  ein  Kegelschnitt  mit  einem  umsehri 
benen  Viereck  oder  einem  Tangentenvtereck:  so  stel 
das  Rechteck  aus*  den  Entfernungen  zweier  Gegen eck|^ 
von  einer   freien  fünften  Tangente    zum   Rechteck 
Entfernungen  der  zvi^ei  andern  Gegen  ecken  von  ders< 
ben    freien    Tangente    in    einem    beständigen   VerhSl 


Brändli:    Das  Pr&Mem  des  Pappus. 
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niBse.  daa  aber  beim  Kreis  nie  den  Werth  1  annininit« 
Bo  dass  in  diesem  Falle  nie  ein  Product  gleich  einem 
andern  i^t 

Gaordinatenanal^sis  zum  Satz   des  Newton  und  seines 
MeciprQken. 

Zum  Scbluss  sei  noch  die  Coordinatenanalyisis   in  Wettkampf 

gesetzt  mit  unsern  Byntheti^cben  und  nengeonietmchen  Metha- 
den,  zuerst  am  Lehrüatz  des  Newton  §.  4  vom  KegeUchnitt 
und  dem  eingeschriebenen  Viereck»  Die  dort  aufgestellte  Orta- 
bedingung  des  die  Curve  beschreibenden  Punktes  P  gibt  sofort  die 

tleicnung    p^  p7>^^//    ^^^^   ' — ^9*  "'^^  "^^  Perpendikel  oder 

biefen  Strahlen  PQ  =  m,  PR^7i,  PS^p,  PT  —  q,  durch  die 
iofenden  Coordlnaten  a:^  y  des  Punktes  P  ausgedruckt,  lineare 
UDctionen    dieser    Coordinaten    vorstellen,    so    dass   vvirklich    die 

ßcdiogungßgleichung    ^-^^zig^  wo  je  zwei  solcher  linearer  Func- 

pnen    zum   Product  verbunden   sind,    eine   quadratische  wird    in 

ezög  aof  die  Coordinaten  x^  ^.   und  also  im  Allgemeinen  einen 

legelschnitt  vorstellt,    der  durch    die  vier  Ecken    des   gegebenen 

lierecks  geht;  denn  wenn  7i=rO  Ist,  so  muss  auch  q  oder/j  ^0 

In,  und  wenn  wj^O  auch  p  oder  q  =:0.     Die  Curve  niuss  also 

lurch  die  vier  Ecken  gehen .   da  nur  solche  Punkte  je  zwei  der 

l^trablen  oder  Perpendikel  zugleich  zu  0  machen. 

Hier  ist  überhaupt  zu   bemerken,    dass  immer   mit -\^ gpq-^Q 

Erstellt  die  Gleichung  der  Curve  zweiten  Grades j  die  durch  vier 

lurchschnittspuokte  der  Geraden    gebt,    deren  Gteicbungen  sind 

'w=:Of  it!=0,  ;3=^0,  ^  =  0,     I\Iit  Hülfe   dieser  einraeheti  Zeichen 

tistt  sich  auch  leicht  obiger  Satz  Newton's  umkehren,  wie  folgt; 

Die  Curve  zweiten  Grades,   die  dem  Viereck  der  Geraden 

^limscbrieben  isti    hat  die  Gleichung: 

mn-\'gpq^iS^ 
'Die  Perpendikel  aus  dem  beechreibenden  Punkt  (x,  g)  sind: 


P= 


P 


VTF%* 


Q^^ 


W\+a^ 


2:2 


Brändii:    Das  Proölem  des  Pappus. 


Die  Punkte    {x,  ^)  der  Ciirve  müssen  auch  die  durch    die 
vengleichuiig  wm-f-^pr/^O  ausgedrückte  Bedingung  erfüllen,  ui] 
also  geben : 
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mn=-gpq  oder  itfiV.  V^l+«i^.  Vl^a^^^-g.PQ.STT^ü?, 
oder 

die  Producte  der  Perpendikel  zugeordneter  Seiten  in  beständig 
\erhältDis6j  was  sich  auf  beliebig  fichiefe  Strahlen  ausdehnen  II 

Auch   der  zum    Newtonschen    reciproke   Satz    vom    Keg 
schnitt  und   dem    umschriebenen    Viereck    lüsst  sich   durch   eine , 
ebenso  einfaehe  Coordmaterianaly^is  erledigen   wie  folgt: 

Wenn  das  Prothict  der  Abstände  m^  n  einer  freien  Gerad 
von  55wei  festen  Punkten  A,  B  zu  dem  Product  der  Abstände  p4 
derselben  Geraden  von  zwei  andern  festen  Punkten  C>  D  in  ein 

beständigen  Verhältnisse  steht,   so  dass   «^— =:^,  so  umhüllt  i 

freie  Gerade  als  Tangente  eine  Curve  des  zweiten  Grades,  welc 
die  vier  Geraden  berührt  nus  der  Verbindung  des  A   oder  B 
C  oder  D,     Denn  was  zunächst  den  Grad  der   Uinhüllungscuv 
betrifft^    so  wird   sie   gefunden    wie  folgt;     Wir  setzen   «j  ß 
Coordinaten  des   festen  Punkfes  A^   ferner  y,  Ö  als  Coordinal 
des    festen    Punktes    ß^    dann    £,  J  als   Coordinaten    des    fesi 
Punktes  C,    endlich    ij,  #  als  Coordinaten  des  festen  Punktes  , 
und  ^4-<LT-f-Ä=0  als  Gleichung  der  freien  Geraden  mit  den  vi 
änderlichen  Parametern  a  und  ö.     Dann  sind  die  Perpendikel 
den  festen  Punkten  auf  dieselbe  der  Reibe  nach ; 


a+aß  +  b 


und  die  Bedingung  ist: 


p^—^    oder     (f^,^|;^^)(^^^^_|_^)--.'?" 

Die  veräuderlieheo  Parameter  a^  h  der  Geraden  ^4-«a:  +  Ä=0 
oder  der  Taugenten  zur  gesuchten  uuihOüenden  Curve  heissen 
nach  Plücker  und  Cbasics  Tangential  coordinaten,  und  <la  un- 
sere Bedsngungsgleichung  in  Bezug  auf  diese  offenbar  vom  zwei- 
ten Grade  ist,  so  ist  die  Gleichung  der  umhüllenden  Curve  ift 
den  Punktcoordinaten  a*»  y  ebenfalls  vom  zweiten  Grade,  wie  zo 
beweisen    war.      Was    dann    ferner   die    Berührung    der   Gerade» 


Brändii:    Das  Praöiem  des  Pappus» 
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iwi sehen  A^  B,  C,  />  durch  unsere  umhüllende  Ciirve  betrifft» 
«o  ist  gleichzeitig  der  Abstand  zwischen  dem  festeu  Punkt  von 
A  und  der  Tangente  mit  dem  Abstand  des  feisten  Punktes  ß  oder 
D  von  derselben  Null.  Die  Curve  berührt  also  die  beiden  Gera- 
den AB  und  AD^  ebenso  die  beiden  Geraden  BC  und  CDy  d.  h. 
sie  ist  dem  Viereck  AB  CD  eingeschrieben. 


fi.  10. 

Der  Kegelschnitt  im  mtgleichsettißeu  Dreieck  ^  bestimmt  als 
Ort  durch  das  Problem  des  PappuSj  wo  das  f^erhältniss 
eines  Peritendikelfiroducts  zum  Quadrat  des  tlriUen  Petycndi- 
kels  deti  TWerth  I  Aot,  oder  wo  ein  Perpendikelproduet  gleich 
dem  Quadrat  des  dritten  Perpendikels^  in  synthetischer  Eni' 

Wicklung. 

Es  sei  also  in  Taf.  11.  Fig.  14.  gegeben  ein  Dreieck  ABH  und 
in  seiner  Ebene  der  Punkt  C  ro  ^bestimmt,  dass  seine  Entfernting 
C£  Ton  einer  Grundlinie  AB  das  geometrische  Mittel  sei  zniscben 
seinen  Entfernungen  CF  und  CG  von  den  heiden  andern  Seiten 
AH  und  Btl  oder  dass  aln  Voraussetzung  geffe  die  stetige  Pro- 
portion CFiCE=CE:CG  oder  die  Gleichung  CE^—CF.CG. 
Zur  Vergleichung  und  Vermittlung  dieser  Bestinmiung  mit  Frühe- 
rem, namentlich  mit  §.  6,,  und  zur  Herstellung  beliebig  vieler  so 
bestimmter  Curvenpunkte  C  dient  folgende  Hulfsconstruction  ;  aus 
einer  bestimmten  Lage  C  des  Curvenpuuktes  werde  parallel  mit 
der  Bissectrix  Dßl  des  Dreieekswinkels  AHB^^u  die  Richtung 
CD  gezogen  und  darauf  von  C  ans  abgemessen  CD=^CE^=p 
lls  eine  bestimmte  Crtlssc  der  Entfernung  eines  Curyenpnnktes 
C  von  der  Grundlinie  AB  des  pcgehenen  Dreiecks  ABH ^  dann 
durch  das  Eude  D  dieser  Strecke  JK  senkrecht  zu  derselben 
und  folgticb  auch  zur  Bissectrix  HM^  bis  au  die  Dreiecksseiten 
AH  und  BU  in  J  und  A",  wodurch  aus  dem  ungleichseitigen 
Dreieck  ABH  abgeleitet  ist  das  gleichschenklige  HJK^  das  den 
Winkel  JHK^^^la  mit  jenem  gemein  bat.  Durch  diese  Drehung 
jsr  ursprünglichen  Perpen dikelrirhtung  CE  in  die  CD  mit  unver- 
Jerter  Strecke,  da  die  Seitenrichfungen  AH  und  BH  und  da- 
^r  auch  die  Perpendikel  €F  und  CG  darauf  ebenfalls  unverändert 
E>lieben  sind  nach  Richtung  und  Grösse,  und  durch  die  Drehung 
Grundlinie  ^i^  in  die  JK  des  gleichschenkligen  Dreiecks  ist 
Curvenpunkt  C  zurückgeführt  nach  §.  6,  auf  einen  Periphe- 
punkt   C  des  unter  den  neuen  Bedingungen  entstehenden  KnA- 
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sesy  und  die  Idoss  aftineii  Dreiecke  CEF  und  CEG  mit  der 
teoproportion  CF'.CE  ^  CE\CG ^  ohne  C^leichheit  der  Winkel 
zwischen  diesen  |KroporUonalen  Seilen,  verwandelt  in  die  ähnlicheo 
CDF  \mA  CDGt  uobei  zir  merken,  dass  der  Kreis,  als  Stell- 
vertreter unserer  Ortscorve  für  vier  Punkte,  sein  Centrum  M  aui 
der  Ei^sectrix  fi3i  hat  und  die  Seiten  AU  und  Bli  in  J  und  A' 
berührt. 

Die  vier,  unserer  ursprünglichen  OrtKcurve  und  dem  Hülfi»* 
kreis  gemein sehaftlichen  Ftink(e  C  ergehen  sich  leicht  aus  der 
Bestimmung j  dass  immer  die  Entfernung  CE^^p  zwischen  einem 
beliebigen  Curvenpunkt  6'  und  der  festen  Grundlinie  AB  des  ur* 
sprünj^liehen  Dreiecks  ABH  gleich  sein  muss  der  Entfernung  CD 
zwischen  demselben  Curvenpunkt  C  und  der  heneglichen  Cirund- 
Jinie  JK  des  veränderlichen  gleichschenkligen  Dreiecks  HJK. 
Es  ist  nämlich  der  Ort  des  Punktes  C»  der  von  zwei  Geraden 
AB  und  JK  gleichweit  entfernt  ist  nach  unserer  ßestinmmng, 
nichts  anders  als  das  Paar  Gerader,  die  die  beiden  Nebenwin- 
kel der  ^1^  und  JAhäiften,  wie  Taf/IL  Fig,  14.  zeigt.  Man  ziehe 
also  durch  einen  beliebigeii  Punkt  P  der  festen  Grundlinie  AB^ 
aber  immer  zwischen  den  Enden  A  und  B,  eine  Gerade  JK  bis 
an  die  Seiten  AH  und  BB  und  senkrecht  zur  Bissectrix  HM^ 
errichte  in  J  ein  Perpentlikel  JM  auf  AH  bis  riu  die  Bissectrix 
in  M,  beschreibe  aus  M  mit  dem  Halbmesser  MJ  einen  Kreis, 
der  die  AH  und  BH  in  J  und  K  berühren  und  zugleich  ein  erster 
Ort  sein  wird  für  vier  Curven punkte  C  auf  einmal ;  ein  zweiter 
Ort  für  dieselben  vier  Punkte  ist.  wie  gesagt,  das  Paar  Gerader 
CPC  und  CPC,  die  die  Nebenwinkel  der  AB  und  JK  halfte«, 
und,  ebenso  leicht  zu  c«nstruiren,  rechtwinklig  zu  einander  sind. 
Also  schneidet  ein  ^solcher  Kreis,  dessen  Centrum  auf  der  Bis* 
rseetrix  ///>/,  und  der  die  Seiten  AH  und  BH  berührt,  unsere 
Curve  immer  in  vier  solchen  Punkten,  dass  zwei  Verhindungs- 
linien  derselben  recht^vinklig  zu  einander  sind.  Diese  vier  Punkte 
sind  übrigens  die  einzigen  genieinscbaftlicben  zwischen  dem  ge- 
nannten Kreise  und  unserer  Curve,  die  nach  dem  früher  in  §,4. 
Zusatz  und  in  §.  t>.  Bewiesenen  weder  ein  Kreis,  noch  eine  hiibere 
Curve,  sondern  nur  ein  anderer  Kegelschnitt  sein  kann;  denn 
wenn  noch  mehr  Punkte  des  Kreises  unserer  Curvc  angehiirten, 
so  mnssteu- sich  Kreis  und  Kegefschnitt  in  mehr  als  vier  Punk- 
ten schneiden,   was  unmöglich  ist. 

Als  zwei  Grenzfälle  unserer  Curve n punkte  sind  nach  Taf.  III. 
Fig,  \^.  zu  betriicbten  die,  wo  eine  Berührungst»ehne  AD  des 
stellvertreteuden  Krei.ses  durch  die  Grundlinietiecke  J,  und  eine 
andere    BE   dieser   Berti hrungssebnen  durch   die   andere   Grtind- 
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Hnienecke  ß  des  gegebenen  yngleichseitigen  Dreiecks  ABU  geht. 
in  dem  einen  Grenzpunkte  A  falten  zwei  Curvenpunkte  zusammen 
in  einen  einCacheii  Benihrun^fipunkt  zwischen  Curve  und  seil  ver- 
tretendem Kreis,  AH  ist  fitso  Tangente  zu  beiden  in  diesem  Funkt; 
AMi^  üenkreeht  auf  AH  m  A  bis  an  die  Bissectrix  H3I,  tat  Be- 
ruhrungshalbmesser  des  stellvertretenden  Kreises,  und  hat  also  die 
Richtung  der  Normale  zur  Curve,  wenn  auch  3Ii  nicht  Krüm- 
ln ungsmittel  punkt  und  daher  A3ii  nicht  Krümmungshalbmeisser  ist. 
Der  Kreis  iim  Ttf,  hat  dann  ausser  A  nur  noch  die  zue!  Punkte 
C|  und  Ci  mit  der  Curve  gemein;  sie  liegen,  wie  Taf*  OL  Fig.  15. 
zeigt,  auf  den  Geraden  ACi  und  ACi,  welche  die  Nebenwinkel 
«wischen  der  Grundlinie  AB  und  der  ßeruhrungsseline  AD  des 
berührenden  Kreises  um  3fi  bälften.  Ebenso  ist  ^  Berührungs- 
punkt ^  BH  Tangente  an  Curve  und  BerÜbrungskreis,  AM,  senk- 
recht auf  BH  in  B  bis  an  die  Bissectrix  HM^  Halbmesser  des 
berührenden  Kreises,  M  Centrum  desselben;  ausser  B  hat  der 
berührende  Kreis  um  M  nur  noch  die  zwei  Punkte  C  und  C  mit 
der  Curve  gemein ;  sie  liegen  auf  den  Geraden  ßC  und  ßC,  die 
die  Nebenwinkel  zwischen  der  Grundlinie  AB  und  der  ßerührungs- 
seiioe  BE  des  berührenden  Kreises  um  itf  halften.  Wie  die  Be 
führungssehnen  AD  und  BE  als  Gruitdlinien  der  gleichschenkligen 
Dreiecke  ADH  und  BEH  gefunden  werden^  ist  wohl  nicht  nötbig 
zu  bemerken. 

Noch  unmittelbarer  ergeben  sich  AH  und  BM  ab  Tangenten 
im&erer  Curve  mit  den  Berührungspunkten  A  und  B  aus  der  Be- 
diDgungsgleiehung  CE^^CF.CG  zu  Tat  II.  Fig.  14. ;  denn  in  A, 
indem  man  sieb  von  zwei  Seiten,  sowohl  von  oben,  als  von  unten 
her  in  Bezug  auf  AB  nähert,  wird  CE  —  0,  CF=0,  daher 
C£*=0  =  O.CG^^O,  und  deshalb  die  Bedingungsgleichung  be- 
friedigt. Bei  B  geschieht  dasselbe  und  es  ist  CE  —  0,  CG^Q, 
daher  C£*^=O^^CF.O=0  und  die  Bedingungsgleichnng  ebenfalls 
befriedigt^  so  dass  vorerst  wenigstens  A  und  B  als  Curvenpunkte 
aufgezeigt  sind,  da  sie  die  Ortsbedingung  erfüllen.  Aber  gleich- 
zeitig nähern  ölch  die  Curvenpunkte  C  von  zwei  Seiten  her,  bis 
zum  Verschwinden  der  Enlfernnngen ,  nicht  nur  den  A  und  B^ 
pondern  auch  den  Klchtungen  AH  und  BH^  da  nach  der  Bedin- 
m^  gleichzeitig  CF  mit  €E  oder  CG  mit  €E  bis  zum  Ver- 
ch winden  abnehmen  muss,  und  zwar  sowohl  lYir  ein  positives 
o6er  oberbali»  AB  liegendes  CE,  als  auch  für  ein  negatives  oder 
UDterhallj  AB  liegendes  CE^  womit  AH  und  BH  als  Tangenten 
ftufgezeigt  sind ,  nach  allgemein  anerkannten  Grundsätzen.  Die- 
Br  Beweis  gilt  auch  für  den  allgemeinern  Fall  in  §.  4.  Zusatz,  wo 
'das  Verhältniss  zwischen  dem  Rechteck  zweier  Perpendikel  zum 
Quadrat  des  dritten  Perpendikels   ein  beliebiges   ist.     Noch  zwei 
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CarveDpunkte  sind  mittelbar  gegeben  in  und  mit  dem  Dreieck 
ABHy  nämlicli  der  MiHelpnokt  C  des  eiiigescbnebenen  Kreises 
in  Taf*  III.  Fig.  16.  und  der  Miüelpunkt  C  des  angeschriebenen 
Kreises j  der  die  Richtunsren  AH  und  BH  in  ihren  Verlängerun- 
gen lind  die  Grundlinie  J^zuiseben  den  Ecken  A  und  E  berührt. 
Denn  in  beiden  Fällen  haben  wir  CE=^€F—CG  und  daher 
CE^^=CF,  CG  nach  der  Bedingung  unserer  Ortscurve.  Aber 
mit  jedem  dieser  Punkte  ist  eine  ^anze  Quaterne  von  Cur%'en- 
punkten  und  ein  stellvertretender  Kreis  gegeben.  Diese  werden 
gefunden  wie  folgt:  Aus  dem  Cenfrum  C  des  dem  Dreieck  ABU 
eingeschriebenen  oder  des  auf  <lie  beschriebene  Art  angeschrie- 
benen Kreises  falle  man  da«;  Perpendikel  CE  auf  die  (irundlinie 
AB,  hälfte  den  Winkel  BCE  durch  die  CP,  wo  HCIJM  Brssec- 
trix  des  *Dreiec!ksv%inkels  AHB^^^2€i;  die  CP  treffe  AB  in  P, 
durch  P  ziehe  man  JPK  rechtwinklig  zu  BCD31,  und  CPC 
rechtwinklig  zu  CP,  so  ist  JPiC  Berührungssehnc  des  die  Selten 
AB  und  BH  berührenden  Kreises,  JM  rechtwinklig  in  J 3tu(  AH 
bis  H3I  gibt  den  Halbmesser  des  unsere  vier  Curvenpunkte  C 
auf  CP  und  CP  entbaUeudeu  Kreises  für  beide  Fälle.  Und  da- 
mit wieder  acht  CJurven punkte  gefunden. 

Da  AH  und  BH  Tangenten  an  unsere  Curve  in  A  und  B 
sind,  also  AB  Berührungssebne  derselben,  so  ist  HO  durch  die 
Mitte  O  der  AB  eine  zu  AB  conjugirte  Durchniesserrichtuiig, 
und  es  ist  daher  xur  völligen  Bestimmung  unserer  Curve  Alles 
daran  gelegen,  zu  finden  die  Curvenpnnkle  auf  HO^  d.h.  zu  be- 
stimmen die  Lunge  dieses  Durchmessers  und  ndt  der  Mitte  des- 
selben auch  das  Ceutrum  der  Curve,  ferner  den  zu  HO  conja* 
girten  Durchmesser  parallel  zu  AB.  Nun  gibt  es  eine  einfaclke 
Hiilfsconstruction  zur  Bestimmung  der  Curvenpunkte  nicht  nur 
auf  der  Durchmesserrichtung  HO,  sondern  auf  jeder  beliebigen 
durch  //  gehenden  Richtung  HQ  nach  Tat.  111.  Fig.  17.  Mau  wähle 
auf  der  Bisseetrix  H3f  des  Winkels  AH 31  einen  I>eliebigen  Punkt 
iW,  fälle  aus  31  auf  AH  oder  BH  das  Perpendikel  3JJ  oder  MK 
als  Halbmesser  des  die  Seiten  AH  und  BH  berührenden  llüifs- 
kreises,  welcher  die  HQ  etwa  iit  X  schneiden  wird,  aus  A'  falle 
XY  senkrecht  auf  die  Berührungssehne  JK,  aus  demselben  X 
fälle  XZ  senkrecht  auf  die  Grundlinie  AB ^  messe  auf  XZ  ab 
von  X  aus  die  Strecke  XV ^^  XY ^  ziehe  durch  V  zu  AB  die 
Parallele  WC,  die  die  AH  und  BH  in  W  und  V  sehneidet» 
ziehe  IVA'  und  aus  A  die  JC  parallel  zu  IFA;  der  Punkt  C,  w< 
AC  die  HQ  trifft,  ist  der  gesuchte  Currenpunkt.  Der  Beweii 
dieser  Construction  bernbt  eigentlich  auf  der  Theorie  ähnlich« 
Kegelschnitte,  die  dem  Winkel  AHB  eingeschrieben  sind,  de« 
aen  Schenkel  AH ,  BH  gemeinsame   Tangenten   derselben    sind 
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Bfisen  Scheitel  H  ihr  AehnliehkeitfspuTikt;  die  Construction  kann 
ber  auch  elementar  bewiesen  werden  wie  folgt     Es  gel: 

LX=^mf    PÜT^n,     WX^q»    AC^qi,     VX^^r^ 

CF^m^,  CG^ni,    VX=p,     CE^p^,     CB=r^, 

sa  besteht  die  Gleichung  p^=:mn  nach  g.  6.  und  die  Proportionen 

mimt^fi:gi^=p:pi  nm  der  Paraltelen  ivillen, 

n:ni  r=  r  ivi  ^p:pi    aus  gleichen  Gründen» 

mniniifii  ^^qviqirt  ^^p^:pi^  durch  Zusamniensetzung. 

Weil  nun  nach  §.6,  besteht  die  Gleichunt;  p^^^rnn,  so  ist  auch 
^j*=wiiWi,  wie  zu  beweisen  war,  oder  C  ein  Punkt  der  gebuch- 
ten Curve  und  X  der  entsprechende  Punkt  der  ähnlichen  HOlfs- 
irve.  Die  nun  selbstverständliche  Tal.  I IL  Fig.  18.  zeigt  dieselbe 
^onslrtictton  ntit  Bezug  auf  den  Curvenpunkt  C  der  Otirchnies- 
serrichtung  HO* 

Vorhin  ist  aus  der  allgeni einen  Tbearic  der  Kegelschnitte  an- 
führt und  angeiioinmeo  worden  die  Thatsache,  die  nicht  nur 
:ilt  für  unser  auFs  Engste  beschränkte  Problem,  sondern  auch 
ftir  das  Weitere  im  Sinne  des  Zusatzes  zu  §.  4,  wo  das  Verbält- 
iss  zwischen  dem  Rechteck  zweier  Perpendikel  zum  Quadrat 
les  dritten  Perpendikels  ein  beliebiges  ist,  dass  nämlich  in  Taf.  IV, 
i«f.  ItJ,  die  Beriihrungssehne  AB  der  Tangenten  AH  und  BH 
und  die  HO  aus  dem  Treflfpunkt  //  dieser  Taugenten  durch  die 
Mitte  O  der  AB  zwei  conjugirte  Kicbtungen  sind^  oder  da«s  HO 
alle  zu  AB  parallelen  Sehnen  unserer  Curve  hälftet.  Die  Gründ- 
tichkeit  der  IVlethode  verlangt  aber  diess  nicht  nur  so  unmittelbar 
aus  der  allgemeinen  Theorie  der  Kegelschnitte  anzunehmen,  son- 
dern in»  Besondere  zu  beweisen  aus  dem  hier  gerade  vorliegen- 
den  Grundsatz  der  Curvenbeschreibung.  Dieser  Forderung  nun 
wird  genügt  auf  folgende  ziemlich  einfache  Weise,  mit  Hülfe  der 
Taf.  IV.  Fig,  19. ,  in  der  wir  setzen:  den  Curvenpunkt  C  rechts 
von  HO  mit  der  Voraussetzung,  dass  seine  Entfernung  von  AB 
sei  CE  =  p,  von  J// aber  CF=^u,  von  BH  endlich  CG:^v, 
und  das»  diese  drei  Grossen  eingeht*n  nicht  nur  die  hier  in  die- 
sem Paragraphet^  geltende  beschränkte  Beziehung  p^xu^^zl  oder 
p^=ni>f  sondern,  wie  gesagt,  die  nach  §.4.  Zusatz  erweiterte, 
wonach  p^iuv^^ff  oder  p'^^^nv,  d.  h.  das  Quadrat  der  Entfer- 
nung CE  des  Curvenpunktes  C  von  der  (irunillinie  AB  soll  zum 
Rechteck  Cl\  CG  der  Entfernungen  desselben  Punktes  von  den 
beiden  andern  Seiten  des  gegebenen  Dreiecks  ABH  in  einem 
bestfindigen   Verhältnisse  stehen,    dessen   Werth  g  gegeben  sei. 
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Ans  dem  so  bestimmten  Curvenpunkte  €  rechts  von  HO  U 
wir  ab  die  Lage  eifjes  zueiteo  noch  fraglichen  Punktes  Cso,  da«s 
durch  jenen  ersten  gezogen  wird  die  Gerade -^C0CJ5parallel  zu  AB, 
auf  derselben  abgemessen  OC  links  \m\  HO  gleich  dem  £^ege« 
benen  OC  rechts  van  derselben,  wodurch  wir  zut^leich  bekom- 
men aut  ACOCB  was  folgt:  OC=OC=d,  AO-BO=c, 
ACOC  =  ßCOC—c  +  d  und  AC=BC=c  —  d,  wo  ^  und  Ä 
wieder  auf  AH  imd  BH  liegen.  Aus  der  nun  selbstverständlichen 
Taf,  IV^,  Fig.  19,  lässt  sich  unter  diesen  Voraussetzungen  bewei* 
senj  dass  C,  links  von  //O,  ebenfalls  ein  Punkt  unserer  durch 
obige  erweiterte  Bedingung  beetimmten  Curve  ist,  d.  h.  dass  auch 
€E^  =  ^.€R.€S  oder  p^^gsi,  wo  CR  =  s  und  CS =^  ange- 
nommen wird.  So  bekommen  wir  nämnch  für  unsere  Perpendikel 
untnlitelbar  folgende  trigonometrische  Ausdrücke: 


CS  =  i  =  {c  +  d)S[nB, 


CF=u^(c  +  d)S'mA, 

CR=:s^(c-d)SmA, 

und  daraus: 

CR.CS^st  =  (€—d)(c  +  d)SmASmB 
=  CF.  CG-ut>^  (c-d)  (c  +  rf) Sin  .4  Sin  B, 

daher:    ffst^:4^uv=p^y   d.  h.  der  Punkt  C  lioks  von  HO  ebenfalfj 

ein  Curvenpunkt  und  damit  bewiesen  der  8a tz,  dass  HO  alle  zu 
AB  parallelen  Curvensehnen  ACOCB  hälft  et  oder  dass  HO  und 
AB  conjugirte  Richtungen  sind'  und  HO  folglich  eine  Durchme, 
serrichtung. 


Ist  uun  nach  Taf.  III.  Fig.  18.  bestimmt  die  Durdimesserlänj 
COC  auf  der  Richtur*g  HO  und   bestimmt  die  Mitte  P  auf  CC, 
so  ist  eine  Gerade  durch  P^    parallel  zu  AB^   der  zu  COC  con 
jugirte  Durchmesser   der   Richtung   nach,    auf  der  nur   noch    die 
Curvenpunkte   zu   bestimmen  librig  sind.     Doch  diese   besondere 
Aufgabe  geht  auf  in   der  allgemeineren:    auf  einer  gegebenen,  zur 
Grundlinie  AB  parallelen  Richtung  zu  bestimmen  die  Punkte  u 
serer   Curve-      Die    Analysis   dieser   Aufgabe,    die    man    sich    I 
Taf.  IV.  Fig.  20-  gelöst  denkt,  ist  folgende :  ACBf  parallel  zur  Grum 
linie  ABB  ^  habe  von  dieser  die  Entfernung  CE  =  p  und  enthal 
den  Gurvenpunkt  C  mit  der  Bedingung  p^^wr,    wo   CF=^u  un 
CCf  =  P  vorstellen  die  Entfernungen  dieses  Punktes  von  den  Sei 
ten   AH  und  BH  des   iregebeuen  Dreiecks.     Dann   geben  die  A 
schnitte  der  ACB  im  Curvenpunkte  C  die  trigonometrischen  Au 
drucke  /IC:^  ?iCo8ecil,  ßC^pCosecß  und  beide  zusammen  dl 
Gleichung: 


I 
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u  Cosec  ii  +  f  Coscc  B  —  d—A  CB , 

ixnd  die  ßedini^ungsgleichufig  gibt: 

u  Cosec  A,  V  Coaec  B  =  /?  Cosec  Ä  ,p  Cosec  B  ^=  f.g 

oder   a!f  +  :r,j  =  d,    Xj.x,^  —  fg  oder  a:^-^dx^fy=^Qy 

welche  letzte  quadratische  f^leichiing  nach  einem  hekaiiuten  Lehr- 
saUe  zu  Wurzeln  hat  die  Aiisdriicke: 

x^  ■:=  u Cosec  Ä,    ^n^  P  Cosec  B , 

mit  deren  Construction  auch  gefunden  ist  der  Curvenpunkf  C  auf 
der  zur  Grundlinie  AEB  paralleten  ACB,     Nun  ist 

f^pVosecA  —  AA    und    ff  =  p€oBecB=BB 

und  die  Construction  unserer  quadratischen  Gleichung  ist  eins 
rait  der  Consiructiou  der  Proportion  fia^^^il^—x^g,  deren  äussere 
Glieder  f  und  ij  gegeben  sind,  während  die  Summe  d  der  inneren 
unbekannten  Glieder  x  und  d-^cr  ebenfalls  bekannt  ist.  Man  er- 
richte also  auf  ACB  in  den  Enden  A  und  B  die  Perpendikel 
AK^^AA  —  f,  BL^^  BB^g,  ziehe  durch  die  Enden  dieser 
Perpendikel  die  KL^  aus  der  Mitte  BI  der  KL  den  Halbkreis 
KCCL  mit  dem  Halbmesser  LM^KM.  Dieser  schneidet  die 
ACB  in  zwei  Curvenpunkten  C,  Cf  wegen  der  ähnlichen  Dreiecke 
ACK  und  BCL  und  der  daraus  folgenden  Proportion  BLiBC 
^=:AC:AK  oder  gix^d^wif.  Im  filrenzfalle  dieser  Construc* 
tion  fallen  die  beiden  Curvenpunkte  C  der  ACB  in  einen  Berüh- 
rungspunkt di«*ser  Geraden  als  Tangente  dea  Kreises-  und  der 
Curve  zusammen  und  die  beiden  Halbmesser  MV  in  einen  Berüh- 
mngshalbmesser »    so  dass  wir  haben : 

MC=\iAK-{'BL)y  KL^^mC^AK-t^  BL^f+g  und  AC=BC 

oder  den  ßerührungspunkt  C  auf  der  Mitte  der  ACB,  und  daher 
zugleich  auf  der  Richtung  HO  oder  der  Mittellinie  des  gegebenen 
Dreiecks,  die  verbindet  den  Scheitel  H  mit  der  Mitte  O  der 
Grundlinie  AEB  =  2c,  Ulms  gibt  nach  Taf.  IV.  Fig,  21,,  wenn 
gesetzt  wird: 

BO=m,   CO=x,  CH=m-x,  ^AHB^'la,  ^ABO^tt-^tp, 

^BIIO  =  a  +  q},    AO^BO^c,    ^BOH-(a,    p^xS'm^, 

AH=b,    BH^a 

Hie  Flächengleichung : 

[kABB^  ^ACH^^BCH-^^ABCy    oü  +  6ii+2<?p  — 2ci»Sinp 
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oder, 

ye  =  (m  — ar)8in(o  — 9),    v  =  (m — a:)  Sin  (a  +  g)) , 

p  r=  V^ttt?= (m — a:)  V  8in  (a  +  9)  Sin  (a—  g)) 
gesetzt : 
a(m  — a:)Sin(a  +  9)  +  6(m  — a:)Sin(a— 9) 

+2c(m— a:)V"Sin(a+9)Sin(a-9)  =  2cmSinfi; 
aber 

oder 

a(m--a:)Sin(a+9)=6(m— a;)Sin(a— 9)  oder  aSin(a-f9)=6Sin(a— g^), 

ond  daher: 

2a (m — ar) Sin (a  +  9)  +  2c(m  —  a:)  Sin  (a  +  9)  V  r  =2cfii Sin  fi 
oder 

(a  +  c  Y  x)  (wi  —  ar)  Sin  (a  +  9)  =:cm  Sin  f« ; 
aber 

am  Sin  (a-f  9))  =  em  Sin  ft  und  daher  Sin(a  +  g))=:-Sinf4, 
weil  BH.PO=:  BO.HQ;    zuletzt: 

(a  +  cV  T)(m — ar).-Sinfi  =  cwSinft,    (a  +  cV  v)  (m-~ a:)=:am, 

am  am  V^  m  V^ 

m  —  a:  = r— >     m  —  a:  ^~ 


a+cyll' 


aVö+cVa       c+Vaö' 


myTab  cm  emSinfi 

c^^ab       c-{^^ab     ^     c^^  ^ab 

Für  den  andern  Cnrvenpunkt  C  auf  HO  haben  ivir : 

av^bu — 2c/?  =  2cm Sin f*,    (a — cV  t)  (m-{-x)^=^am, 

am  mSflA 

m  +  ar,  =  - r- ,     m  +  a:,=:-p==:, 

a_cy|  Va6-c 

mV^ab  cm  cm  cm  Sin  fi 


'       V^-c         '    Vab-'C         c-Vab'  ^         c-VTb 


a;,= 
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Die  Formel  fiir  .t,  enthält  im  Nenner  c  —  STöh  liie  Bedingung, 
unter  welchex  die  Diirrlime«ser]Jinge  atif  der  Riclituiig  HO  uu* 
endlieh  wird.  DiesB  findet  nämlich  Statt,  ^Tenn  dieser  Nentier 
€ — V^  =  0  oder  c=V<i6,  d.  h*  wenn  die  halbe  Grundlinie 
c^  A0  =  BO  das  geometrische  Mittel  ist  zwischen  den  beiden 
andern  Seiten  a:=Bff  und  br-AH  des  gegebenen  Dreiecks-  In 
diesem  Falle  \si  unsere  Ortscurve  des  Punktes  €  offenbar  ©ine 
Parabel.     Ein  Zahlenbeispiel  fiir  eine  solche  ist: 

AB='lc=zn  oder  e-6,  BH—a-i,  J/f=6=9  oder  6=  VX«. 

Eine  Ellipse  hingegen  ist  unsere  Ortscur?e,   wenn   c  <  V^  und 

etil 
daher  .r,=^— -- — -tt^   positiv  wird.     Zaiilenbeispieh 
c —  V  fib 

«=14,     6r=13,    2c=15,    c^7|,    c»==56i,     a6=182, 

wo  entschieden   c^  <  ab  oder    c  <  V^aÄ.    Eine   Hyperbel  endlich 
geht  hervor,  wenn  c>  ^ab  und  daher  or, ^  —  —    ^/-^  negativ 


c—  V^ 

wird,    und   folglich    oberhalb   AB  liegt,    während   bei  der  Ellipse 
unterhalb  dieser  Grundlinie.     Zahle nbeispiel  für  die  Hyperbel: 

a  =  4,    ^  =  13,    !2t  =  15,    c=U, 

»0  entschieden  (7i)*>4.13  oder  56|  >  52  Die  Bedingung  der 
Parabel,  wonach  c:=:V  wo,  zeigt  uns,  dass  es  an  diesem  Kegel- 
dinttt  Tangentenpaare  a  und  b  gibt,  deren  halbe  BerObrungs- 
lebne  c  das  geometrische  Mittel  isit  zwischen  den  Strecken  der- 
lelben  von  den  ßeruhruiigspunkten  bis  zum  Treffpunkt.  Dass 
aber  der  Satx  nicht  allgemein,  sondern  nur  für  besondere  Lagen 
der  Parabeltangenten  gilt^  dafiir  ist  das  schlagendste  ßeispiel  der 
Parameter  c  (die  zur  Axe  rechtwinklige  Ordinate  aus  dem  Brenn- 
nnkte)  und  ihr  Pol,  der  auf  der  Direetrix  liegt,  im  Öurchschoitt 
Uli  der  verlängerten  Axe.  Die  Tangenten  aus  diesem  Punkt  an 
die  Curve  sind  rechtwinklig  zu  einander,  gleich  lang,  jede  sei  a, 
«0  ist  ihr  Product  a^^2c*,  also  nicht  wie  oben  c=.^ab  oder, 
teil  b^^^fty  c^a* 

Die  Uurchmesserlänge  auf  HO  ist; 

cm        .        cm  2fmVo6 


Ä=^ 


XTab+c      ^üb  —  c 
cm  %füh      m  V^ab 


ab^c^  *^a6 


—  € 


ß6  — e^ 
m^füb 
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halber  DnrcKmefäser,  wo  d=^  —  oder  vierte  Proportionale  zu  den" 
drei  Seiten  e,  a,  b. 

Der  halbe  Durcbitiesser  S,  parallel  zur  Grundlinie  Aß,  md 
zu  M  auf  der  Kiclitung  HO  conjugrrt,  ht  gegeben  durch  die  Prt- 

pi>rHan  : 

^a..c«_j,.B«  oder    i^.c«  =  -^"— •»«•) 


■(d-c)' 


od^r 


m 


'      .1=.-^*,:».. 


wft-c* 
l:nÄ— c»= 


»»  =  :."^  = 


«2_ 


c-^d 


d — c      d — c      d — c 

Biese  GrÜsseD  il  und  S  Zierden  aber  leichter  naeh  TaL  111.  Fig.  18 
und  Taf.  I\\  Fig.  20.  als  nach  diesen  Formeln  construirt. 

Noch  erübrigt  die  üestinimung  solcher  Curvenpunkte,  die 
beliebigen,  von  A  nn6  B  ausgehenden  Richtungen  liegen;  died 
lässt  sich  um  so  leichter  ausführen ^  als  sich  die  prnjecttvischi 
Beziehungen  zwischen  den  Punkten  unsers  Kegelschnittes  und  d^ 
zwei  Tangenten  /iH  und  BII  vermiHeln  lassen  mit  unserm  GJ 
setz  der  Curvenbe^chreibung.  ist  nämlich  in  der  f^etbstverständ 
liehen  Taf.  IV.  Fig.  22.  allgemein  CF.CGiCE^^^^  als  ein  geg 
benes  Verhältnis^  oder  mü;/3^=^^,  und  verbunden  der  Curvenpunlj 
C  mit  den  Berührungspunkten  A  und  B  der  Tangenten  AH  uq 
Bfl  durch  die  Geraden  ACD  und  BCK,  die  jene  in  D  und 
treffen«  so  haben  wir  offenbar: 

SL:KF^  =^ p:t}  und  AE:  HK^pCosecAivCosecC, 

DMiDP^ptu  und  BD:  HD=p€osecß:u£o3ec€, 

AK   BD       p^.CoseGACoBecß 
HKHD^  uvCmecW 


*)  Siebe  A  potlonius,  KcgcUrhniltt,  111.  B.»  17,  u.  18.  baU. 
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AK    BD p^S'm^C ;?»c» 

HK'  HD~  unSmASln  ß  ""  utab  ' 

,    wa   AB^c,   BH=a,  AH^öi 

HK  HD  _  ahm  _aöff  HK^  BD  _  oAg 

AK'  BD^  c^p^  ~   c»    ""^^^    AK'  HD  —   c^  ' 

das  projectivische  Doppelverhälfoiss  der  vier  Abschnitte  ein 
ständiges.     In  unserem  beÄandereu  Falle  bt^— 1,  weil 

l^n    J^j-i  ^nk  1  »  1       1    t  HK     BD         (t      c 

ICF. C€?=C£*   oder   p^^uv^    und    daher    ~Jjp"  «7}^"  "/* 

BD 

Ist  nun  gegeben  .^^  und  damit  das  Verhättniss    1/^  =  ^*1  s<> 

//JT       a/j 
:  das  Verhältmss  ^ji^  =^  ~2*^  ""^  damit  die  Richtung  i?ir  auch 

(litteltt  eto  daRs  der  Dnrchschnltt  C  der  AD  und  ÄÄ"  den  fe- 
chten, auf  AD  liegenden  Curvenpunkt  gibt,  Aehnlich  wird  ge- 
«den  der  Curvenpunkt  C  auf  der  als  geiieljen  angenommenen 
r,  womit  die  vorgelegte  Aufgabe  als  erledigt  zu  betrachten  ist* 
nr  merke  man  sich  für  die  Construction^  dass 

ab   ,       d    ,  ^      ab 

--^.h^-*k,    wenn    rt=s  — 
c^  c  € 

oder  vierte  Proportionale  zu  den  drei  Seiten  c,  a,  b  des  gegebe- 
oeii  Dreiecks  ist. 


^ 


Tangentencünstruciion. 


Sei  in  Taf.  1V\  Fig.  23.    wie   bisher   immer   AH  und  BH  ein 
Paar  fester  Tangenten  an  den  nach  dem  vorigen  allgemeinern  Ge- 

Ilz  bestimmten  fCegelsehnitt  mit  den  Berührungspunkten  A  und 
%  so  dass  die  Entfernungen  Cü^^u^  CF=p,  CP=^p  eines 
lliebigen  Curvenpunktes  C  von  jenen  festen  Tangenten  AH  und 
B  und  ihrer  Berührungssehne  AB  eingeben  die  Beziehung  eines 
beständigen  Verhöltnisses  zwischen  dem  Quadrat  der  Entfernung 
^Qrid  dem  Reckteck  der  Entfernungen  u  und  v,  und  daher  geben 
Gleichung  p^inv^^^fj,  no  p,  m,  r  veränderlich,  hingegen  g 
en  beständigen  gegebenen  Werth  dieses  Verhilltnisses  vor- 
Jlt.  Wird  nun  der  so  bestimmte  Curvenpnnkt  C  verbunden  durch 
BC  mit  den  festen  Berilhrungsp unkten  A  und  B  und  diese 
raden  verlflngert  bis  an  die  festen  Tangenten  BH  uhd  AH  oder 
ich  D  und  £,  diese  Durcb.Hchnitts punkte  verbunden  durch  die 
Gerade  ED  und  diese  veHlngert  bis  zum  Durchschnitt  7"  mit  der 

Tlif  il  XXXVUI.  3 
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^ 


RTchtung  der  ßeriihrungssehne  AB^  «äo  ist  CT  die  Tangente  ig 
Kegelschnitte  im  Punl^te  C 

Beweis.  Bei  Apollo nius  Kegelschnitte,  lY.  Buch,  im 
fang  und  die  Tbeorit*  der  harmonischen  Pole  nnd  Polaren  im  Keg 
schnitt,  mit  Anwendung  aiil"  den  Punkt  T  als  Pol  und  auf  //f 
als  Polare,  wegen  des  Viert? eits  CDflE  und  seiner  harmonisch 
Eigenschaften,  die  übrigens  leicht  zu  yerniitteln  sind  mit  unse 
Gesetz  der  Cirrvenheschreibung,  wie  wir  bei  Taf,  IV.  Fig.  22, 
im  Anfange  diese«  §.  8.  an   Taf.  IL  Fig.  12.  gesehen  haben. 


Beso nderer  Fall  d leser  Co nsiru c im n ,  Du rchm esserco n s Iru clioi 

Die  fliehst  liegende  Anwendung  dieser  Tangentenconstructijj 
ist  wohl  die  auf  den  Mittelpunkt  F  des  dem  Dreieck  ABC 
geschriehenen  Kreises  in  Taf.  V.  Fig.  24.,  wo  aber  der  hesofjde 
Fall  eintritt,  dass  F  ein  Punkt  desjenigen  Kegelschnitts  ist,  de 
sen  Punkte  in    obigen   Zeichen    die   Beziehung   eingehen  /?*  =  ! 
oder  wo  die  Entfernung  p  eines  beliebigen  Curven|mnktes  C 
der   Grundlinie    AB    des    Dreieck«    das    geometrische    Mittel 
zwischen   den   Entfernungen    desselben   Pnuktes   von    den    beidl 
anderen    Seiten  JC,  BC  desselben.     In  der  selbstverständlich^ 
Taf.  V.  Fig.  24.  Ut  FT  die  Tangente  des  nfiber  bestimmten  Keg 
Schnitts  im  genannten  Punkt,  ebenso  Tl§  die  Tangente  dersell] 
Curve   im  Mittel ponkt  H   des   äussern    der   Grnndlinie   AB  angj 
schriehenen  Kreises,    der  zugleich  die  Seiten    AC,  BC  auf  \h\ 
Verlängerungen  berührt.     Ferner  ist   C  die  Mitte  der  Curvenseh 
FH  und  daher   TG  ein  Durchmesser  der  Curve  j    im  Durchschn 
/  zwischen  der  Mittellinie  CN  als  einem  andern  Durchmesser 
dem   Durchmesser  TG  ist  der  Mittelpunkt  der  Curve.     Die  ang 
führten   Umstände,   verbuiulen  mit  dem  weltern,    dass  CF  inn^ 
und  CT  äussere  Bissectrix  des  Winkels  ACB  und  seines  Net 
winkeis  oder  Aussen  winkeis  ist,  machen  den  Curvenpunkt  F  u^ 
den  Cnrvenpunkt   //  mit   den  Tangenten    FT  und  UT  zu  neu 
bedeutsamen  Verbindungsgliedern  zwischen  Elementar- Geometi 
und  Kegelschnitts- Geometrie,  welche  Bedeutung  noch  erhöht  wi^ 
dadurch,  dass  aus  diesen  Gesichtspunkten   noch  näher   vermitti 
werden  die  oben  schon  vorläufig  gefundenen  Bedingungen,    uot 
denen  aus  unserrn   Gesetz  der  Cnrvenbeschreibung   die  einzetn 
Arten  der  Kegelschnitte ,  nämlich  Parabel,   Ellipse^  Hyperbel 
vorgehen.    Wird  nändich  in  Taf<  V.  Fig.  24.  der  Durchmesser 
parallel  zur    Mittellinie   CN  des  Dreiecks,    so   riickt  der    Dure 
Schnittspunkt  /  als  Mittelpunkt  der  Curve  in's  Unendliche  hinan 
ao  dass   wir  es   in   diesem    Falle   offenbar  mit    einer  Parabel 
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tdun  haben.  Sefien  wir  nun  naher  2U>  tras  diese  Annahme  wei- 
ter voraussetzt  in  Bezug  auf  die  Grüssenbeziehungen  der  Seiten 
des  Dreiecks  ABC  unt^r  einander,  so  ergibt  sich  nach  und  nach 
Folgendes:  Winkel  NGO^l{A^B),  das  heisst  gleich  der  hal- 
ben Differenz  der  Winkel  an  der  Grundlinie  AB.  üaraos  folgt 
t;b  und  nach  unter  den  Annahmen 

BN^JN^c,    BC^a,    AC=b 

mese  Reihe  von  Beziehungen  aus  der  selbstverständlichen  Figur: 

NG^cTgiC 

(.0-NG. Sec,( J- Ä)_^^^yp-^  =  __^___ ^  (a+A)Co8iC 

pireil  nach  den  Gleichungen  Moll  weide's 

1 


Cosl(A—B)~^^(a  +  b)SmlC 


OT^AO+AT=^,^   ^^' 


Aabc 


a  +  6^«  — 6^a^-6»' 


feil 


BO:AO  =  BC:AC=aib,    BT;AT^BCiAC^a;h. 

^no  gibt  die   für  die  Parabel  geltende  Annahme  TG  parallel  zu 
die  Proportion :    NOiCO—OTiOG,   oder  uo 


W=BO—BN= 


2a€              (a-b)c       ,  ^^      2fl6Cos|C 
— —r  — c— — r  /-  und  CO^^ nr^  * 

in  die  Proportion  eingesetzt  gibt: 

(a^b)c ,  2aÄCosj C  _    4a6c    ^  2c^ 

0  +  6     •       a  +  6  "  ^  a^—b^ "  (o  +  6)  CosiC 


(a-6)c:2n6Cos4C=2iiÄCosiC:(a-6)c, 
Mwd  daraus: 

rasnC==-^^—  oder  C.eiC=^^  =  ^^^, 
IUI»  t^Sfab  und   damit  befriedigt  wird  die  Formel: 

4a6  4aÄ  4a6        "    4a6 
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Zu  demselben  Ergebnisse  gelangt  man  durch  die  HülfBlime  GK 
pavaltel  2u  CN,  In  unserem  t^alle  ist  nanilfch  GK  eins  mit  GTuKii 
K  mit  T  oder  KT^^^  so  dass  wir  haben: 

KT^NT--NK^^  oder  NT^AN^AT:==€-^^^  =  ^^^f\ 

iVA'=  ZV^G.  Cotg^:=c  Tg  iCCotg^, 
und  daher: 

oder 

(a  +  ö)Sin^  — (ö  — 6)TgiCCosi^  =  0 
oder 

(a+6)Cos{CSin'&— (fl  — Ä)SiniCCos^=^0, 

2(a+ft)cinCos3iCSin^^— 2(a—A)cm  Sin  JCCos4CCoß#=0,' 
wo  CZV^^m  und  Gos-Ö-^:  — ^ ; 

Cos«iC=:— Pj^   oder  CmlÜ^^^^. 

was  wieder  voraussetzt  cs^  V^  oder  die  halbe  Grundlinie  cgle 
dem  geonietrificben  Mittel  ans   den  beiden   andere  Dreiecksseilj 
BC-a  und  AC=b. 

Dieselbe  Hütrslinie  GK  hilft  auch  bestimmen  die  Strecke 
zwischen   dem  Fiisspunkte  N  der  MitteUinie  CN  auf  der  Gru 
linie  AB  und  dem  Centrum  J  der  Curve,    nämlich  aus   folgend 
I^roportion ; 

JN:GK=NT.KT,    wo    GK=iVG,Cosec#:^cTgJCCos©cl 

so  das^  nach  dem  Obigeo : 

JiV:  c  Tg  iCCosec  ^=:^^- :  ^^-- c  Tg  iCCotg  * 


oder 


JN. 


(a  +  b)c'^  Tg  ^CCosec» 


(a  +  b}cTgW 


"(a+A)c— (a-6)cTg4CCote*~(o+6)Sin»-(«-A)TgiCCo 

JN= 

(a  +  6)cTg  i  C Ha  +  f>)chHTgiC 
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-^ 2c^TgkC 2cgfflTgiC 

"'^^  öA^inC— (a-6pTgjC  ^  2fi6S'in4CCaßiC-i(a--6)«fg4C 

4c^m 

"  iab  Cos  «4C  -  (a — Ä)^ ' 

wo  i/==  —  oder  vierte  Proportionale  zu  a,  b,  c.    Ist  nun   P  der 
e 

nähere  Cur?enpunkt  auf  dem   Durchmesser  CNJ,    so  haben  w\r 

^ch  Seite  30.  die  Glelcliung : 


daher  für  den  üalbmesser: 

^wie  auf  Seite  3L     Ferner  ergibt  sieb: 

CJ  =  CN  +  NJ  =  m+  -j~  =  j —  , 
nd  Jas  Product  aus  CJ  und  iVJ  endlich: 

dass  unsere  Ergebniiise  die  Probe  halten,   nach   weJcber  der 
UTTenhalhmesser  PJ  sein  muss  das  geometrische  Mittel  zwischen 
tind  NJ  und  !»efunden  werden  kann  durch    eine  Construction, 
<iie  leichter  ist  als  alle  früheren. 

iikr  zu  AB  parallele  und  zu  CNJ  c&njugirte   Uurchmesser, 

I  Oben  auf  Seite  '29,  und  31.  ist  an  Taf.  IV.  Fig.  20.  gezeigt  wor- 
dfn  eine  IVIethode,  sowohl  die  zu  AB  parallele  Durchmes^erlange, 
äI»  irgend  eine  zu  derselben  Richtung  parallele  Sehnenlange  zu 
construiren»  Noch  leichter  wird  die  Construction  dieser  Ourch- 
messerlänge  auf  unserm  jetzigen  Standpunkte.  Wird  nämlich  in 
laf,  V.  Fig.  24.  aus  der  Ecke  A  des  gegebenen  Dreiecks  ABC 
»zogen  ARL  parallel  zum  Durchmesser  CNJ^  aus  dem  Curven- 

'cftfitrum  J  die  zu  AB  parallele  und  zn  CNJ  conjugirte  Durch- 
me^serrichtungJßQ,  bis  zum  Durchschnitt  Qmit  der  Seiten  rieh  tu  ng 
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AC  als  einer  Co nren lange nte,  so  ist  Q  der  Pol  zur  AHh ^  wo  L 
ein  Ciirvenpunkt,  weil  RLi=AL  und  R  Durchschnitt  zwischen 
AL  und  JQ*    Nun  ergibt  sich  sofort:  j 

JQiAN—  €Ji  CN  oder  JQ—-^  -j =  ^j t=  -7 5  ' 

und  das  Product  aus  JQ  und  /£  ist; 

JQ.JR  =  JQ.AN=^j^^^3^, 

wie  ohen  auf  Seite  32,  gefunden  für  die  Länge  )3  des  zu  Aß 
parallelen  und  zu  CiV*/  conjugirten  Halbmessers,  der  also  wieder 
das  geometrmcbe  Mittel  ist  zwischen  JQ  und  JR  und  daher  auch 
leichter  zu  construiren,  als  früher* 

Auf  dieselbe  Weise  construirt  man  an  der  sei bstverstSnd liehe 
Taf.  V,  Fig. 25.  die  Durchniesserlängen  auf  JC7  parallel  zur  Bisse 
trix  CFOGH  und  auf  der  dazu  conjugirt^n  Richtung  TGJ ^  der^ 
Grössenbestimmung  durch   die  Elemente   des  Dreiecks  aber  hlfl! 
zu  weit   fuhren  würde.    Auf  dieselbe  Art  verfährt  man  auf  jedi 
beliebigen  Dnrcbmesserrichtung, 


§.  11. 

Coürdinatengleichunif  des  Eegekchnitts  aus  Taf  F.  Fig,  26a 

Nach  den  Torangegangenen  Untersuchungen  kann  es  nicht  mei 
zweifelhaft  sein^    welches    Coorditiatensystem    das   bequemste 
für  die  Coordinatenanalysis  unsers  Ortes,  da  AB  als  Berührung 
sehne  der  zwei  festen  Tangenten  AC  und  BC  und  die  Mittellin 
CD  als  Durchmesser  der  Curve  unmittelbar  als   conjugirte  Ricl 
tungen  gegeben  sind  und  als  Coordinatenaxen  die  einfachste  GIq 
chung   für  die  Curve  unsers  Ortes  in  Aussicht  stellen.     Sei  al^ 
in  Taf»  V.  Fig.  26.  die  CD  Axe  der  x^   die  AB  Axe  der  y,   ui] 
wie  früher  AB  —  'lc,   CD—m,  AC=&,  BC^a   und  P  ein  sn 
eher  Punkt,   dass  seine  Entfernung  PK  =  s  von  der  AB  sei  da 
geometrische  Mittel  zwischen  seinen  Entfernungen  PH^=p^  PG- 
von  den  AC  und  BC  oder  bestehe  die  Gleichung  s^^pq*    Setze 
wir    den   Coordinatenwinkel    CDA^z^   und   die   Coordinaten    df 
Punktes  P  wie  Figur  zeigt  PJ^^x^^H)  und  PL^zJD^zi/^ 
EPLF  dnrch  P  parallel  zn  AB  und  L  der  Durchschnitt  zvvisetic 
CD  und  EF,  ferner  EL^LF=u  und  EP—n--y,  FP=u+% 
so  gibt  die  Proportion  LFiBD^CLiCD  in  diesen  Zeichen: 
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,  cim  —  X) 

u:c=m — xim  uder  u^~ -; 

m 

raus  folgt  ferner  r 

EP  —  u—]t=i y ^  - {^^  —  car  —  mn) . 

FP^u  +  ff  = +  ^  —  m ^^"*  "" ^'^  +  ^^^' 

wiese  Werthe  benutzt   zur  Bestimmi^n^  jener  Perpendikel  geben: 

Pii=p  =  P£,  Sin  A  ^  {cm  — cz — mi/) =  (cm  —ca;-'  mif)    y    > 

^G  ==  ^  ^  F/^ .  Sin  Ä  =:  (cm — ca:  +  m^) =  (cm — ca;  +  ni^)- 

l)ie«€  Ergebnisse,   eingeführt  in  die  BedingQngi>oleicbnng  s^^pfj, 
hreo  zu  der  Curvengleichung: 

piilet 

Inder  geordnet  nacb  den  Coordinaten  : 

(ah  —  c^)^«  +  Ichnx  +  ?« V  ^  c«m« 


«?r«M 


^^+,-;Äz:7a-^  + 


e^m« 


,^Ä,_ca''  ^  (fl6— c^)*  ^  ri6  -  c^ '^  "  «6  -  c«  ^  (aä  —  c«)« 


c*m' 


>  -  c2  ^  (ab  — 


ttod 


e*m 


Wl* 


?ird  nun  gesetzt  a:  statt  .t+    > -^,    so    ist    der   Anfangspunkt 

Coordinaten   versetzt  in  den  Mittelpunkt  der  Curve,    und  wU 
aben : 


ab — c*^       {«6  — c*) 


MlttelpunktsgleiehunE;    bezagen    auf   ein    System    conjugirter 
Durchmesser,    wo 
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oder  vierte  Propartionale  zu  a,  b,  c^  welche  Ergebßigse  auf 
Seli<&nfite  übereinstimmen  mit  denen  der  früheren  8yntbesis  auf 
Seite  38.  Taf,  V.  Fig.  24.  und  Seite  31.  und  32.  Taf,  IV.  Fig.  2!< 
Auch  die  Entfernung  des  ursprünglichen  Änfangf^puiiktes  D  in 
Tafi  V,  Fig.  26.    vom    Mittelpunkt    der    Curve    oder    die   Strecke 

NJ  =:  ^  —  ^—  w  Tat.  V.  Fig.  24.  stimmt  ganz  überein  mit 

dem  zweiten  Gtiede  des  Binoms  a?  -^    i ^  unserer   ursprüngU- 

chen  Gleichung,  welches  bezeichnet  die  Strecke,  um  welche  die 
Axe  der  ^  verschoben  werden  muss,  um  den  Änfang^^punkt  der 
Coordinaten  in  den  Mittelpunkt  zu  versetzen.  Wird  in  der  «r- 
sprüngliehen  Gleichung  gesetzt   ^=^0^   hq  folgt: 


^  + 


C'/M 


em 


Vaö 


ut  —  c^ 


nh^C^ 


oder 


cm(V  ab  —  c)  cm 


nb  —  i 


"e±  V^öÄ 


was  wieder  übereinstimnit  mit  Seite  30.  Ta f.  IV.  Fig.  21.  In  dl 
Ausdrücken  M  und  3^  für  die  conjugirten  Halbniesserlängen  8ind 
zugleich  die  Bedingungen  ausgesprochen,  unter  denen  aus  unse- 
rer Ortsbestimmung  die  verschiedenen  Arten  von  Kegebcbnitten^ 
nämlich:  Ellipsen,  Hyperbeln,  Parabeln  hervorgehen.  Diese  sind 
wie  oben  c^^V^ffit  für  die  Parabel,  c<  V^ab  für  die  Ellipse  und 
c>  V^afi  für  die  HyperbeL  Im  Fall  der  Parabel  geht  unsere  ur 
sprünglicbe  Gleichung  über  in: 

2c^         2c». 


'Ic^mx  +  m^^® — c^m^  oder  2^^  ^  ^a , 


m'^'^HT  f^"*— ^)  ^  ^P^'  A 


wo  ps=^j    d.  h-  der  Parameter  die  dritte  Proportionale  zur  ha 

ben  Grundlinie  c  und  zur  Mittellinie  m,  und  a;*  statt  im— x  gl 
setzt  ist  Die  Gleichungen  für  AC  und  BO in  unserem  urspritng 
liehen  Coordinatensystem  sind: 


m       c' 


1 


und ^—l, 

m       c 


und  es  lässt  sich  leicht  zeigen,  dass  diess  Tangentengleichungeq 
sind,   wie  folgt? 


aus  den  Gleichungen  der  Geraden  AC  und  BC  eingesetzt  in  dl 
ursprüngliche  Curvengleichung,    gibt  nämlich: 


W* 


f2^''+aÄ-c=^^^(a6 


abc^m^ 


.«\S 


c«> 
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4r 


(übe  _  V     ^y ffÄ£* 


{übe  T  (<JÄ— c*)^)«  +  (öÄ—  c*)  cV  —  «^<?*. 

fl'ÄV  -f  labe  {ab  ^  c*)y  +  ab(ab^c^)if^  ^  aÄc*, 

T  2aÄc(a£>  —  e*)3f  +  ab  (ab  —  c*)^^  =  abc*(c^—Qb), 

^  2ii6c^  +  a%*  ^^  —  abc^ 

^*T2(ry^  — c*,    oder   {^T«?)*=0,    y==J:€?. 

|da»s  die  Gerade  AC  nur  einen  Puokt 

m  _ 

^=  +  c    und    jr  =  fH— -.c^ü 

derCurve  gemein  hat,  und  ebenso  die  Gerade  ^Cniir  den  Punkt 

if'=  —  c  und   ar  =:  ?n  +  —  *  (— e)=0» 

WiJB  zti  beweisen  war. 

Zeigte  olien  sclion  die  Form  der  ursprünglichen  Curveuglei- 
chimg,  der  das  Product  xjy  der  Coordinaten  fehlte^  durch  diesen 
UiDiitand,  daas  in  Taf,  V.  Fig,  26.  die  AB  und  die  CD  conjuE^irte 
Riebtungen  der  Curve  sind  und  also  mit  Recht  gewählt  wurden 
it«  Coordinatenaxen,  so  zeigt  der  andere  Unistand,  dass  dieselbe 
CoT?eDgleichung  kein  ^  der  ersten  Potenz  enthält,  die  CD  sogleich 
ali  Dorchmesserrichtung  und  bestätigt  mit  der  Tangenteneigen« 
icbafH  der  AC  und  ßC  noch  mehr  jene  Wahl   des  Coordinateu* 

ems. 


I 


l^n 


Gleichung  der  Tangenien  FT  und  HT  in  den  MiUelpunkten 
F  und  H  der  dem  Dreieck  ABC  ein^esckrieheneti  Kreise  nach 

rF,  Fijf.  2ä,  im  urspriintjlichen  Coordmatensysiem  der  ^B 
und  CN. 
In  diesem  sind  die  Cöordinaten  NK—PF^x  und  FK—NP=tf 
4e«  Punktes  F  gegeben  durch  die  Proportionen: 
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KK:CN=:OF:CO,    FK:AO=CF.CO, 
wo  Dach  früheren  Ergebnissen  ond  Voraussetzungen: 

CN=m, 

OF=CO-CF=  ^,Cosi6'-^4^=r:^^^ 

PQ^2a^Co8iC^     ^^^(«-ft)c^     p^^2ii6Co8lC. 
a  +  6      '  a  +  6    '  a  +  6+2c  ' 

also : 

4fl&cCo8lC       ,2g6CosjC 
^^'^  —  (a  +  6)(ii  +  6+2c)'       a  +  6 
oder 

y  y  2cm  (g  — 6)c__2g6Co8iC.2a6CosiC 

^^""a  +  6  +  2c*     ^^'    a  +  6    —0  +  6  +  2^'       «  +  6 
oder 

^^-"m:äT2^- 

Wird  noch  gezogen  PF  parallel  zu  CN  bis  auf  die  Aß,  feri 
die  Tangente  TF  verlängert  bis  L  auf  CZV,  so  sind  die  Dreiec 
LNT  und  PFT  ähnlich  und  geben  die  Proportion  LN:]} 
=zPF:PT,   wo 


a  +  6+2c' 


^^^v:^.^     pp^j^f^^ ..,.,,, 


py-  lyy      7i?p_  («  +  &)  c        (a  --  6)  c       4fl6c  +  2flC^  +  2bc^ , 
^^^      iiri--    ^_^        a+6  +  2c*~(ii-6)(a+6+2c)  ' 
also: 

r  TV  (« +  <^) g _      2g>w     ,  4g6c+2ac^-f 26c^  y^^_  (fl  +  6)c/, 

^^*  a— 6   ■"a  +  6+2c*(a-6)(a+6+2c)  ""^^^  ^^"-2a6+ac+/ 

Endlich  aus  iVJ  und  LN  die  Gleichung  der  JLFT',  nämtich : 

_£.   ,  _y ,      1^,  (2a6  +  qc  +  6c)a?      {a^b)y  _ 

LiV'^'iVy-^   Oder         («^^j^^       +(a  +  6)c--*' 

oder 

(2o6  '\' ac  •{■  bc)  X  ^  (a — b)  my:=:(a  +  b)cm. 

Ebenso  gibt  die  höhere  Analysis  durch  Ableitung  aus  der  Ci 
vengleichung 

für  den  Berührungspunkt 
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F  (a 


2cm 


(a^b)c 


[+6  f2c' 


;  +  6  +  2c 


die  Tangetitenglelchung: 

nn  X,   y  die  laufenden  Coordmaten  und  :c,  7/  die  des  ßeruhruiifs^s- 
]>unktes  sind.     So  Ijekommen  wir  nämlich : 


a- 


+« ht 


)(2M-c> 


—  (?^*. 


MV- 


(a  —  h)  € 
1  +  b  +  2c 


5i«a. 


).2m' 


2em 
Sß—^c 


-h2c%i) 


-0, 


__2cw 


2nAj-flc  f  6c 


fl  +  &+2c'"    ei  +  A  +  2e 


+  (F- 


(ö  — 6)c  .     (a-6) 


a  +  6  +  Va  +  6  +  2c 


^0, 


(2(i6  h  dc  +  bc)  X  +  (rt — 6) m  F^ 


2  (2f7  6  +  gc  +  &c)  cm  +  (g  —  6)^cto 


f2a6  +  m;  +  6c)Z+  (a— 6)mF=  (fi  +  6)c^n, 

m  üben  durch  Synthesis. 

Ut  Ö  der  Treffpunkt  zwischen  TH  und  CNJ^  so  sind  C,  Z, 
Q  barmonische  Funkte  und  geben  die  Propartion: 

CQ:CL^NQ;LN,    oder  m  +  NQ.m-  LN ^  NQiLN, 


m 


m-^m^LNim-'LLN, 


.mifn^ 


(ö  -f  6 )  cm     ^(2ft(f— ac^bc)  m 


2ab  +  ffc  +  öe     2«ö  +  ac  +  Äc 


^,  als^  Nii= 


(a  -f  6)  cm 


2a6— dc— Äc 


^»kichung  der   T//Q  diese: 


-7^  + 


(qc  4-  6g—  2fT6)^      fa  —  6}^ 


NQ^  NT 


(n  +  b)  cm 


i^~-  +  7 


la-\-b)c 


^1, 


(ac  +  6c  —  2«Ä)  ^  +  (fl  —  6)  w^^  =  («  +  6)  cw?. 


Denken  wir  uns  in  Taf.  V.  Fiir.25.  aus  //  nach  CNJ  die  //t/ 


parallel  zu  AB^  so  folgt: 


HÜ:ON^€H:CO 


Hü 


(a— Ä)c 


-=i(a  +  6+2c)Sec4C; 


2ö6CosiC 


nuz^ 


(fl-6)(«  +  6  +  2c)c       («-6)c 


1  +  6 


iübCosHC 


^a+Ä— Sc"^^ 


^:v  =  iVF, 
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wenn  HVzu  CNJ  parallel  nach  ABT  gezogen  Ut   Dann  folgt  auch 

a—ö        a  +  ö— 2e  (a— 6)(a+6— 2c)  j 

und  HV  ist  gegeben  durch  die  Proportion: 

BViHO^CNxCO,  oder  HV.Cß^CO-mi~iCo^iC, 


oder 


„,^  SäÄCoslC      SaöfosiC  ^aÄCoRjC 

^r*—r—t ^ — 7^— =f/i: 


oder 

„^^      4aÄeCosiC  2aÄCosiC     „,^  2cm 

(fi+6)(«+A— 2c)  a  +  6  a  +  6— 2cr 

daraus  die  Tangentengleichung  im  Funkte  H\ 

.y  2cm         2«6— Qc — hc  (a—h)c     {a — b)  cm ^ 

^^""'Ic^a^'    2c— a  — 6""*'^*^^a  +  Ä— 2c^Vi+Ä— 2c~"' 

,       ,  ,        „   ,,          ,        ,              f2fli^ — ffc — 6c).2cm  +  (fl — 6)* cm 
(uc  +  Äc-2flß):r+(«-Ä)/«2^  =  ^— a  +  6-27 ' 

(öc  -f  6c — 2fl6)  .r  +  (a  —  Ä)  my  ^  (a  +  Ä)  cm ; 
wie  oben  durch  Synthesia. 


^xenriehtungeii  und  Axenlduffen. 

Sind  nach  Ohigeiu  nicht  nur  zwei  conjugirte  Üurchmesser  n 
Lage  und  Grösse,  soridcrn  sogar  zwei  Paare  solcher  leicht  gefi 
den,  so  ergeben  sich  nach  der  ]\1ethode  Ton  Chasles^  G  es  chic 
der  Geometrie,  Seite  42,,  Note  43  der  Uehersetzung  von' 
Sohucke,   leicht  Grci§.se  und  Richtung  der  Axen,    welche   Con* 
struction  am  einen  oder  andern  Paar  conjugirter  Durch mesiser  au«- 
geführt  werden  kann,    Vergleiche  noch  das  ebengenannte  Werk  von    \ 
Chasles  Seite  1586.,    Wo   vorausgeht  die  Entwickelung  derselben   f 
Constructton  t    Durch  den  Endpunkt  A  des  einen  der  beiden  con* 
jugirten  Halbmesser  zieht  man  eine  Gerade  senkrecht  gegen  den 
zweiten  Halbmesser  und  trägt  auf  dieser  Geraden  von  /l  aus  zwei 
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'te 


schnitte  auf,  jeden  gleich  dem  zweiten  Hallimesaer ;  die  End- 
Ulkte  B  und  C  dieser  beiden  Ab8cbnltte  verbindet  man  mit  dem 
littet  punkte  M  der  Curve  durch  die  Geraden  MH,  MC\  den 
Üpkel  BMC  und  eieinen  Nebenwinkel  hätfltet  man  durch  xwei 
pe  Gerade,  die  die  Riehtungen  IlSr  die  beiden  Axen  der  Curre 
H^ben«  Die  Summe  MB -{- MC  wird  der  grossen  Axe  und  die 
Kfferenz  MB  —  MC  der  kleinen  Axe  f^leich.  Eine  andere  Ent* 
kelung  dieser  Construction  stehe  im  „Problem  des  Mydorge" 
Gymnasiallehrer  BrändlU    SchafThausen  1860.   8.36. 


g.  12. 
Bnuptevi/ehniss  und  Schluss  unserer  Untersuchung, 

Erklärung.  Nach  Steiner  S,  157.  der  ^,Sy£itematiscben 
Fntwicklung  der  Abhängigkeit  geometrischer  Geatal* 
ten."  Berlin  1832.  heisst  ein  Kegelaehnitt  einem  Viereck  har- 
iiianisch  umschrieben,  wenn  er  der  Ort  eines  freien  Punktes 
ist,  der  die  festen  Ecken  des  Vierecks  in  einem  harmonischen 
Strablbüschel  projicirt 

k  Eben  so  beissen  die  festen  Ecken  des  Vierecks  in  Bezug  auf 
K  zuf^ehorigen  Kegelschnitt  vier  harmonische  Punkte ^  ohne 
■  einer  Geraden  zu  liegen. 

I  Ein  Kegelschnitt  betsst  einem  Viersett  harmonisch  ein- 
te schrieben,  wenn  die  vier  Seiten  der  Figur  als  feste  Taugen- 
kn  des  Kegelschnitt!^  jede  fiinfte    freie  Tangente  desselben  har- 

tnisch  schneiden.     Ebenso  beissien  die  vier  festen  Tangenten  in 
Zug    auf   den    zugehörigen    Kegelschnitt    vier    harmonische 
Tangenten,    ohne  einen  Strablhü^ehel  zu  bilden. 

IAos  diesen  Voraussetzungen  ergibt  sieh  noch  leicht  fiir  die 
harnionit«cben  Punkte,  wenn  man  den  fünften  freien  Carven- 
kt  mit  irgend  einem  jener  vier  zusammenfallen  und  Ihn  seine 
Eigene  Prnjection  sein  lässt,  so  dass  die  Tangente  in  demselben 
fepjectionsstrafit  ist.  Folgendes:  Die  Tan^rente  In  jedem  der  vier 
Htioni.schen  Punkte  Ist  zu  ffen  drei  Strahlen,  welche  er  mit  den 
Hl  iibrii?en  bestimmt,  der  vierte  harmonische  Strahl,  und  zwar 
Pkjenigen  Strahl  zugeordnet,  welcher  durch  den  dem  jedeama- 
%en  Punkte  zugeordneten  Punkt  gebt.  Ute  Tangenten  in  je  zwei 
xugeordneten  Punkten  und  die  Gerade  zivlscben  den  zwei  Gbrigen 
Punkten  gehen  durch  einen  Punkt.  Erfüllen  umgekehrt  vier  Punkte 
M  Kegelsch nltts  eine  der  zwei  Bedingungen,  so si nd  sie  harmonisch. 

Lässt   man    ebenso   den   Berifflrungspiinkt   der   fünften    freien 
gente  zusammen  fallen  mit  dem  Berührungspunkt  irgend  einer 
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der  vier  festen  harmonischer»  Tiingeritcii,  so  da«s  jene  fiinfte  Tan- 
gente ÄU  einem  Piuikt  zusamn*en.schvviTiflet,  der  zusammenOillt  rokl 
ihrem  Durehscbnittspunkt  tr,  s,  f.,  8o  i'ol^t:    Der  Berührungspuiilcl 
einer  j^de»   der   vier   festen   harmonischen   Ttinj^entei»  ist  zu  den 
drei  Punkten,    in    uelchen    sie   von  den   drei  ührigen  geschnitten 
wirdj   der  vierte  harmonisclie  Punkt,  und  zwar  deinjepigen  zuge- 
ordnet,   in  welchem  die  jedee^nialii^e  Tangente  von  der  ihr  zuge- 
ordneten geschnitten  wird.    Ferner:  die  Berühr une^ji punkte  je  zweier 
Zugeordneten   Tangenten    und    der    Üwrchschnittspnnkt    der   zwei 
{ihrigen  Tangenten  liegen  in  einer  Geraden,      Errüllen  umgekehrt 
vier  Tangenten   eines   Kegefschnitts   eine  der  zwei  Bedingungen, 
so    sind    sie    harmonisch.      Vier    Tangenten    eines    Kegelschnitts, 
deren  Üerührungspnnkte  harmonisch  ^ind,  beistehen  seihst  al^  har- 
monische.   Vier  harmonische  Tangenten  eines  Kegelschnitte  haben 
vier  harmonische  ßeriihrungspiinkte-    Alles  dieses  zeigen  die  Figu- 
ren 24.  u.  25.  aufTar.  V.  ganz  deutlich,  und  zwar  unter  der  hes^on« 
deren  Bedingung,  dass  in  den  harmonischen  8trahfbüscheln  A  und 
B  das  eine  Paar    zugeordneter  Strahlen   AF  und   AH,    BF  und 
Bfi  rechtwinklig  und    die  Winkel  des  andern  Paares   zugeordne- 
ter Strahlen  ACy  AB  und   BC,  BA  halften.    Ferner  sind  die  vier 
harmonischen  Punkte  ABFNiVw  Ecken  eines  Kreissehnenvierecks, 

Ist  nun  ABFH  cht  beliebiges,  einem  Kegelschnitt  einge- 
scbriehcnes  harmonisches  Viereck,  an  dessen  Ecken  Tangenten 
construirt,  auf  dieselben  und  die  Curvenpunkte  angewandt  der  Satz 
von  den  Entfernungen  zwischen  Curvenpunkten,  Tangentenpaaren 
«nd  Seiten  des  Vierecks  als  Berühr^ngssehnen ,  so  ergibt  sich  der 

Lehrsniz.  Ist  einem  Viereck  umschriehen  ein  harmonischer 
Kegelschnitt,  so  ist  das  Product  der  Entfernungen  eines  beliebi- 
gen Curvenpuiiktes  von  zwei  coordinirten  Seiten  gleich  dem  Pro- 
duct der  Entfernungen  desselben  Punktes  von  je  zwei  andera 
coordinirten  Seiten. 

Beweis  aus  Taf*  V.  Fig,  27.  durch  projectivjsche  Eigenscli 
ten:    E§  seien  a,  b,  c   drei   Punkte  eines  Kegelschnitts  und 
gelben  projicirt  aus  dem  vierten  Punkte  P  desselben  Kegelschnti 
kdurch  die  Strahlen  J,  B,  C\    aus  den»   fünften  Punkte  P^  dur^ 
[die  Strahlen    A\  ß\  C*   und  alle   diese   Elemente  als    fest  arig 
nommen,    hingegen    m   als  freier   sechster  Punkt  der  Curve, 
derselbe    eheji falls    projicirt    aus    denselben    Punkten   P  und 
durch  die  Strahlen  M  und  M' ,   so  gibt  die  projectivische  Eig« 
Schaft  der  Kegelschnitte  die  Proportion ; 

SinM,  M)  .  Sin(^,  C)  _^\n{A* ,  M') ,  Sin (A' ,  C) 


iim(B,M)*Stn(B,C) 


SUi(B\M')'tSl»{B\C')   "^^^^ 
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SmjA,  M)_  Si^(^^3/^)rSin(J,  C)ßm(A\  C^n 

S\u(ß,  M)*^^'  S\u{B* ,  JH'y 
fco  der  con stallte  (.'oenicient  X  gegeben  ist  ^liircli  die  iTleicIiung 
Sin  (.4.  C)Sin(A',  C) 


1  = 


Sm(B,C)'S\n{ii\  C')' 


Dieser  CoefTGcient  X  kann  den  Werth  ]  annehmen  unter  der  Be- 
niwsTiing,  cJass  Winke!  (A,  C)  =  Wmkd  {A' ,  C);  Winkel  (ß,  C) 
^Winkel  (B\  €')y  was  einen  Krei«  vorau8setzL  In  diesem  Falle 
hallen  wir: 


Sm(A,  M) 


^^^*'    MSm(B,  31)  -  ßr  Sin  {B\M') 


mler    -  :=  -    oder  pq=-ui^,    d,  I».   im    Krei^isehnenviererk    aPPJf 

ist  das  Prodtict  aus  Aqu  Kn t fern un gen  eines  Pcriphcnepuiikles 
von  zwei  eonrdinirten  ^Seiten  gleich  dem  Prodfjct  aus  den  Ent- 
ferniingen  desüellien  Pnnktes  von  je  zuei  r.ndern  eoc»rdinirten 
Seiten,    ^vie  schon  oben  in  §.  7.  gefniiden. 

Der  zweite  Fall,  wo  l  den  Werth  1  annimmt,  ist  die  Bedin- 

Sin(J,  C)  _  Sin  (A' ,  C)  _  S\n(A^D)  _  8in(^%  T) 
8in{/?',  C) 


gung 


da^s 


Sin{/?,  C) 
SlülA'.D)       Sm(A,  T,) 


S\n(B,D)  —  Sm{Br,  7^ 
wo  D  den  i^emeinschafllichen  Siralil 


-Sin(ß',/>)'^Sin(£?,  T,)' 
der  beiden  Büschel  P  nnd  P,,  und  T,  die  Tangente  in  P^  hin- 
gegen T  die  Tangente  in  P,  vnrftitellt  Diese  Bedtni^uns;  setzt 
Taraus  einen  dem  Viereck  aPP,b  unisehrieljenen  harnioniseben 
Kegelschnitt  und  führt  als  8chlussergebniss  den  oben  ansgespro- 
ebenen  Lehrsalz  berliei:  denn  die  liurmonische  Proportion  iiir  den 
freien  Curvenpunkt  m  und  seine  Projectionsstrahlen  jW,  M  nach 
P  Qttd  Pf  gibt  aus  Taf.  V,  Fig.  27.  nach   und  nach : 


Sin(J,  M) .  Sm(A\  M) 


: ]   oder 


JASinG'l.  M)  ^  M\Sm{A\  M') 


ßLStn(B,  ßJ) '  3r.Sm(B',M') 


=^i 


«Jer  ^  :  -  ^  1  oder  pn  —  uv ,  wie  zu  beweisen  war» 
V    q  ^' 

Ist  der  Coefiicient  JL  nicht  1,  sondern  ein  anderer  Werth,  so 
►Igt   auf  dieselbe   W'eise   der  allgenieine    Satz   New  ton' s    vom 
Dgeschriebenen  Viereck  des  Kegelschnitts  nach  §.  3.,  wie  er  hei 
'allen  Schriftstellern  über  neue  Geometrie  sieb  findet. 
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n. 


Crundzüge  der  Theorie  der  hyperbolischen  Functio- 
nen ynd   der   Anwendung    derselben   zur  Ausziehnng 
der  Wurzeln  und  zur  Auflüsung  der  Gleichungen. 


Vfin 

dem    Herausgeber* 


5. 1. 

Da  die  Wiclitigkeit  der  Theorie  der  hyperbolischen  Functbl 
neu  für  die   Analy?ris  «ich  immer  mehr  herauesiisteKlen,  mir  abe 
die   bisherige  Entwickelung  deraelben    und    namentlich   ihre  An 
Wendung  zur  AuHosting  der  Gleichungen   noch  in  mancher  Riick' 
sieht  einer  Vereinfachung  und  Verbesserung  llähig  zu  sein  schemt; 
ÄO  halte  ich  es  für  zneckniässig,  in  diesiem  Aufsätze,  ohne  irgend- 
wie auf  Vollständigkeit   Ansprach   machen  zu   wollen,  zu  zeigen, 
wie  Inach    meiner  Ansicht    dieser  Gegenstand    darzustellen    sein 
diTrfle  *}.     Bemerken  will   ich    für  jetzt  hier  nur,   dass  der   üm- 
standj  dass  die  hyperbolischen  Functionen,  —  wie  übrigens  nac 
der  Natur  derselben  von  vorn  herein  zu  erwarten  war  und  eigen 
lieh  sich  von  selbst  verstand  ^  eben  so  gut  wie  die  Logarithmen" 
zur  Ausziehung  der  Wurzeln  gebraucht  werden  können,  nicht  iio*, 
nier  mit  der  erforderlichen  Bestimmtheit  und  Deutlichkeit  hervor 
gehoben   wird;    und    riJcksichtlicb    der    Auflösung    der  cuhisebeii' 
Gleichungen   bin  ich   der  Meinung,  dass  ein  besonderer  Vortheil 
der  in  Rede  stehenden  Functionen   gerade  darin  liegt ^  dass  man 
bei  ihrer  Anwendung  die  car danische  Formel  ganz  entbehren  Icaniif 
eich  also  von  derselben  auch  mittelst  der  hyperbolischen  Functio- 
nen ganz  unabhängig  machen   muss.     Dies   wären   etwa   die  w« 


*)  Man   Yerglt    die  fichr  verdieitstlichcj]    Entwjckclongett    von    H« 
IHatzka  in  Thl.  XXXVII.  S,  SfJ'fl.    und  von  Herrn  Croniiii  in  den  mt 

ümufäht enden  SchrifCen, 


neäsi  Amtendungen. 
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Bfitlichsten  Momente^  denen  ich  bei  den  folgenden  EntwickeJun«^ 
en  TorzDgsweiae  einige   Beachtung  wiinschen  miichte. 


I 


§.2. 


Wenn  e  wie  gewiihnüch  die  Basfs  der  natÜTlichen  Logarith- 
len  und  fp  eine  beliebige  veränderltche  (irüf^se  bezeichnet;  so 
lelssen  die  beiden  Functionen 


2 


und 


e9 — e-f 
2~^ 


espective  der  b  yperboEiscbe  Cosinus  und   der  byperboH- 
|0lie  Sinns  von  q>,  und  werden  ibrch 


Cos  9?  ^ 


e.9  -}-  ^-9" 


Sinqp: 


e9  —  C--SP 


leateichnet,    indem    man   sieb  zur   Unterscheidung  von  dem  cykli- 

Een   Cosinus    und   Sirms  cnsqp   und    «1119    bei    der  Bezeichnung 
hyperbolischen   C*jj?inus   iincl    Sinus   grosf^er   Anfangsbuchsta- 
I  bedient 

Bekanntlich  können,  indem  wir  für  jetzt  hier  nur  reelle  Werthe 
ron  tp  betrachten  wollen,  fiir  jedes  reelle  gi  die  Functionen  e^ 
jnd  e-^  in  die  convergirenden  unendlichen  Reihen; 


-.  =  i-^+f,-- 


<p« 


(p4- 


1  ^L2      I/i.3^I....4       ■  • 

»olwickelt  werden,  woraus  siel)  mit  Bezug  auf  1)  uoinittelhar  die 
kiden  folgenden  allgemein  gültigen  Gleichungen  ergeben: 


-i) . 


ms  denen  man  sogleich  erkennt^  dass  Cos(p  ^teH  positiv  ist, 
md,  wenn  q?  von  —od  bis  +od  wächst,  von  -|- od  bis  1  abnimmt 
lud  von  l  bis  -f  oc  wächst;  dagegen  iet  Sinqo  negativ  oder  po«i- 
iv,  jenachdem  93  negativ  oder  positiv  ist.  und  wliehgt  von  — 00 
llft  +0C,  wenn  <p  von  — oc  bis  +oc  wächst  E&  kann  also  Cos^ 
m%%  positive  Werthe  annehmen^  die  nicht  kleiner  als  die  Einlieit 
lind;  dagegen  kann  Sin 93  jeden  beliebigen  nep;ativen  oder  positiven 

Iheil  XXXVlll  4 
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Wertii  aniieini«n,  welche  Eigenscbafien  der  byperboli sehen  4 
eus  und  Sinus  man  bei  der  Anwendung  dieser  Functionenj 
zu  beacbteti  ^r^^  | 

So  wie  iD  der  Theorie  der  KreisfuDctiotien  bildet  man 
den  hyperbolieichen  Cosinussen  und  Sinussen  neue  byperboli 
Functionen  nach  den  Formeln: 

Sin^  Coe^ 

u,  6.  w.,  wa^  hier  naturlich  oicbt  weiter  erläutert  zu  werden  bri 


§3. 
.\u«  den  beid#n  Fnndamentalfarmeln 

Coe<)P== 2 '      4*in9J=^ ^- 

lasgen  sich  ieicht  eine  Menge  von  Relationen  zwischen  di 
Functionen  ableiten,  von  denen  wir  jedoch  nur  einige  der  « 
tigsten  entwickeln  wollen. 

Weil 

Cos(— 9?)= 2"''^      '^^ — ' 

c..    ,       V       0^-9  —  ^9?          ef  —  e-^ 
fcnn(— qp)  =  -    \^   ■    — ^ 

ist;  so  Ist: 

3)  .    .    .    .  Cos (—  <p)  =  Cos  gp ,     Sin  ( —  ^)  =  —  Sin  qp 

Ferner  ist  nach  den  Grundformeln: 


Cos 

Sin 


alsoi 

4)  . 
und 


.      ,       ^ef—e-9Y      e^  +  e-^  —  i  J 

.    .  Cosgj«— Sin9«=l 


Mglicb,  weil 


kU 


neb9i  Mmenduuffen, 


m. 


5) CöS9)«  +  Siii^«:=:^Coß2(p. 

Aas  der  Gletebung  4}  folgt: 

,    .   Xos9=  VSingj^+ 1,     Sin g^  =  ± V^^s^*^ 

mdem  man  das  obere  oder   untere    Zeichen  ninunt,  jienaelKi^m  ^ 

itiv  oder  negativ  ist. 
Weil 


Cos 9 Sin 9?= ^ — •         2 — ~  ~  4 


Sin  2^  = 


e%  -^  e-«f 


ist,  so  ist: 

7) ,  2CosqpSiTi(p  ^  Sin2g5. 

Ferner  ist  nach  dkn  imindl<»rni4U»: 

Cos(qp  +  i|;)  = 2""""^  " ^T^""^ — 


"^  4 


_ey+c-y    ctf#^.ß-»(/        e^j  —  e-y    ^i|*^^-V> 
2"'~~2         +         2        '        2        ' 


Sin  {vp  ^'p)-=. 


ey +i|> — e~(y+^)       2ey  •  et — 2c-f  •  e-t 


2  -  4 

_  (ey  ^e-y)g^  +  (cy  4-  e^y]^'^  +  (e»  —  e-y)e-^— (c^  +  e-^j^^^ 

4i 
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aUo: 


8) 


Cos  (qj  +  ip)  ^  Cos  <p  Cos  i(/  +  iSin  ^  Sin  i|' , 
Sin(qp  +i|^)  ^  Sin  9  Cos  ^  +  CoeqpSim^« 


Setzt  man   in  diesen  Farmein  — i^  für  i/;,  so  wird: 
Cos  (9  ^  1//)  :=  Cos  9  Cos  (—  t^)  +  Sin  (jp  Sin  (—  ifO , 
Sin  {tp — '^)  —  Sin  <p  Cos  (-^  i^)  +  Cos  <p  Sin  (—  i/;) ; 

alao  naeh  3): 


ö) 


(  Cos  (gj  — ^t|;)  ^  Cos  q?  Cos  if^ — Sin  g»  Sin  ifj , 
(  Sin  (^  — 1|;)  ^  Sin  qp  Cos  ^  —  Cos g?  Sini/^ ; 


folglieh  nach  8)  und  9) 

lü) .  .  .  I 


Cos  (gj  J:  ipf)  s=  Cos  gj  Cos  t^  +  Si  n  g?  Sin  t^ , 
Sin (gj  +  if/)  ^  Sin  gj  Cos tf^ i  Cos ip Sin i^* 


Hiernach  ist : 

Cos  4{g(  + 1(;)  +  Cos  4(g?  —  ifi)  =  2  Cos  igj  Cos  Jv>  * 
Cosi(g>  + 1|;) — CosKg?  —  i^)  =  2Sin  igj  Sin  iif;, 
Sini(g?+i(/)  +  Sini{g?  — T^)  —  2  Sin  ig?  Cos  4i(/, 
Sin4(gj  +  if;)— SinK^  — i|;)=:2CosigjSin4if;; 

alsO}  wenn  man  füi- 

9^    ^»    qp  +  T^»    g3^i(/ 
respeetive 

g?  +  if/,     g?  — t,     2gj,     2i|; 


setzt: 


11) 


Cos  g?  +  Cos  i|;  =  2  Cos  i(g>  4  ^)  Cos  |(g> — i(f) , 

Cos  9?  —  Co»  if'  ^  2  Sin  i(g3  +  if/)  Sin  4(gj — ^) , 

Sin  g?  +  Sin  if/  :=  2  Sin  J  (gj  +  ^)  Cos  i(g> — ^  i^) , 

Sin  g»  —  Sinif;  =  2Cos4(g?  + 1)  Sini(gj— t). 

Nach  10),  5),  7),  4)  ist: 


ne&Bt  Anwendungen, 

CoöSg?  —  Cos  (2(p  +  9?) 

—  Co8  29Co8ip  +  Sin2(pSm  qp 

—  (Cofi^«+ Sin  g?a)Cos  g?  +  2Sin  9>»CoS4p 
=  (2  Cos  ^a  —  1)  Co8  9  +  2(Cos  9«  —  1)  Cos  ^ 
=  4Cosqo* — S€os^, 

Sb  3qp  —  Sin  (2gp  +  <p) 

=  Sin  2g7  Cos  ^  -|-  Cos  2^  iSin  tp 
^  2  Sin  g»  Cos  g?^  +  (Cos 9*  +  Sin  qp*)  Sin  9 
^2Siii9(Sin9»  +  l)  +  (2Sin9)«  +  l)Sing? 
=  4Sinqp^-f  3Sinqp; 
ao  daas  man  also  die  beiden  folgenden  Gleichungen  hat: 
r  Cos^»— IC0S9?  — iCosa(??  =  0, 
l    Sin^»  +  |Singj--iSinag?=0; 


53 


und  iveim  man  itp  Hir  (p  setzt 


\  Sin  ig?^  +  f  Sin  \<p  —  J  Sin  ^p  =  0, 


Die  aus  dem  Obigen  bekannte  Formel 

Cos  2g>  =  Cos  9''  +  Sin  ^« 
hnn  man  nach  4)  auch  auf  folgende  Art  darstellen: 

Cos2g>  =  2Cos  g?«—  1  =  2  Sin  ^*  +  l , 
Voraas  sieb«  wenn  man  \^  für  9?  setzte  die  AusdrCicke 
Cos  gj  ==  *2  Cosi^a—  I  =  2  Sin  ig?»  f  1 ; 


14) 


„      i  4/~Co99  +  l  4rCo8gj  — 1 


Itfgeben,   das  obere   oder   untere  Zeichen   s^enommen^  jenachdem 
|f  positiv  oder  negativ  ist. 

Man  sieht  leicht  ein,  dass  man  diese  Theorie  ganz  eben  so 
NnTchfübren  kann»  wie  die  TheoTie  der  Kreis rmictlonen,  was  noch 
Wfiiter  zu  entwickeln,  unnütze  Weitläyßgkeit  sein  würde,     Haupt- 
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fiächlicti  siod  aber  der  späteren  A  tilgen  du  rt  gen  wef^en  uns  noch 
einige  Formeln  iiüthig,  die  wir  im  folgenden  Paragraphen  ent- 
wickeJn  vrotleo. 


5.4. 

Diircli  Mnitiplicatton  erhaU  man; 

(Cosqp  +  Sin  9)  (Cos  ^i  +  Sin  qp^) 
^  fCosgiCosgpi  +  Sin  g) Sin  9|) 4: (Sing? Cos  1^1  -^  CoB<pSm  gc^i), 
also  nach  10): 

18) 
(Cos 9+  SJn tp)  (Cos  tpi  JbSin  tpi)  =  C00 (igp  +  tpi )  ± Sin (q:»  -|*  qPi) , 

und  durch  successive  Anwendung   dieser  Gleichung  ergiebt  sich 
sogleich; 

16) 

(CoS9±Sin^)(Coi5tjp4±Sin^j)(Cosg)a±S'niPa)'-'(*^*«'Pn--Ji^"'"^ 
==  Cos  (9+9)1  + 92  +  . ,..  +  *5Pn_0±Sin{g;  +  g?i  +  q[?Ä  +  *...H-9Jn^i). 
Setzt  man  bierin  J 

SP^IPi  ~9ft  — ••••==  9«-i* 

so  @rgiebt  sieb,  unter  der  Voraussetzung^  da^s  n  eine    positWe 
ganze  Zahl  ist: 

17) (CosgjitSinqp)«  ^  Cosn^  +  Sinß^. 

Nun  istj  wenn  auch  fernerbin  n  eine  positive   ganze  Zahl 
zeichnet : 

(Cos  9  +Sin  9)-»  =  TTT ri^  ^^\k 

V        ^_L        y/  (Cos  9 +  010  9)» 

(Coa  9  +  Sin  9)» 


■  (Cos  9  +  Sin  9)"(Cos  9  +  Sin  qp)« 
:  (Cos  9  +  Sin  9)** , 


weil 


(CoS9±Sin9)(Cos9  +  Sin9)  =:=  Cos  9*— Sin  9^  -  I 

ist.     Nach  17)  ist: 

(Cos  9  +  ISin  ^Y  ^  Cfts  119  +  Sin  nq> . 
also : 


neäsi  Anwendungen. 
(Cos  9  J:  SiB  gj)— ^  =:  Co9 3199  7 
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SlD 


nqp, 


tmd  folg  lieb,  weil 


Cos  M^  ^  Cos  ( — «9) ,    SiD  319  :=  —  Sin  ( —  nqf) 


ist; 


18) .   .    .  (Cos  91  +  Sin  g>)-»  =  Cos  {—ntp)±  Sb  (—  n^»). 

Nach   17)  und  18)    ist  also   für  j,edes  positiTe  oder  negative 

'  ganze  n  \ 


(Cos  9?  +  Sin  qp)*  ^  ClOkttqcr  ±  Sin  nqp. 


Bezeichnen  oun  m    uod    n  beliebige   posilive  oder   negati 
ganze  Zahlen,  so  ist  hieroach; 


ive 


t 


(Cos-9J±Sin"g))" 

s=  Co»«  -  9>  -tSm  fi  —  ^  ==  Cos  mg»  ± Sin  mtp  » 

und  fotglichj  weil 

CosfUfp  ±  Sin  mq>  ^=  (Cos  g3  +  Sin  tpY" 

iQ)   .    .    .    (Co8"gj±Sin^^)"  =  (Coaqp±Singi)™. 
Also  ist,  wenn  n  eine  positive  ganze  Zahl  bezeichnet, 

tCos^^lSin'^g? 
eiu  Werth  der  Titen  Wurstel  aus  der  Grosse 
\  (Cosqp  +  Sin^)'» 

0(1 


oder  ein  Werth  der  GrOsse 

ff  fl 

V^(Cos9±Sin(p)™     oder     (Cosqp  j^Singj)' 

Cos(p*  — Singjä—  1 

Sing?«  =  Cos  qp«—l. 


Weil 

öder 

Qiid  daher  immer 


5Ö  Grunert:    Theorie  der  /tifperöoUschen  Funciionen 

Sin  qp*  <  Cos  tp^ 


ist;  so  ist  die  Grüsse 


4 


Cos  9?  +  Sin  ^, 


deren  erster   Theil   stets  positiv  ist,  immer  positiv«  was  eb 
natürlich  auch  von  der  Grösse 

^     m      ,  „,  m 
Los—  05+  öin—  w 
fi  ^  "        n  ^ 

giitj  so  dass   also  nach   dem  Obigen   diese  Grosse  jederlei 
positiven  Werth  darsteiltj  welchen  die  Wurzel  ^| 

V(Cosg)  iSin^)*»     oder    (Cos  9  + Sin  qp)* 

immer  hat 

Man  wird  in  diesen  Formeln  sogleich  die  Analogie  m 
entsprechenden  Moivre'scben  Formeln  von  den  Kreisfunc 
erkennen. 

§.8. 

Jetzt  lässt  sich  schon  zeigen,  wie  man  sieh  der  bypi 
sehen  Functionen  zur  Auszlehuog  der  Wurzeln  aller  Gra< 
dienen  kann.  Zu  dem  Ende  sei  ü  eine  beliebige  positiv 
Null  verschiedene  Zabl.     Da 


also 


und  folglich 


ist,  so  ist 


(a-l)«^0, 


«"  —  20+1^0 


n»  +  l  ^  '2o 


2o     > 


1. 


und  man  kann  folglich 
21) 


Cos  9: 


'    2a 


neM  Anftemhwgen^ 


w 


jizen^  wo  9   positiv    und  negativ  genoinineii  u'erdeit  kann.     Nun 
aber,  wie  man  sogleich  übersieht: 


CA^')"-("^)'='^ 


Bo   kann  man«   vermöge    der  deiebung   4),  urifl  neit  der  hyper- 
»Jische  Sinus  jedeu  Werth  von  —  ac  bi^    f  oc  aiinebinen  kann, 


22) 


Smqp  — '  g^ 


ietzeo,  wo  cp  immer  gleicbes  Vorzeichen  mit  dem  Bruche  auf  der 
rechten  Seite  des  iTleichheitszetchens  haben  rnuRK.  Daher  kann 
man   tp  immer  so  bestimmen,  dass  den  beiden  Gleichungen: 


23) 


Mgleicb  genügt  wird.    Offenbar  ist  aber 


a  =  Cosgj  -f-Sing) , 

vlglicb,  wenn  wir  immer  nur  die  positivei)   Werthe  der  Wurzeln 
i^H  Auge  fa^äen : 

m  m 

a«  =  (Cos  9?  +  Sin qo)" ; 
iso  nach  dem  vorhergehenden  Paragraphen; 


24) 


-        „      m         „,    m 
fl*"  =  1/09— q? -f  Sm  —  Gp, 


kach  welchen  Formeln  sieh  also  jede  Wurzel  durch  hyperboiieche 
IFundionen  berechnen  läsöt* 

Zar   ßereebonng   der  Grtisse   tp   hat  man   nach    23)  auch  die 

■folgende  Formel ; 


25) 


Tani»9  — 


Nach  14)  ist; 


Coß<3P  +  l 


Sin  4^*  = 


Cos  gj  —  1 


äUo  nach  23); 
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Cosi7> 


4a 


«ni,.=  il^' 


und  folgJIcii: 


2«) Cosi^  =  |^^ 


tdenn  dass  man  nicht 


satzeiL    darf,    erhellet  sowohl  uiiinittelbar  mm  dem 
aucli  daraus y  weil  unter  dieser  Voraussetzung 


a*— 1 


2a 


also  nach  23) 

2Sin  J(p  Cos  493  :=— Sin  gp 

sein  würde»  da  doch  nach  7)  hekanntlich 

2  8m  i  gp  Cosig^  =  Sin  9> 


ist.     Aus  26)  folgt  endlich   noch   die  zur   Berechnung  von 
bequeme  Formel: 

27) Tangi9  =  ^l- 

Da  man  mittelst  der  byperholiBchen  Functionen  Würze 
Grade  ausziehen  kann^  so  kann  man  dieselliefi  natflrlich  ai 
der  AufLusung  der  quadratischen  Gleichungen  benutzen,  w 
nicht  weiter  erläutert  zu  werdeu  braucht 


§.6. 


\ 


Der    AuHrisung   der  cublschen   Gleichungen,  welche  1 

auf  die  Form  ^ 

ar»  +  öar  +  ft  =  0  f 

gebracht  denken,    was   bekanntlich  Immer  möglich  ist,  lie| 
beiden  aus  der  Theorie  der  Kreisrunctlonen  bekannten  Gleid 

cos  i^j»  —  jcofii^ — ^  cos  ^  =  0, 
sin  \tp^  —  I  sin  19  +  i  sin  qp  ^  0 


H€&sl  Ameendu/tgetL 


'M 


mus  13)   bekaimteEi  GbiclHJii^eo  zvfischen  den  hyperbo* 
liscben  F^otHianeuz 

zu  Grande,  ludern  wir  aber  dieseti  tiieicliuiigeii  noch  eioen  be- 
liebigen Factor  oder  Divlsar  r  beifugeUj  woilen  ivir  sie  unter  den 
Fonoen: 

4r^ '      r 


=  0» 


r     /  ~^ 


0 


betrachten. 

Wenn   man  die  Gleichung 

üt  der  Gleichung 

~rV  ^S^'      r  Sä"-" 

hrglek-ht,  sn  erhäit  man  die  Gieichuugen: 


■=±*\^4 


CQS^  :=  —  4Äf*, 


nlamit  r   reell  sei,  mus^   a  negativ   sein,    und    damit  niTttcIst  der 
Uw'sStfTt  "(^leirhiing  fp  heslniimt  werden  kann,  musm 


''iIno: 


l6Ä»r«:^l.    166«.i(-'^)»:^Ii 


274«=: 


4a»  < 


m 


Grünet  t:    Theorie  der  hyperbotUcken  FuncUonm 


seilt.     Ist  nun   oi  der«   der    Gleichung    cos^^^^^r^  genügende 
Werth  von  9,  welcher  zwischen  ü  und  7t  liegt;  so  sind,  weil 


ist,  überhaupt 


cos  gp  ^  cos  (9?  T  -^) 


03,     £0— 2ji;,     ai-f2n; 


drei   der   m   Hede   stehenden   Cjeichang  gen%eDde   Werthe   von 
qp,  und  es  ist: 


also: 


+  !2n:<fli  +  2w<+3ff; 


OB  —  2jp 


+  N< 


<  +  ^, 


In  Fig.  1,  sind  daher  die  mit  A^  A^^  A^  hezelchneten  Intervall^ 
diejenigen,  m  denen  sich  rei^pective  die  Bogen 

3'  3      '     ^3~ 

endigen,  woraus  auf  der  Stelle  erhellet,  dass  im  Allgemeinen 


cos  1^  j     coe 


cos- 


säoimtlich  unter  einander  ungleich  gind ;  also  sind 

COSiCi)           cos  K©— 231?)           C0Si((ö+2Ä) 
*  — f       '^^ ^^—^ 

T  r  r 

drei  im  Ali£?emeinen  ungleiche  reelle  Wurzeln  der  Gleichung 

Diese   Auflösung   gilt  also   nach    dem    Ohigen  unter  den  ki' 
genden  Bediugunüren ; 

a  negativ,     -  4^  <;  1- 


Wenn  man  ferner  die  Gleichung 

mit  der  Gleichung 

(sini9>V      3     sini^!      sinqp 

Vergleicht,  so  erhält  man  die  Gleichungen i 

ri  sinqp  sin  ig? 

«--4-a.   *-^;r'  ^--^' 
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also: 


'  =^  dt  iV i     sin qp  :=  46r*. 


lamit   r  reell   sei,  muss  a  negativ   sein,   und  damit  mitteUt  der 
zweiten  Gleichung  (p  bestimmt  werden  kann,  muss 


166%«-:  1,    16Ä«  Ji  {-  -)^  T ! ; 


also 


2W  — 
"4a«  < 


1 


sein.     Ist  nun  m  der,  der  Gleichung  sincjp  =  4Är'  genugende  Werth 
roD  g>,  welcher  zwischen   —\ii  und   +  i?r  liegt;  so  sind,  w^eil 


il,  überhaupt 


sin  ip  ^  «in  {tp  -|-  ""In) 


cö,     (D — 2«,     (a  +  23f 


irei  der  ia  Rede  stehenden  Gleichung  genügende  Werth e  von  fp, 
und  es  ist: 


—  i?s<^<  +  i?t. 


+  J^< 


Q>  +  27F 


<+;^. 


m 
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In  Flg.  2.  sind  daher  die  mit  A,  Ai^  A%  bctelclmeten   Int« 
diejenigen,  in  denen  eich  reepective  die  Bogen 

endigen,  woraus  auf  dei  S feite  erhellet,  dtsc^  im  AUgemeineD  | 


am  TL 


,    m—%n 


V     ^'""^ 


8in^- 


säntmtlich  unter  einander  ungleich  sind;  also  sind 
%m\m       Bm\{m  —  ''ln)       8in4(cQ  +  2?t) 

drei  ina  Atigemeinen  ungleiche  reelle  Wurzeln  der  Gleichung 

Diese  Au iiüsun|^  gilt  also  wiederum  snter  den  folgenden  ß< 

dingun^en: 


276=^  =  , 
a   nei^ativ,    —  ^^  ^1; 


I 


und  wir  haben  daher  jetzt  für  diesen  Fall  zwei  Aiit  lösutigen. 

Nur  an  den  äuasersteu  Cränzen  der  Intervalle  kOnnen  ii 
gewissen  ganz  s^eciellen  Fällen  zwei  der  drei  Wurzeln  mit  ein 
linder  zusanimeitfallen ;  eine  besondere  Betrachtung  dieser  Fäüj 
halten  wir  aber  hier  nicht  für  nüthig. 

Vergleichen  wir  die  Gleich  uiig 

mit  der  Gleichung 

^Cosi^pV      ^    Cos  Ig?      Cos<3p_ 
Ct^ )  ~4r«"      r       '"4P"  ""' 

«o  erhalten  wir: 

Cos  \tp  ^ 


(- 


3        . Cos  ip 


also: 


Üamit  r   reell   sei^   muss    a  negativ   sein;  da    bekanntlich  Cij 


fU^8i  Anwenäungen. 


m 


stets   positiv   und    nicht  kleiner  aU  die  Einheit  ist,  eo  niuss  maM 
in  der  Formel 


■=±»V"-^ 


das  obere  oder  untere  Zeichen  iichmeu,  jeDachdem  b  negativ 
oder  positiv  ist.  Ei»  niuas  ahef;,  wenn  sich  tp  mitteUt  der  zwei- 
ten Gleichung  bestimmen  lassen  soll. 


also 


i6^v:;:i,    m^g^H^)»^!: 


2W— 
■  4a»  >  ' 


sein.     Setzen  nir  unter  diesen  Voraussetzungen 

Cosifl^ 

M=  —   j 

r 
so  ist 


and  folglich 


x^  +  aar  H"  6  =  j;^  —  w*  +  a{x — u) 

^  (a:  —  tt)  (^®  +  ito--  +  w'  +  o) , 

woraus  sich   zur    Bestimmung  der    beiden    anderen  Wurzeln  der 
gegebenen  Gleicliung  die  Gleichung 

erglebt,  durch   deren   Äuftrisung  in    Bezug  auf  ;r   als   uubelcannte 
Grosse  man 


:c^— 4w.J:\^— (a  +  >*) 


erhält.     Nun  ist  aber 


folgiieb,  weil 
Ist: 

aod  folgifch 


<!  +  ;««==-- |^j(l^Casi(pi»). 


Gosi^'^8ini9^  ^  1 


o  +  jM«  =  ^-,SinJ9J«, 


(^  Grtftiert:    Theorie  der  hypeTbollschmi  Futict(onen 

'^-  It     ±     2r    ^-"*- 

Bezeichneii  wir  also  ftie  drei  Wurzelii  unt^ierer  Gleichung  durch  u, 
D,  w^  so  sind  die§e]beTi  i 

Cos-lqp 


Cosiqp      Sinlqp^— = 


oder: 


2r 

Cos  ig?      Sini^p^^s 


2r 

osi 
'2r 


«=^     -Cosi^, 


w  =  —  2^(Cosi9  +  Sioi(^V^— 3). 

Diese   AufKiJ^üDg  gilt   also   nach   dem   Ohiget»    unter   den   rot- 
tende ti  Bedini^riitigen : 

a   negativ,    — j~^  s.  J- 
4a    ^ 

Vergleichen  wir  die  Glekhung 

mit  der  Gleichung 

^SinjqpX^        3      Siniqp      Sing? 


/Sin^y 


4r« 


4r> 


=  0, 


so  erhalten  wir: 


3        ,  Sing)  Sinjgj^ 


4r3  T 


also 


=  ±iY  ^j     Singi  —--Ahr^. 


Damit  r  reell  sei,  muss  a  jiositiv  sein;  g?  lässt  sich  aber  immer 
bestimmen,  weil  Sing)  alle  Werthe  von  —  oo  hh  +  od  anneh^ 
men  kann.     Also  gilt  diese  Auflösung  immer,  wenn  a  positiv  U 


•  neösi  Anwenäunffen.  65 

Bezeichnen  wir    die  auf  diese  Weise   bestimmte  reelle  Wurzel 
darcfa  U9  und  setzen  also 

^  Sinto  ' 

r 

Bo  werden  auf  ganz   ähnliche  Art  wie   im  vorhergehenden  Falle 
die  beiden  anderen  Wurzeln  mittelst  der  Formel 

erhalten.    Nun  ist  aber 


also,  weil 

i     ist: 

i 
I 

und  folglich: 


«+l«*  =  ^(l  +  SiDi<p«), 


Cosiy«— Sin|g)«=l 


«  +  4M*  =  |3Cosi<p«, 


Sinjy     Cosjy^-^ 


Bezeichnen   wir  also  die  drei  Wurzeln  unserer  Gleichung  durch 
u,  Vf  w;  so  ist: 


Sini® 


''=^ — 2r'  +  ~2r"^-^' 

Smhp     Coajy  ^/— -5 


oder: 


c  = — 2j;(Sin  ig)  ^ Cosiy  V^) , 

«?  =  — 2ii(Sinig)  +  Cosig)V*^). 

I  Diese  Auflösung  gilt  also  nach  dem  Obigen  allgemein  unter 

I    der  Bedingung: 

1  a  positiv. 

Th«il  XXXVin.  6 
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Für  die  Gleichung 

a:'  +  €iar  +  6  —  0 

haben  wir  nun  hiernach   voilständige  Auflosangen  Tut  die  fal^ 

den  Fälle  gefunden: 

I.   .......   a  oegativ,    — 1^<*: 

H ö  negativ,    —4^^  1; 

111 a   positiv. 

Dass  hieitiit  alLe  möglichen  Fälle  rolLständtg  emchtipft  si 
ist  klar,  und  unsere  euhische  Gleichung  ist  daher  jetzt  alfgem 
aufgelöst. 

Die  Werf  he  von  r  in  die  im  Vorhergehenden  eritwickel 
Formeln  wirklich  einzuführen,  halten  wir  nicht  für  nüthig,  n 
sind  aeihst  der  Meinung,  dass  dadurch  die  Einfacheit  nicht  ] 
wlnnen  würde.  Auf  jeden  Fall  scheint  uns  die  obige  EntwickeJi 
der  Natur  der  Sache  am  Meisten  zu  ent.sprechen,  und  das  geg< 
seifige  Verhaltniss  der  cyctlschen  und  hyperbolischen  Functioj 
am  Deutlichsten  in 's  Licht  zu  setzen« 


§.7. 

Wir  wollen  jetzt  zeigen,  wie  die  hyperbolischen  Functioi 
mit  der  Quadratur  der  gleichzeitigen  Hyperbel  znsamnienhäng 
In  Fig. 3»  ist  in  gewuhnlicher  Weise,  was  einer  ausführliche 
Erläuterung  hier  nicht  bedürfen  wird,  eine  Hyperbel  zwisel 
ihren  Asymptoten  dargestellt ^  deren  beide  Halbaxen  wir  du 
a  und  b  bezeichnen.     Wir  setzen  r 


CQ^u,    PQ  =  f?    undCe'^^ar,     PQ*  ^y. 


\ 


Verlängern  wir  PQ  bis  zur  Asymptote  in  R*  und  ziehen  du 
P  eine  die  Asymptote  in  ß"  schneidende  Parallele  mit  der  Hai 
axe;  so  erhellet  sehr  leicht,  dass  in  dem  rechtwinkligen  Dreie 
EfPRf'  die  Linien  PQ\  QR\  Q'R"  einander  gleich  sind,  ah 

ist.  Fällt  man  nun  noch  von  R"  auf  die  Heuptaxe  ein  Perp 
dikel,  so  überzeugt  man  sich  auf  der  »Stelle  von  der  Richtig) 
der  beiden  Proportionen: 


ne^9i  AmpefUhmgen.  07 


enen 


a(ar+y)        ^^  6(ar— y) 
emnach 


Durch  MultiplicatioD  ergiebt  sich  bieraas  unmittelbar: 
ch,  weil  Dach  der  Natur  der  Hyperbel 


^y  =  — j — 

Beaeichnen  wir  oun  den  Inhalt  des  Flächenstücks  AB'PQ' 
ib  F»  so  ist,  wenn  a  den  Asymptoten -Winkel  bedeutet»  nach 
Lehren  der  Integralrechnung: 


'  =  sin  a  /  ydx  > 


F  = 

Slichy  weil  nach  dem  Vorhergehenden' 


6» 


88 


ist: 


Grüner  t:    Theorie  der  hppertoUscften  Functionen 

a«  +  6« 
^  42: 


Fz= 


(0*'fÄ')ßiD«  /*'  8j? 


also»  wie  man  sogleich  übersieht: 


-  4  Vci»  +  6* 

Weil,  wenn  wir  CP  scieheiii 

A  CPiy  =  4^^  sin  u  —  — g —  8in  «> 


alfto 


4CPQ'  =  AC^Ä' 


ist;  so  ist  der  hyperbolische  Sector  CAPj  dessen  FlacfaeDinbf 
wir  von  jetzt  an  durch  ^  bezeichnen  wollen»  offenbar  dem  Fläche 
stücke  Aß^PQ*  gleich,  und  daher  nach  dem  Vorhergahendetij_ 

^_(g^+d^)eing,       2^ 


oder,  weil  nach  dem  Obigen 

2^ 


;  +  : 


Ist; 


S  = 


Weil 


also 


(M)(j-o=a)"-(0"='. 


bt;  so  ist  auch 


5—  cg^+^^gt"<^^A  py 

4  \a     i/' 
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Dnrch  Addition  der  beiden  vorsteheDden  Aiuidracke  von  S 
erhält  man  auch:  ' 

o      (a«+6«)sina,a^6 

Ä  ^ 5 i 

ö  ^     £ 

oder: 

o_  (a*  +  ft*)6ing-fttt-t-<w 
.""  8  bu — oü' 

Für  die  gleichseitige  Hyperbel  ist  a=sb,  «  =  90®;  also  nach 
dem  Obigen: 

Dod: 


«*—    v2  *    ^—  V2 


u  +  v         _tf  —  p 


Femer  ist  in  diesem  Falle: 

oder  auch: 

Filr  a  =  l  ist: 

S  =  4/(u  +  t))=-.i/(ii-r)  =  i/^; 

also : 

25  =  l(u  +  ü)  =  — /(tt  - 1)), 

nnd  folglich : 

Cos25  = 2 ^ 2 * 

5^in  iÄ  = 7^ = 2 » 

woraus  man,  weil 

ist,  sogleich 
erhält. 


^H^^       70            erutiert:    Theorie  der  hpperboliichen  FuncUonen       J 

^^^H             Weil  nach  dem  Obigea                                                 <^H 

^^m           ist,  so                                                                              ^H 

^H                                             -25  =  J:  /{Cos  25±  SiD  2S) ,                  ^M 

^H             und  folglich,  wenn  man  S  für  2.$  schreibt:                        ^| 

^^^                                        S=±liCosS±SmS).                    ^M 

^^H                      14)                                                                     ^M 

^ß                     CosÄ^V*'"''^*"'''     SinÄ_V^^^¥=^ 

^^m             also  nach  dem  Vorhergehenden:                                            ^4 

^L               coss^yf^f.  sias^yf""-'.     M 

^^^^P              Bezeichnet  man  in  eitien   mit  dem  Halbmesser   a  beschn 

^^m  nen  Kreise  (Fig.  4.)  den  Inhalt  des  dem  Bogen  AB  enteprel 
^^m             den  Sectors  durch  S;  so  ist  bekanntlich  t                                j 

^^^                                      S=^ia^,AB,     2S  =  a^.ÄBi             ^^J 

^^^t             und  falglich  fiir  a  —  1 :                                                           ^H 

^^^                                                     ^S  =  Äß,                                 ^ 

^^^^^        Bezeichnet  man  nun   die   Goordlnaten   des   Punktes   ß  in  B 
^^H              auf  ein  rechtwinkliges  Coordinatensysteni ,   in  welchem  der 
^H              tive  Theil   der   ersten   Axe   von  dem   Mittelpunkte   C  aus  < 
^^B              dep  Punkt  A  gelegt  ist,  durch  u,  v;  so  ist  bekanotlicb 

^H    .                                             u=^cos^£,    t?=siiiil^;                  il^l 

^^m             also  nach  dem  Obigen:                                                           ^^^ 

^H                                                  «  =  cos'2S,    t?^  sin  25;                     ^ 

^H  worin  die  Analogie  mit  den  hyperbolischen  Functionen  n 
^^K^         kennbar  igt. 

^H                                    ■ 

^^r  Indem  wir  uns  nun  zu  der  Erläuterung  der  Tafeln  wq 
^^L  welche  man  für  die  hyperboliscben  Functionen  construirt  h^ 
^^^             merken  wir  zuerst  die  folgenden  Transformationen.                  j 

ntöat  Anwenäungm, 
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loneu 


e9  +  e-^ 


eV—  ^—9» 


Cos  9  —  -    ,^-— ,     Sin  9  = ^ 

t»t;  so  ist: 

Cos  tp  ±  Sin  9?  :^  ei?" , 
und  folglich : 

±qp= /(Cosqp  J^Sin^)     oder    ^  ^^^l{CQ^fp-^S\n^>). 

BekaDDtlich  ist  aber 

Cosqp*— SiDqp^=  1, 

[njid  man  kann  also,  weil 

sec  ö>* — taug  o>*  =  I 

|lst|  wenn  man  cd  zwiacheu  ^^n  und  +i^  nininit^ 

Cos  9  =  sec  09  ^    Sin  9  ^  taug  (0 ; 

!0  nach  dem  Vorhergehenden 


g?  :=  + /(sec  fiä±tang  co)  =  ±  /  — -  — - 


€08  0} 


der 


<p^±l 


l:fcC03(tjg— ^m) 


sind??  —  cö) 
etzeo.     Nnn  ist  aber  bekanntlich: 

1  +cos(4jr  — ©)  ^  2cos(J;i;  —  4«)*» 
1  —  cos  {\n  —  co)  ^  2  sin  Q%  —  iö)^ 


also: 
oder: 


¥ 


sin  (JjE  -*  ö?)  ^  2sin(jnr— ioo)  cos  (Jw — i«) ; 
qp  =  /cot(|?t  —  iw)  =  —  ftang(i?c^iw) 
9  =  /tang(|?r  +  |o9)  ^ — ^lcot(j7r  +  icij). 


Bemerken  mag  man  auch  noch  die  folgenden,  aus  dem  Vor- 
hergehenden sich  unmittelbar  ergehenden  Formeln: 

Tang 9?  =  sin  (ü  ,  Cot  g»  :==  coi^ec  m  ^  Sec  <p  =^  cos  m ,  Cosec  qp  ^  cot  m. 

Aus  der  Vergieichung  mit  dem  vorhergehenden  Paragraphen 
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ergiebt  sich,  da«s  <p  der  zu  dem  Winkel  o»  gehörende  Sector  iBt| 
natürlich    in   dem  atis  dem  Tnrh  ergehen  den    Paragrapheo  bekanA 
ten  Siane  genommen» 

Nach   den   hier    entwickelten   Formeln  sind  die  neuen  Tafel 
der  byperbolischen  Sinus    und   Cosinus    conslruirt,    durch  derii 
Herausgabe  sich  Herr  Gronau  in  Dan^ig  verdient  gemacht  hat! 
Dieaelben   sind  in   dem   vierten    Hefte   des  sechsten   Bandes  der 
Neuesten  Schriften  der  naturfo rächenden  Gesellschaft  { 
in  Danzig  auch  unter  dem  folgenden  besonderen  Titel  erschieiH 

Tafeln  fiir  die  hyperbo tischen  Sectoren  und  f0 
die  Logarithmen  ihrer  Sinus  und  Cosinus.  VonJ.  F,  W. 
Gronau,  Oberlehrer  an  der  Realschule  zu  «St.  Jobanii{ 
in  Daiizig,     Dan  zig.  1862.  4**, 

und  geboren   zu  der  die  Theorie    der    byjjerbolischen    FunctioiH 
und  die  ÄuOosung  der  Gleichungen  des  dritten  Grades  durch  \ 
selben  entuickelndeo  Schrift,  welche  in  dem  zweiten    und   dritÜ 
Hefte  des  sechsten  Hände:;;   der  neuesten  Schritten  derselben  bod 
verdienten  gelehrten  Gesellschaft  unter  dem  folgenden  beaood« 
Titel  erschienen  ist : 

Auflösung    der    kubischen    Gleichungen    durch    tn 
gono metrische  Functionen    des   Kreises    und    der 
per  bei.     Von  J.  F.  W.  Gronau,  Oberlehrer   an  der  Reil 
schule  KU  St.  Johann  in  Dan  zig.     Danzig.  186L  4^. 

Diese  Tafeln  wollen  wir  nun  etwas  näher  erläutern,  und 
durch  zugleich  der  wohlverdienten  Beachtung  unserer  Lehrer  i1 
empfehlen  suchen,  wobei  wir  uns  jedoch  der  im  Obigen  gebrai 
ten  Bezeichnungen  bedieuen  werden^  was  der  Deutlichkeit  keim 
Eintrag  thun   wirä. 

Das    Argument    der  Tafeln  ist  der  Winkel  m^  welcher  von 
bis  ÖO**  in  den  sechs  ersten  und  sechs    letzten  Graden  von  10 
10  Secunden,  in  den   i'ibrigen   Grailen  von  Minute  zu  Minute  fort- 
schreitet.    Eine  Tafol  Itir  negaClirp  Werthe  von  ca  war  natürlich  int* 
niithig,  weil   bekanntlich  Cos  (  —  g?)^ Cos  qp,  Sin(— q&)  =  —  Sin<9p  ist* 

Für  diese  Argumente  liefern  nun  die  Tafeln  in  ihren  drei 
Hnbriken  oder  Colonnen,  natürlich  mit  den  entsprechenden  Difr 
ranzen,  die  Werthe  von 

^,     log  Cos  ^,     log  Sin  <p 
nach  den  vorher  entivickelten  Formeln: 
g)z=/tang(i5r +  ico),     logCosqo  ^  logsecoo,     logSiugj  =  logl 
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wobei  jedoch  zu  bemerken  kt,  dass  in  der  ersten  Formel  an  die 
Stelle  der  natörlitihen  Logarithmen  l  gewöhnliche  Briggficbe 
Logarithmen  log  gesetzt  worden  ähul,  die  Tafeln  also  in  dar  That 
die  VVerthe      * 

eDtbalten,  und  demnach  eigentlich  die  wirklichen  qp  erst  erhalten 
trerden,  wenn  man  die  cp  der  Tafeln  ßämmtUch  durch  den  Modulus 

^=0,43420448 

des  B  r  i  g  ^ ' s c h e n  Sy s te ni .s  di v i d i r t,  ei u e  E in r icli  t ii ti g,  welch e  ei n en 
tvesentlichen  Nachthell  nicht  hat^  weil«  wie  der  Herr  Herausgeber 
der  Tafeln  selbst  richtig  bemerkt,  der  Fehler,  welchen  man  be- 
gehtj  wenn  man  s^att  der  natürlichen  die  ßrigg'schen  Logarith- 
nren  gebraucht«  sich  bct  Weitem  in  den  meisten  «Fällen  der  An- 
wendung hebt,  indem  er  zweimal  nach  entgegengesetzter  Seite  hin 
gemacht  wird;  in  drn  seltenen  Fällen,  wo  die«  nicht  Stattfindet, 
wird  man  natürlich  die  obige  Üivision  durch  den  Modulus  nicht 
umgehen  können.  Einige  t^peclelle  Einrichtungen  der  Tafeln 
nuKsscn  in  diesen  selbst  nai'bgeseheu  werden ^  indem  für  den 
hiesigen  Zweck  das  Obige  vollf^tändig  hirireiclitj  um  die  an  sieh 
sehr  einfache  Einrichtung  derselben  im  Allgemeinen  zu  charakte- 
I  nsiren,  und  zugleich  zu  zeigen ^  dass  sie  eigentlich  unmittelbar 
I  aus  gewiihnlicben  Logarithniisch- trigonometrischen  Tafeln  ent- 
fc    Mflimen  werden  konnten. 

^B       Zur  Erläuterung   des   Gebrauchs    der   Tafeln    wollen   wir  ein 
^^Panr  aus  iler  Schrift  des  Berrn  Gronau  entlehnte»  die  Aufliisung 
<1er  cubischen    Gleichungen    Ijetrei^eude   Beispiele,  uach  den  von 
Uli*»  im   Obigen   entwickelten   Formeln,  berechnen. 

Es  sei  die  cubiscbe  Gleichung 

x^^l>^  —  2S  =  0 

«u  lüsen.     Vergleichen  wir  dieselbe  mit  der  Gleichung 

.1  3  +  0.T  +  Ä  =  0, 

0  ist 


und  folglich,  wi*?  mein  leicht  findet: 


4fl» 


mm 

6912  ' 


11  h^^ 


^'*''    '^J^^^' 


Weil    nun    a  negativ   mn\   auch    h  negativ  ist,  so  sind  nach  §,  6, 
die  Formeln  zur  Autblsung  der  Gleichung: 
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ü  =  —  2"  (Cos  l9  --  Sin  I90  '^■^) , 
w^  —  ,|-(Cosi9  +  Sin  ig?  ^—3) 


oder : 


1  ^ 

w  =  —  ^  (Cos  Iqp  +  Siiii9  V3 .  V^^). 

Leicht  ergiebt  skb  nun: 

r  =  i,    Cos95==1.750üO,     logCösgj  =0,34304. 

Sehlägt  man  diesen  letzteren  Logarithniuä  in  di^n  Tafeln  des  B 
Gronau  auf  und  nimmt  den  entsprechen  den  Werth  von  tp 
der  TafeL,  so  findet  man: 

0,30326       ,         0,16775 


<P  = 


M 


und  Iblglich,  indem  Tnan  wiederum  mit  M  multipliciren  mu^, 
auf  die  Zahlen  der  Tafel  zu  kommen: 

4^  =  0,16775 

woraus  mau  sieht,  dass  die  Division  mit  M  in  diesem  Falle  gl 
unnotbig  war,  wos  durch  das  Vorhergehende  erläutert  werd 
sollte.  Gebt  man  nun  mit  diesem  Werthe  von  I9  in  die 
ein,  so  erhält  man  mitteUt  derselben  unmittelbar: 


Weil  nun 
ist,  so  ist 


log  Cos  ig?  =0,03162,    log  Sin 4(p  =0,59762— L 

logV3  =  0,23856 

log ,  Sin  I9  V3  =  0,83618—  1 


ond  folglich : 


also: 


neösi  Anwendungen.  75 

Gosi9=:  1,07552 
8111*9^3  =  0,68577 


M=     4,30208, 

I?  =  -  2,15104  +  1,37154.  Sf^^l , 

w  = -2,15104- 1,37154.  V^^l; 

wo  man  aber  wegen  der  Einrichtung  der  Tafeln  nar  vier  Decima- 
len  wird  beibehalten  dürfen. 

Die  gegebene  Gleichung  sei 

ar»  +  3a;— 76  =  0. 

also,  wenn  man  diese  Gleichung  mit  der  Gleichung 

ar»  +  ar  +  6  =  0 
vergleicht, 

a  =  3,    6=— 76. 

Weil  a  positiv  ist,  so  sind  nach  §.  6  die  Formeln  zur  Auflösung 
der  Gleichung: 


'~*Va*    S«n 9  =—**»•• 


wo  man  in  §.  6.  in  der  allgemeinen  Formel  für  r  das  obere  Zei; 
eben  genommen  hat,  damit  Sincp  positiv  werde,  weil  b  negativ 
ist;  ferner: 

ti=     -Sini9, 

1  ^ 

w  =  -~(Sini9  +  Cosi9  V3 .  V^H). 

Man  findet  leicht: 

304 

r  =  J,    Sin9  =  -g-  =  38, 

also: 

log  Sing)  =  1,57978. 

Geht  man  hiemit  In  die  hyperbolischen  Tafeln  ein,  so  findet  man 
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mUteJfit  einiger  Interpolatioo«  die  DivisioD  mit  dem  IHodulas  aq 
terlassend : 

und  gebt  man  ferner  mit  diesem  Werthe  von  lq>  m  die  Iiyperb 
lische  Tafel  eiQ*  so  lindel  sich  wiederum  mittelst  einiger  Inte 
polation : 

log  Cos  i(p  =:  0,34048 ,     log  Sin  ^  —  0,30102 ; 

woraus  sieb  leicht: 

Cosiqp  =  V5,     Sifl4^  =  2 

ergieht.     4Jso  sind  die  Wurzeln  der  gegebenen  Gleichung: 

ii=      4y 


oder : 


u^     4, 

Diese  Beispiele  scheinen  mir  hinreichend  zur  Erläuterung  de§ 
Gebrauchs  der  neuen  hyperbolischen  Tafeln  des  Herrn  Gronau, 
und  ich  glaube,  nachdem  ich  mich  mit  denselben  Jüorgfältig  ood 
genau  bekannt  gemacht  habe,  ^ie  nochmals  zur  Beachtung  uod  i 
zu  ^sorgfältigem  Gebrauch  empfehlen  zu  können,  indem  ich 
gleich  der  so  vielfach  und  so  erfolgreich  thätigen  naturforschc 
den  Gesellschaft  in  Dan  zig  für  deren  Rublication  in  ihren  Sehr 
teu  meinen  und  gewiss  vieler  Leser  des  Archivs  besondereo  Oanl 
sage.  Dabei  aber  möchte  ich  dennoch  wünschen,  dass  eine  be- 
sondere Ausgabe  der  Tafeln  in  recht  bequemem  Format  veraD* 
staltet  v^iirde,  wo  dann  vielleicht  noch  einige  die  Bequemlichkeit 
des  Gebranchs  erhöhende  neue  Einrichtungen,  und  eiuige  Abän- 
derungen der  jetzt  bestehenden,  angebracht  werden  künnten.  Auch 
wären,  glaube  ich,  wenigstens  sechs  Decimalsteflen  wünscheos* 
werth,  was  die  Tafeln  zugleich  mit  den  trefflichen  sechsstelligen 
Logarithmen    Tafeln  von   ßremiker   in   gute    Uebereinstimmung 


bringe 


vürde. 
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III. 

täte  über  die  lategration   einiger   linearer   Differen- 
tialgleichungen der  Form 

Vt»n 

Herrn  Simon  Spitzer^ 
Krofefiflur  m\  der  Bandeb-Akadenti«   in    Wien. 


Schon  zu  wiederholten  Maleo  fährten  mich  meine  Untersu- 
changen  auf  Gleichungen  der  Form  (I).  Ich  habe  die  ersten  An- 
flLoge  dieser  Untersuchungen  im  29sten  und  3Ssten  Bande 
dieses  Archivs  veröflfentl ich t,  und  weitere  Untersuchungen  üher 
diesen  Gegenstand  in  meinem  Werke:  ,, Studien  üher  die 
Integration  linearer  Differentialgleichungen"  mitge- 
tbeilt  Ich  erlaube  mir  hier  wieder  einiges  über  die  Integration 
specteller  Fälle  der  Gleichung  (1)  mitzutheilen. 

Die  drei  Gleichungen 

(  f  ^  x(AxY  +  ß^if'  +  ^)  - 

(2)  y'  ^  x^Ax^y''  +  Bxy*  +  Cm)  , 

f    if  =  s^iAx^i^''  +  Bw:^'  +  Cy); 

welche  specielle  Fälle  der  Gleichung  (1)  sind,  gehen,  wenn  man 
in  aelbe  für  a:  eine  nene  Variable  |  mittelst  der  Substitution 


x^  =  i 


einführt,  aber  in: 
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J  =  6^l'^ +  9^l*^+3ß?^  +  «.Vi 
und  dieäe  GleichuQgen  baben  geordnet  folgend©  Gestalt: 
9(^i*  - 1)  §  +  3(2^S  +  £|  -2)  ^^  +  Cy  =  0 , 
•      9^e»^  +  3(2^|  +  Ä|-l)^  +  C^  =  0. 

9^1»^  +  3(2^  +  Ä)|'>  Jg  +  {Cl  ~  J)y  =  0; 

und  smd  nun^  wie  man  sieht^  sänimtlicli  specielle  Fälle   folgender  1 
eineti  Gleichung: 

l"K  +  ftaS")  ^  +  K«,  +  6,1")  ^1  +  («0  +  6o?')y  =  0, 

deren  Integration  in  allen  Fällen  gelingt.  (Ich  erlaube  nnr,  be- 
süglieh  dieser  Gleichung  auf  ^en  dritten  Abschnitt  meiner  früher 
erwähnten  j, Studien  über  die  Integration  linearer  Diffe- 
rentialgl  eichy  n  gen*'  zu  verweisen.) 


Aber  nicht  immer  ist  es  noth wendig,  gerade  diesen  Weg  eiü- 
zuaehlagen,  da  man  oftmals  auf  andere  Weise  einfacher  zum  In- 
tegrale gelangt  Bevor  ich  diess  an  einem  Beispiele  zeige^  nehme 
ich  die  Gleichung: 

(3)     ga  ^  3m;t*^  +  6mCfi  +  2)x  ^+3m(^  +2){^+ 1)^ 

vor,  zu  welcher  ich  im  33sten  Bande  dieses  Archivs  S.  llil 
kam,  und  welcher ,  wenn  ^  eine  ganz  positive  Zahl  ist,  genügt 
wird  durch: 

(4) 
üa,  wie  leicbt  eiDzusehen, 


DlfTerenHaigteich.  der  Farm  p{n)T-,Ax«>p'*+Bxm-ipf-i-Cx^-%p^  79 

:^Je-^^\K,y  +  K^x)dx  +  e-^^%K^  +  ^^3:^  +  . . . .  +  K^^vxf^^) 
iit,  %o  gestattet  die  GSeiehaiig  (4)  auch  folgende  Sehreibweise: 

oder  kürzer: 
(5)  ^=^[L,e^^'  +  e^^'fe-^^\L^^  L^x)d.7:] 

and  diess  ist  das   voihtändige   littegral    der    Gleichung    (3);   Li, 
L|^  Lg  bedeuten  wilfkuhrltche  Constauteii  der  IntegratioD. 


^ 


Ich  will  ntiii  folgende  Diflerentialgteichung: 

(6) 


in  welcher  fA   ebenfalls  eine  ganze   posititive   Zahl   vorstellt,   zu 
integr i  ren  v  ers  u  c  b  e  n . 

Die  Gleichung  (6)  gestattet  folgende  Schreibweise: 

(siehe  33.  Band  S.  119.  des  Archivs),  und  da 

so  kann  man  die  Oleichung  (7)  auch  so  schreiben : 

(8) 

genügt  man  nun,  wenn  man  ^  so  wählt«  auf  dasa: 
rd,  und  diese  Gleichung  hat,  geordnet^,  folgende  Gestalt: 


•  3»«')  ^it?  +  3m(,«-l)ar»-^  =  q,+C,  j:+Ci««+.... + C^. 


80    S  Pilz  er:  NaXe  üö.  d.  Jnlegr.  einig,  linearer  DifferentfaW^kk. 
üividirt  man  diese  Gleichung  durch 

(l-Siiw:»)  8   , 
so  erhält  man: 

_  Co  +  C| JT  +  Cga:«+ ... .  +  QiarA* 
-  ^^ 

(1— Siikr»)  » 
oder  anders  geschrieben: 

^[(l-Smor»)  »5^- r— ^ , 

(1  — 3ma?»)  » 
und  hieraus  folgt: 

(1— Sma:»)   » 

Bearbeitet  man  den  zweiten  Theil    dieser  Gleichnng  wiederinlf 
mittelst  der  Formel: 


/— 


■^dx 


(1— 3raa:^  » 

»-»Ar 


~  e=i     3m(3it+5— «J  Mö' 

3m(3(t+5--A)(l-3»Mr»)  »  (l-3mar»)^ 

so  kommt  man  zu  folgender  Gieicbnng: 

1 


(1— 3ma:»)  »  (1— 3m«»)  » 

woraus  folgt: 

(J  — 3ma;»)  »  • 

und  hieraus  folgt  endlich: 

(l-3mar»)  » 
als  Integral  der  Gleichnng  (6). 
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IV. 

E*  '  'che   Aufgaben,    welche   zur  Anwendung  in 

r  naotischen  Geodäsie  geeignet  sind. 

Einleitung. 

Geodätische  AuCnahmeii,  welche  zu  nautischen  Zwecken  und 
unter  den  dabei  jederzeit  obwaltenden  Verhältnissen,  woruher  wir 
hs  Weitere  hier  natürlich  als  bekannt  voraussetzen  ^  unternom- 
men und  ausgeführt  werden,  sind  sehr  durch  die  Instrumente  be- 
»cbränktj  die  dabei  in  Anwendung  gebracht  werden  kannen;  diese 
Instromente  kunnen  kaum  andere  sein  als  die  Boussole  und  der 
Spiegels extaiit  oder  solche,  die  auf  ganz  ähnlichen  Principien  be- 
ruhen wie  diese  beiden,  indem  wir  diese  letzteren  hier  nur  als 
Repräsentanten  aller  ähnlichen  Instrumente  betrachten  und  als 
solche  nur  nennen  *).  Daher  krlnnen  in  der  nautischen  Geodäsie 
Qch  nur  solche  geometrische  Aufgaben  Anwendung  finden,  welche 
ie  möglichst  leichte  Anwendung  der  beiden  genannten  Instni- 
lente  zulassen,  Vorzus^sweisej  ja  nicht  selten  einzi»  und  allein, 
at  man  deshalb  zum  Gebrauche  bei  nautischen  geodätischen  Äul- 
abmen  das  gewöhnlich  nach  Pothenot  benannte  Prahlern  In 
^orachlag  gebracht  **),    welches  aber   bekanntlich   eigentlich   die 

B^  il.  «*  s.  B.    Practical    Gen^esy,     ßy   J.    Butler   WniinifiK. 
rWe    thtrif    erlition.     LortHon  1H55.     Chapter  \K     On    rnnritimi« 

u  r  V  «  j  i  n  g ;  iintJ  T  r  b  r  1 1  d  o  G  ^  o  cl  e  «  r  e  ä  l '  ii  « a  *^  e  rf  f  s  in  ti  r  i  n  «.    P  a  r 
^Be^-at     Pfiri«    1839.   sn  wi«  HtitWi'c   WerliL*. 

**}  In  ilem  iii«hrfa«"h  wic:htigßn  Wcricp  :  M  e  t h  o  d  «■ «  ji  i>  u  r  I  a  iev^e 
(t  la  cc»n»traction  de«  carte«  hydrogrii|tIiifiiie«,  publi^f^ii  en 
180^,  «oas  te  titre  d^  A  p  pe  rtd  I  r  e  ä  in  Relation  du  Voyage  du 
ßi>ntre- A  mirrti  B  rnn  y-D  rn  treitas  tpaii ^;  pnr  C  F.  B  fi  nu  ternps- 
ftennpri^.  Et  reimpritn  ee«  [i  ar  *ird  re  de  «on  E  x  cell,  l©  Com  to 
öecr^n,  Vicfl-Ani  iral.  11inl:*trp  de  la  MRrine  «t  des  Cnlf>nieii. 
^ilTii,  1811,  4*^,  tsl  eigeiiiTif^h  nur  die  Anwendnng  dt^r  Po  th  eMOt*J4riien 
Aafgaiic  gelehrt,    und  nur  in  geometritcher  Weise  durc^h  Ciinttrocttot)« 

Theil  XXXVIII,  6 
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Aufgabe  des  Snellius  genannt  werden  sollte,  und  gewiss  H 
iJLcht  zu  leugnen,  dass  dieses  Problein  für  solche  Zwecke  von 
ganx  vorzüglichem  Wertlie  ist.  Nach  meiner  Meinung  giebl  ei« 
aber  noch  andere  geometrische  Aufgaben,  welche  in  der  nauti- 
schen Geodäsie  in  manchen  Fallen  mit  V ortheil  gehraucht  wer- 
den können,  weshalb  ich  es  nicht  fiir  unangemessen  halte ^  die^e 
Aufgaben  *)  im  Interesse  der  Nautik  in  der  vorliei^enden  Abhanrl- 
lung  zusammen zui^tellen  und  gros.<tentheitN  .luf  neue  Art  änfzulö 
sen,  wobei  ich  mich  immer  der  ein  rechtwitikliges  Coordinaten- 
System  zu  Grunde  legenden  analytischen  Methode  bedienen  werde, 
welche  ja  bei  allen  praktischen  geodätischen  Arbeiten  inmjer  mehr 
Eingang  findet,  und  geivi^s  auch  mit  verbal  tu  ijssmässiger  Leicb 
tigkeit  der  Anwendung  besondere  Genauigkeit  in  den  Resultaten 
zu  erlangen  gestattet,  üebrigens  erlaube  ich  mir  noch  die  Be- 
merkung, dass  diese  Abhandlung  neben  dem  vorher  besprochenen 
praktischen  Zwecke^  so  sehr  ich  demselben  auch  Beocbtun^ 
wünsche»  noch  den  theoretischen  Zweck  hat,  für  die  im  Folgen* 
den  vorkommenden  geometrischen  Probleme  neue,  möglichst  eie* 
gante  und  völlig  allgemeine  Aun^äungen  zu  geben. 


§■  1- 

Zuerst   werde   ich    für    die  Messungen   mit  der  ßoussole 
allen  ähnlichen  Instrumenten»  welche  sämmtlich  die,  die  Mess 
gen  mit  ihnen  besonders  bedingende  Eigenthünilichkeit  haben,  da 
sie  die  üebertraguug  einer  Geraden ,    nänitich   der  Axe   der  Mv 
netnadel,  parallel  mit  sich  selbst,  von  einem  Orte  auf  einen  anj 
ren  gestatten,  und  dass  mit  ihnen  die  Abweichungen  dieser  GeraJ 
und    anderer   auf   dem    Terrain    gegebener   Geraden    von    einan 
beobachtet  und  gemessen  werden  können,  gewisse  ganz  allgen 
gültige  Grund  form  ein  entwickeln,    auf  denen   die   Auflösung 
Aufgaben,    welche    die    Anwendung   der    Boussole    in    Anspr 
nehmen ,  bei  der  von  mir  hier  befolgten  Darstellung« weise  beruhl 

Zu  dem  Ende  legen  wir  ein  rechtwinkliges  Coordinatensyst 
der  actß  zu  Grunde,  und  nehmen,  bei  witikührlicher  Annahme 
positiven  Theils  der  Axe  der  x,  den  positiven  Tb  eil  der  Axe 
y  jederzeit  so  an,    dass  man  sich,    um  von  dem  positiven  The 
der  Axe   der  x  an   durch  den   rechten  Winkel  {x^)   hindurcli 
dem   positiven  T heile  du?   Axe   der  y   zu   gelangen,   nach   eiq 


^)  Naliirtich   sind  dfefte  AoF^nbüTi   nurh  für  die  GeodäHic   üherhaj 
iwichtig  und  von  Stützen. 


in  der  nautischen  Geadäsie  geeignet  sind. 
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ichtuiig  bewegen  mu«8,  welche  der  Richtung  entgegengesetzt  ist. 
Ich  welcher  auf  dem  Lintbus  der  ßoussole  die  Grade  von  0  bts 
Wfi  gezählt  sind, 

Unter  dem  Colli matJDn^fehler  oder  dem  [ndexfehter  der  Bou8- 
fiole  verstehe  ich  den  coDcaveo  Winkel ^  welchen  die  Projectiou 
der  Vj**irlinie  dejs«  Fernrohrs,  unter  welcher  letzteren  immer  die 
von  dem  Mittelpunkte  des  Fernrohrs  nach  dem  Mittelpunkte  des 
Objectivs  gezogene  Gerade  zu  verstehen  ist,  auf  der  Ebene  det« 
iiioibus  mit  dem  nach  dem  Nullpunkte  der  Theilung  i^eKogeneri 
Halbmesiüer  Ae»  Limho^  ein^chliesst^  indem  zugleich  dieser  Wii»- 
kel  als  positiv  oder  negativ  betrachtet  wird,  jenachdem  man  sich, 
om  von  dem  Nullpuitkte  der  Theilung  an  den  diesen  Winkel  mes-  ^ 
aenden  Bogen  zu  dun^htauren»  in  demselben  8inne,  in  weicbeni 
auf  dem  Limbus  die  Grade  von  0  bis  36Ü**  gezählt  sind,  orler  im 
entgegengesetzten  Sinne  bewegen  muss ;  mit  Rücksicht  hierauf 
werden  wir  im  Folgenden  den  Collimation&rehler  oder  den  Index- 
fehler  durch  t  bezeichnen. 

Wenn    man   nun   au    irgend  einer  Nadelispitze  eine  Ablesung 

gemacht  hat^  die  wir  durch  a.  bezeichnen  und  wegen  der  Excen- 

'  tricität  der  Bonssole  gehörig  corrlgirt  voraussetzen  wollen ^    wozu 

I  in  einem  anderen  Aufsatze  ganz  beatlnimte  und  allgemein  gültige 

Regeln  von  uns  ent%vickelt  worden  sind;    so  ist  der  Winkel,  wel- 

\  eben  die  Projectioij   der  Vralrliiüe  des  Fernrohrs  auf  der  Ebene 

des  Limbns   mit  dem   nach  der  abgelesenen  rS adelspitze  gezoge- 

9eD  Halbmesfier  des  Limbus  elnschliesst,    indem   dieser  Winkel. 

öder  vieiraehr  der  denselben  messende  Bogtn,  von  der  abgelese- 

leu   Nadelspitze  an   In    demselben   Sinne,    in   welchem   man  sit-h 

bewegen  niussj    um  von  dem   positiven  Tbeile  der  Axe  der  j-  an 

lurch  den  rechten  Winkel  {xif)  hindurch  zn  dem  positiven  Tb  eile 

1er  Axe  der  y  zu   gelangen^   also  der   Richtung  entgegengesetzt, 

ftch  welcher  auf  dem  Limbus  die  Grade  gezählt  sind ,  von  0  bis 

*  zählt,  offenbar  in  vlJUiger  Allgemeinheit  u  —  i  od^r  (cid— i)  +  3(>(^', 

ka  der  erste  Ansdrnck  gilt,  wenn  a — i  positiv  und  nicht  grösser 

360^  ist,    dagegen    der  zweite  Ausdruck  mit  dem  oberen  oder 

bni  unteren  Zeichen  genommen   werden  muss,   jenachdem  « — i 

ativ,    oder  positiv  und    grösser    ab   350^  ist.     Bezeichnen   wir 

Bo  den  in  Hede  stehenden  WlnkeJ  durch  u\  i^n  \»i  immer 

a'  ^  ot  —  7    oder    «'  =  (ß  -  t)  ±  SOO", 

fiSr  diese   Ausdrücke  natiirlirh   ganz  die  vorstehenden   Hegeln 
n^eiten. 

Henken  wir  uns  jetzt  die  Boussole  in  dem  Anfangspunkte  der 
jinaten  aufgestellt  und  die  Visirliuie  des  Fernrohrs  genau  in 
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die  Richtung  des  positiven  Theils  der  Axe  der  w  gebracht,  Uli 
liun  an  einer  Nadebpitze  eine  Abteilung  gemacht,  welche  ^ir 
durch  m  hezeichueri,  und  wegen  der  Exceiitrieität  der  ßoussole 
gehörig  corrigirt  voraussetzen  wollcß;  so  ist  der  vm\  dem  positi- 
ven Theile  der  Axe  der  x  mit  dem  nach  der  ah^eiesenen  Nadel- 
spitze gezogenen  Ualhmeeser  des  Limbns  eingeschlossene  Win- 
kel, indem  man  dieisen  Winkel  oder  vielmehr  den  denselben 
mesif^enden  Bogen  von  der  abgelesenen  Nadelspitze  an  in  dem- 
selben Sinne,  in  welchem  man  sieb  bewegen  niui^s,  um  von  dem 
positiven  Theile  der  Axe  der  w  an  dwrch  den  rechten  Winkel 
{xi^)  hindurch  zu  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  ^  zu  gelan- 
gen, abo  der  Richtung  entgegen  gesetzt,  nach  welcher  auf  dem 
Limhus  die  Grade  gezüblt  sind,  von  0  bis  300*^  zahlt,  ganz  eben 
so  wie  vorher  in  völliger  AUgemeinbeit  g)— i*  oder  (oo  —  i)  +  360*^ 
wo  der  erste  Ausdruck  gilt,  wenn  w  —  i  positiv  und  nicht  großs 
als  360''  ist,  dagegen  der  zweite  Ausdruck  ndt  dem  oberen  od« 
unteren  Zeichen  genommen  werden  muss,  jenachdera  m  —  l  nega 
tiv,  oder  positiv  und  gnlsser  als  GöO*'  ist.  Bezeichrren  wir  also  d« 
in  Rede  stehenden  Winkel  durch  ca',  so  ist  immer  gj' =  oj  — J 
oder  0' =(03— i)  ±360^',  wo  für,  diese  Ausdrucke  natürlich  gan^ 
die  vorstehenden  Regeln  gelten. 

Wir  setzen  von  jetzt  an  voraus,  dass  alle  Ablesungen 
derselben  Nadelspitze  gemacht  seien ;,  und  nehmen  an,  dass  ma 
bei  irgend  einer  Aufstellung  der  ßoussote  die  wegen  der  Excen 
tricit^t  stets  gehörig  corrigirte  Ablesung  a  gemacht  habe.  Bezeich- 
nen wir  nun  in  einem  solchen  Falle  durch  A  den  Winkel,  welchen 
die  Pr^jection  der  Visirlinie  des  Fernrohrs  auf  der  Ebene  de« 
Limbus  mit  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  x  einscbliesst,  in- 
dem wir  diesen  Winkel  von  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  $ 
an  nach  derselben  Richtung  hin,  nach  welcher  man  eich  hewe^ 
muss,  um  von  dem  positiven  Tb  eile  der  Axe  der  x  an  durch  dl 
rechten  Winkel  {xif)  hindurch  zu  dem  positiven  Theile  der 
der  y  zu  gelangen,  von  0  bis  360"  zählen;  so  ist  offenbar  in  vö 
liger  Allgemeinheit: 

^  =  €t'—m*    öder   A  =  (ß^— (a*)  +  360^, 

jenachdem  tt*-^{Q*  positiv  oder  negativ  ist.     In  beiden  Falten  int; 

cosÄ  =  cos(of' —  a>'),     sin  A  =  8in(ß'—  ©'). 

Nach  dem  Obigen  ist  aber  bekanntlich: 

a'=ra  — i    oder   a'=  («— i)4:36(F 


und 


m*^m  —  i   oder    la' =  (ta  — i)  +  360o. 


m  der  nauUscken  Geodäsie  gteignet  sind. 
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vro  natürlich  eiiK^  Beziehung  dt^r  oberen  und  unteren  Zeichen  auf 
einander  nicht  SinXi  Hndet;  afso,  wie  man  auch  diese  Ausdrücke 
oiter  einander  verbinden  maj^* 

\tfi  k  eine  (uiisitive  oder  negative  gan^e  Zahl  hezeichiiet,  welche 
piffenhar  nur  die  Werthe  0,  4  1,  4:*i  hahen  kann;  folghch  unter 
(tersethen  Voraussetzung  wegen  de»  ki 

«'— öl' ^  («— tö)  + /•.  3mF, 

|lid  daher: 
coa  (a*  —  &>')  -  cos  («~  m)  cos  (Jt .  3<>0*')  —  sin  (a— a>)  sin  (Jt  .360**) , 
sin  {a'-^ia*)  =  sin  (c^— a)co8(jt.36(F)  +  cos  (ö  —  co)  sin  f^.360*^) ; 
it^tlch,  vfeil  allgemein  cos A'. 360^'^!,  sin Jt . 360** ^ 0  ist: 

cos  {et*  —  w')  ^  cos  (tt  —  w) ,    sin  («'  —  &)')  ^=r  dn  («  —  ö)  : 
so  nach  dem  Obigen  in  VfiÜiger  Allf^enieinheit: 
l)  .    .    ,    .    cos  A :=  COM (of -- ü>) ,     sin  A  =  sin{a— lö). 

Es  seien  jetzt  Am  onil  v4„  z^ei  beliebige  Funkte,  deren  Coor- 

naten  wir  r esper tlve  durch  Xm^  tjm  und  a-n,  ^n   bezeichnen  wol- 

Die  Entrernunj;  Am  Au  oder  An  Am  dieser  beiden  Punkte  von 

Bänder  wollen  wir  diircb   Tmn    oder   Tum  bezeichnen,  jenachdem 

ese  Entferunng  als  von  Am   nach  Anr  oder  als  von  An  nach  Am 

gerichtet  betrachtet  %rird,   wo  aber  natürlich  iniiuer 

Hat  man  nun  die  Bous^^ole  In  Am  auf]Ejestellt,  das  Fernrohr 
ch  An  gerichtet  und  an  der  Nadelspitze  die  Ablesung  gemacht, 
soll  diese  Able^iun«^  durch  Umn  bezeichnet  werden;  wurde  da- 
igen  die  Boussole  in  An  aufgestellt,  das  Fernrohr  nach  Am  ge- 
fitet  und  dieselbe  Madelspitze  abgelesen,  so  soll  diese  Ahle- 
Bng  durch  «»m  bezeichnet  werden.  Wird  nun  der  von  Am  An 
ler  Tmn,  nämlich  von  der  von  Am  nach  An  hin  gehenden  Gera- 
ßn,  mit  dem  positiven  T heile  der  Axe  der  x  eingeschlossene» 
imer  in  demselben  Sinne»  in  welchem  man  sich  bewegen  muss» 
von  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  ^  an  durch  den  rech- 
ten Winkel  {xy)  hindurch  zu  dem  positiven  Theile  der  Axe  der 
za  gelangen»  von  0  bis  360**  gezählte  Winkel  durch  hmn,  und 
if  ähnliche  Art  der  von  jinAm  oder  rnm,  nämlich  von  der  von 
An  nach  Am   hin  gehenden  Geraden,  mit  dem  positiven  Theile  der 
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Axe  der  x  eingescblo^sene,  in  gleichem  Sinne  wie  vorher  von 
bis  360**  gezählten  Winkel  durch  \nm  bezeichnet;  so  ist  bekam 
lieh  nach  der  Lehre  von  der  Verwandlung  der  Coordinaten 
völliger  Allgemeinheit: 


^B  =  ^m  +  Tnui-  cos  Amn  ,      ^ii  —  ^ra  +  »"rtMt.sin  Aufh 


und 


^n,  =  X„+rmn.CO»Aniji,      ^m  —  ^«  +  rum.  sitl  Änm  : 

nach  1)  ist  aber  in  völliger  Allgemeinheit: 

cos  Afitft  =  cos  (offliB  —  oo) ,     sin  Ann«  =  sin  (Omn  —  o») 
un«! 

cos  knm  =  C08  («„„,  —  £ö) ,      Sin  A««,  ~  Sin  (anm  —  ß>)  ; 

also  nach  dem  Vorhergehenden: 

{3^n^=Xm  +  Tmn  •  COS  (a^n  —  «*) , 
^n^^mi-Tmn'  Sin  (amn  —  w) 


uiid 

3) 


r«a,.cos(an»- 
■  riam .  sin  (a^m  - 
Umgekehrt  ist  nach  diesen  Gleichungen : 

t  =  a:n  —  rmn'C09(Umn — «>)» 

-rinfi.sin(ßmfi  — ofl) 


4) 
und 


{Xm=a:n'-r 

{a^n^Sm—  Tnm  ^  €0S  (ctnm  "  ©)  , 
ifn  =  ^m  —  rrttrt  .  sin  (anm  —  ÜH), 


Durch  Addition   ergiebt  sich   aus   den  vorstehenden  Gleichung 

rma.  cos  (flf«,n  —  w)  +  Tnm  •  COS  (ctnm  —  »)  =  0, 
Fim,. Sin  (flfmn—  (ö)  +  rnm .  Stn (cf»n,  —  Ol)=^0; 

also,    weil    rmn  =  rnm  ist: 

COSfßmn—  ß>)   +  COs(0fm«  — «a)  =  0, 
sin  (ofm«-^  0»)  +  sin  (anm  —  «)  =  0 ; 


e,....{ 


also : 

7)  .   .   .  . 
woraus  aueb 


cos  (önm  —  OJ)  =  —  COS  (ofmfi  —  «»)  , 
sin  (Cinm  —  W)  =  —  sin  (ttmn  —  »)  ; 


^t. 


//j  der  nnitiiscäen  GeodiUie  geeiffnei  sinä^ 

{tatig  («m«  —  w)  =  tang  («««,—  0)), 
cot  (ctmn  —  «)     —    cot  (anm  —  ») 
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Die    hier    mit    Miller  Strenge   mnl    Alfgeitieinheit    entwickelten 

rmeln    mnd   als   GruTKlforniefn    för   die  Lfisung   aller  i\ufgaben, 
denen  die  ßousiiole  in  Aniveudung  kommt,  zu  betrachten* 


§.2. 
Erste    Aufgabe. 

Es  seien  A^  und  Ai  sirei  Punkte,   deren   Coordinaten   a^,  h^ 

^d  ö| ,  bi  gegeben  sind;    ein  dritter  Punkt  sei  M,  dessen  Coor- 

liaten  wh  durch  ^,  y  und  dessen  Entfernungen  vou  den  Punk- 

Afi  und  Ai   wir   r#spective   durch  r^  und  r|    bereichnen*     um 

La*re  dieses   dritten    Punktes  M,    also  die  Coordinaten  j;,  ^ 

die  Entfernungen    r^  und   r^    zu    bestimmen,    stellen    wir   die 

Bussole   in    M  auf^    bringen    die   Vistriinie   des  Fernrohrs  nach 

nander  in  die  Richtungen  der  Geraden  I^Aq  und  MAi^  und  lesen 

beiden  Fällen  den  Stand  a^  und  og   der  vorher  immer  betrach- 

iten  Spitze  der  «Magnetnadel   ab.      Dann    haben   wir  nach  §.  L  2) 

folgenden  Gleichungen  : 

00  ^-t'  +  Tq cos  («y  —  fij) ,     «1  —  o:  +  Ti  cos («1  — w) , 

^o  =  ^  +  n  «>n  (<^  —  ") ;      *i  =  y  +  n  sin  (ffi  —  Od) ; 

wir  den  Winkel  m  ab  bekannt  annehmen,  woxu  wir  nach  §.  L 
snbar  berechtigt  sind,   indem  sich   derselbe   immer  auf  die  dort 
fegebene  Weise  bestimmen  lässt.     Die  vorstehenden  Gleicbun* 
lassen  sich  auch  auf  folgende  Art  darstellen : 

{j:  =«0 ^"Tu cos(af, ^  ©) ,     x=: Oi  —  rj  cos (cj  —  w) , 
y  =  Öü  — 'ft»sin  (flfo  —  Gj) ;     y  =  6|  —  ri  sin  (c,  —  03} ; 

mid   fuhren   durch  Subtraction   auf  der  Stelle   zu  den   beiden   fof'^ 
geuden  Gleichungen : 


I 


Qq  —  flj  1^  Tq  cos  (Ofö  —  Gj)  —  Vi  COS  («i  —  lö)  , 

6ü  —  6,  ^  ro  sin  (0^  —  m)  —  rj  sin  («1  —  ©) ; 

denen  r^  und  r,    leicht   bestimmt  werden  können.     Man   er- 
namlieh  sogleich  : 
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!_  (<fo  — at)8iii  (ui  —  (d)  —  (bp  —  bj)  cos(tt| — m) 
^^"^  sin(a,— oo) 

■ 
_(qo— ai)sin(co— (d)  — (60— 6i)co8(<Xo— p), 
***""  sin(ai— Oo) 

und  nachdem  man  mittelst  dieser  Formeln  Tq  und  ri  berechnet^ 
hat,  können  auch  x,  y  mittelst  der  Formeln  I)  leicht  gefund« 
werden.    Indess  erhält  man  aus  1)  auch  sogleich  die  Gleichungen: 

xsin  (05 —  w)  — y  cos  (05 —  cö)  =  «osin  («j, — w)  — 60  cos  (oq  —  ©), 

X  sin  («i  —  flo) — y  cos  («i  —  co)  =  Oi  sin  («i  —  oo)  —  6|  cos  («^  —  0») ; 

also: 

X  sin  («0  •"  <*i)  =  {  Oq  s'o  (^0  —  fl>)  —  60  cos  («0  —  ©)  |  cos  (ag  —  co) 

—  { fli  sin  («1  —  w)  —  61  cos  (ci  —  0») }  cos  (a^—  o)b 

ysin(«o  — «i)  =  l«osin(«o — »)  —  ^o  cos («,,  —  w) |  sin(ai — m) 

—  { Ol  sin  («1  —  co)  —  61  cos(a|  —  (u) }  sin  (a^ — ca); 

folglich,  wenn  wir  der  Kürze  wegen 

Go=flo8**'*(<^o— ßi)-"*oCos(ao — w), 
cos  («i  —  00) 


3). 
setzen 


Gi  =  Ol  sin  («1  —  00)  —  bii 


4). 


*  _  Gq  cos  {(Ui  —  o)  —  Gl  cos  («0  —  o) 

J  ^""                    sin(ao— «i) 

1  _  ^0  *^'"  ("1  J^5?l  —  Gl  sin  («0 — co) 

'  ^"^                    sinK  —  tti) 


Alle  diese  Formeln  liefern  das  Gesuchte  ohne  alle   Zweideutig* 
keit  und  gestatten  im  Ganzen  auch  eine  leichte  Rechnung. 

Wir    wollen    diese    Aufgabe    durch    ein    Beispiet    erläutern. 
Gegeben  seien  die  folgenden  Grössen: 

(i<j=— 360.7'=— 367'  a'i  =+  18ö.3'=  + 183' 

60  =— 42  .3  =-423  61  =-25  .2  =-252 

«0=  3160.14'  «1=    270.32' 

CO  =  360.12'. 
Also  ist: 

ao=-367  60= -423  «1=       270.32' 

ai  =  +  183  &i=— 252  «0=     316  .14 

Oo  — oi  =  -550       60— 61  =  — 171       «1— «o=-288  .42 


^^^^^      in  der  nauUschen  Geodäsie  geeignet  find. 

^1 

^^^       «0— «0=280  .2          o,- 

ttj=  270.32'' 
«=   36  .12 

-»=— 8  .40 

1 

^^         log  («0  -  «, )  =  2,740363« 
■            log«iiii  (a,  —  (<))  =  9, 178072. 
1                                        1,918435 

nuiij.  =  +  82,88 

1 

^P          loR(6„-6,)  =  2,232996„ 

^^          log  CO»  («1  —  w)  =  9,995013 
^t                                       27228009« 

iium.  =  -  169,05 

1 

^ß         l«g(ci„-«,)=2.740363„ 
■            logsinK— «,)=9,993307„ 
^K                                  2,733670 

iium.  =  +  541,59 

1 

r          ioR(S-fe,)=2,232996„ 
^_       log  cos  (a„~  B) =9,240982 
^■^                            1, 473978« 

num.=—  29,78 

1 

^^K                  +    82.88           +541,59 
^^H                  -169.05          -  29,78 
^^H                   +251.93              571.37 

1 

^^r              log251.93=  2,401280 
^V         logsin  («1  —  ttu)  =  9,976446 
^B                          logru  =  2,424a34 

ro= 265,97 

1 

^m                  logS7l, 37 =2.756917 
^B           logsin  («,  — «o)  -  9.976446 
^B                           logr,  =2,780471 

r,  =603.21 

1 

^^■1               logro  =  2,424834 
^^^oe  cos(iiiu  —  m)  =  9,240982 
^^                                  1,665816 

num.  =  +    46,33 

1 

B                     logr(,  =  2,424834 
V           log  8in  (og  —  CO)  =  9,993307« 
^^                                  2.418141. 

nun).  =  —261,90 

1 

^^                     logr,  =2,780471 
^^      logcoB  (%  —  o)  =  9,095013 
^B                                2,775484 

num.  =  +596,33 

1 

^^K              '<>g  ''1  =2.7S0471 
^^^og  aln  (tt,  -  m)  =  9,178072« 
I                                        1.958S43« 

num.i=—  90,90 

J 
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Also  ist: 


flo^ -367,00 

Tq  cos  («0  —  ö>)  =  +  46333 

/c  =  -.  413,33 

60— -423,00 

roSin(%  —  £ö)  =  — 261,90 
;/=-l6M0 


ai  — +  183,00 

r,  cos  (cti  -^  m)  ^  +  596,33 

a:=- 413^33 

Äj  =-252,00 

Ti  sin  («1  -^  £ü)  =  —  90,90 
3f:=  — 161J0 


I 


und  mao  erhält  also  aus  beiden  Rechnungen  ganz  ühereiustimiiiend: 

a:  =  -  413^33  ==  --  4P.3',33 
^^— 16U0=  — 16  j,m 

Von  diesem  Falle  liefert  Fig,  I.,  welche  mit  einem  Maass* 
Stabe,  bei  dem  t?5  Ruthen  auf  den  preussischen  Decimalzoll  ^e- 
rechfiet  worden  sind,  entworfen  worden  ist,  eine  genaue  Zeich- 
nung. Man  wird  durch  Nachmessung  an  derselben  alle  vorber 
durch  Rechnung  gewonnenen  ReauUate  Tolllcommen  bestätigt  finden, 
so  weit  dies  bei  eioer  solchen  Figur  möglieb  ist  und  erwartet 
werden  kann. 


{.3. 

Zweite    Aufgabe. 

ilan  kann  in  gewisser  Rücksicht  die  Torhergehende  Aufgabe 
auch  umkehren.  Die  bekannten  Coordlnaten  der  Punkte  Aq  und 
Ai  seien  wiederum  Qq,  if^  und  0| ,  61 ,  nnd  31  sei  ein  drittetj 
Punkt,  dessen  unbekannte  Coordinaten  wir  durch  x,  y,  und  dei 
sen  gleichfalls  unbekannte  Eiitfernungen  von  den  Punkten  Aq  udI 
Ai  wir  respective  durch  Tq  und  fi  bezeichnen.  Um  nun  die  Lag« 
des  Punktes  M  zu  bestimmen,  stelle  man  die  Boussole  in  Aq  und 
Ai  auf,  bringe  die  Visirlinie  des  Fernrohrs  in  die  Richtungen  der 
Geraden  A^M  und  AiM,  und  lese  die  entsprechenden  Stände  on 
und  ^1  der  Nadeli^pitze  ab.  Dann  haben  wir  nach  §.  1.  2)  die 
folgenden  Gleichungen : 

{x^aQ  +  TqUOs (ßo  —  ca) j    w^üi-i-r^  cos (ori  —  co) , 
2f  =  K  +  ''o«in (öo  — <ö);     S  =  h  +*"!  «in (a^  —  m)i 
also  durch  Subtraction: 

a^  —  ffi  ^:=  r,  cos (&1  —  cd)  —  r^jcos (%  —  co) , 
Ä^—  ^1  ==  Fl  sin  i&i  ^m)  —Tq  sin  (ö^^  «0) » 


in  der  nnuUschen  Geodäsie  seeiffnei  sind. 
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hieraus: 


»*o 


_  (^0  —  ^1 ) fi'"  {^\  -m)  —  (ftp  —  bi)  C08 (tt|  —  m) 
"  8in(o£,j— fti)  * 

(oo — a|)8in(i3e^ — m)  —  (&(>— Ä,)€oa(o!|,  — ») 

^^^  —■-  —    — : : '-■ — "  * 


n  = 


Aus  den  Gleichungen  1)  folgt  auch : 


a)  — 6oCos(öo— »), 


^^  «In  («1  ^  lo) — ycos  («j  —  co)  =  ^i  sin  (äi  —  «ö)  —  Ai  cos  («|  —  ©) ; 
Hfro,   wenn  man 

^^  I  Go"  aüßin(co— ö))  — 6oCos(ö4,— w). 

I   Gl  =  ff]  sin  («i  —  ca)  —  öj  cos  (cüi  —  tu} 

ilzt,  ganz  wie  im  vorhergehenden  Paragraphen : 


a:  = 


Gq  cos  («1  —  O)  —  ^1  cos  (Ö0  —  to) 


ain(0(,  — cfi) 


_  Cft  »in (cfj  ^ G>)  —  fi  sin  (kq  ~  ea) 


8.4. 

Dritte    Aufgabe. 

tn  den  beiden  vorhergehenden  Aufgaben  haben  wir  den  Win- 

CO   als  bekannt  angenommen ;    fügt    man   aber  den   zwei   dort 

^trachteten  Punkten  A^*  A    ^^^^  einen  dritten  Punkt  A^  hinzu, 

kann   man  die  Kenntniss   dieses    Winkels   entbehren.     Wenn 

alich  ^0,  Ai,  A^  drei  Punkte  sind,  deren  Coordinaten  ö^,  6q; 

6i ;    «2,  64  als   bekannt   betrachtet  werden   können,    und  M 

Punkt   ist,    dessen   unbekannte  Coordinaten   wir  durch  jp,  y, 

Hd  dessen  gleichfalls  uubekaniite  Entfernungen  von  den  Punkten 

i,  Ai,  A^  wir  respective  durch  r^,  rg,  r^  bezeichnen;   so  stellen 

r,  om  die  Lage  dieses  Punktes  zu  bestimmen,  die  Boussole  in  M 

■f,    Tisiren   nach    A^,  A^,  A^^  und  machen  die  entsprech enden 

!»lesiingen  0^,  u^^  a^\    dann   haben  wir  nach  §.1.2)  die   fofgen- 

Gleichungen: 

flo  =  j:  +roC08  K  —  o)»  6»  ==^  +  ro8in(öo—  0) ; 
o,  ^ar  +  i-iCos(ö|— co),  b^  ^  1^  +  Tg  sin  (aj  —  00) ; 
n,  =  ;r  +  rjC08(of^«  co),     h^  =^  -hrssin(<^—  eo) 


\ 
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nder; 

1)  .   .     ^  ;r = «I  — Ti  cos  (flfj — so) ,    y  ^  6| — Ti  sin  {u^ — ö>)  , 

woraus  durch  Elimination  voi*  r^,  T]  ,  r^  f*»tgt: 

Od  61  ß  («Q  —  cu)  —  Öq  cos  (o^j  —  I  j)  =  X  sin  (ctq  —  w)  —  y  cos  (deg  —  m)  t 
a]  sin  («1 — m)  —  b^  cos  («i  —  cj)  =  a:  siu  («i  —  w)  —  ^  cos  («i  —  «»)  , 
a9aio(cf2"^  ö^)  — 6aCüH(«2  —  cö)=^;rsin{a2—  gj)  —  ^cos(% — w) 
Multiplicirt  man  diese  Gleich irn^en  nach  der  Reihe  mit: 

sin  (ai  —  cö)  cos  (a^ —  ci^)  '^  coh  (cfi  —  co)  s  in  {«j  —  ©)  ==  sin  (of|  — ct^) 
ein((%— fi))co8(ö^j—  ©)  —  cos(aa^üjj8in(cifo  —  ci>)z=sin(at^— «i^), 
sin  («,>  —  fi>)  cos  (ofi  —  tö) — cos  ((% — g>)  sin  (cf,  ^  cö)  =  sin  («q  —  cir| )  i^ 

und  addirt  sie  dann  zu  einander,  so  erhält  man  die  Gleichun«;: 
{ flosin  {cf^  —  £o)  —  Ä^^cos  {öQ  —  ctj)  I  sin  (%  — %) 
+ 1 ö|  sin  (cäfi  —  ©)  —^1  cos (c(|  —  cü)  (sin (% — ocq)  ^  ^ü » 
4-  i  %  si  n  (cf^  —  ü))  —  Ä^  cos  (or^ —  üö)  j  sin  {a^  —  cf| ) 
woraus,  wenn  wir  der  Kürze  wegen 

2) 

A  =  (ai>  s  i  n  ofy  —  h^  cn**  o^)  sin  (gj  —  a^) 
+  (flj  sin  öl  — b^  cos  cf|)  sin  (Oj— «0) 
y  (ff  jsin  %  —  ^a  *^'^**  ^  sin  (ctQ  ^ —  «1 )  f 

ß=  {rt(,cosci(j^-6(^sinaü)sin(a|  —  %) 
+  (fli  cos  Ui  "  61  sin  ofi)  sin  (% — of(j) 
I  (flacos «2  —  h%n\\\ u^ sin (ofo — «i) 

setaten,   sogleich 

ilcoa  Bö —  ^ainsä^^O, 
also 

3) 

erbalten  wird. 


tangöJ  =  ^ 
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Nach    den    Cleichup^^^iV,    von    cienen    wir    ausgegangen   sind, 
bat  man  nun  i'erner  die  lolgentleti  Cleichuegen : 

a(>-fii=roCü5(cfo-cö)-riCOß(i5f,-cü),  6d-6i— r0sin((Y^-ia)-ri8in(ßi-Qj); 

ff,-a^=ri  cos(ai-ct))-r2Cos(c^'-ci>),  bi-b^=^Ti  8ifi(öi^«o)-r2sin{«a-m) ; 

u,^«,^=raCos(aä-&iJ-r4jCos(ßQ-cü) ,  b^-'b^—r^BXn{&^-^)-T^B\u{a^-m)i 

alf^: 

(ct^— o^)ijiti  (ß|  —  m)  —  (^0— *i)  Cüs(ßi  —  öj)  =  r^iiin  (äj  —  «o) , 
(<?o  —  «1 )  t«in  (ofy  —  (ö)  —  (Äio  —  /jj )  cos  («o—  ß>)  =  r,  sin  {«i  -  a^j) ; 

" (ai  — fla) sin  {of^  —  w)  —  ((''i  — Ä^)  cos(«2—  cu)  =  r,  sin{ofa— «i), 
(«1  —  n^)  sin  (ß,  —  09)  —  {bx  -  Ä^)  cos («i  —  oa)  =  r^ sin («t— «j ) ; 

(«a  — ao)*">{ßfo  — <»)  ^  (/if.2— Äo)cos((Y„  — cq)  =  rjEsin(cä^— «a), 
(ff^—  eiü)  j*in  (%—  tö)  —  (ß»—  ^o)  <^o«  (fifj—  ffi)  =  Ftjsin  (ß^  —  a^) ; 

woraus  sich  zur  Berechnung  van  Tq,  r, ,.  r^  die  folgeiiden  Formeln 

fTgeben : 

4) 

(g<^— iT| )  sin  («t  —  Ol)  —  (Aq — 6|)  cos  f «t  ^  m) 
^iTiK—fito) 

(gg—  ^n)  *^'fi  ('^g  —  f^)  —  (^a  —  M  c^«  (t^g  —  cq) 
sin(ßo— «z)  ' 

(fft  —  "g)  si»  (0=2  "  <3a)  —  (^j  —  ^a)  cos  (ofa  —  dj) 
sin(ff^  — OTj) 

_  (a^  —  jj,  )sm  (c5£^}— -^m)  —  (^0  —  Äj )  CO»  (cu<j  —  m) 
sin  {of|  —  Wü) 

_  (Oa— rto)sinCftn — oj) — (6^ — 6p)cos  {cf(i  ~  co) 


(rt|  —  g^  sin  (fif|  —  co)—  (6|  —bi^f^n^{t(i^ — cü) 

""  sin(ff2— «i)  ~      ' 

Die  Formel  3)   liefert  für   das   zwischen  0  und  360**   liegende 

'  2wei  um    180'*  verschiedene  Werthe;    da  aber   diese  Werthe, 

We  sogleich  erhellet,    für  r^,  r^ ,  r^   zwei  Werthe  mit  entgegen- 

*fietzten    Vorzeichen    liefern,    die    Entfernungen   r^,  rj ,  r*£   aher 

ifcrer  Natur  nach  nur  [jositiv  sein  kuriiien,  so  kann  nie  ein  Zwei- 

^p1  bleiben,  ivie  man  den  Winkel   dj  zu  nehmen  hat. 
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NaeMca  mmn  auf  di^e  Weif^^  m  nnd  r^»  ^i*  r^  okai 
Zwetdeofigk^it  b^stimnit  liat,  findet  ntati  die  Coordrnatcii 
liiiti«i«t  dei  Formell!  1)* 

A  omerkon^.  Oas  hier  aufgelohte  Problem  Ist  das  Po 
fiot*»clie«  Die  Auflfisang  mt  aber  bier  so  gegeben,  da«| 
derselben  mit  der  ßoos«ole  angestellte  Messoogen,  nfmlicb  bl 
AUewiogeii  an  der  Nadel  der  in  dem  zn  bestimmeodeD  Pi 
M  aufgestellten  Boa«9ole  bei  ^ucce8i*ive  nacb  den  drei  gel 
nen  Punkten  Aq,  A^,  A^  gerichtetem  Fernrobr  %u  Grunde  gl 
worden  »tnd,  and  daher  die  Auflusang  aach  ganz  auf  die  \n\ 
für  alle  Megsongen  mit  der  Boo6«ole  entwickelten  Fundam^ 
formeln  ge^öndet  i^orden  i^t.  In  anderer  Weise  werden  w% 
da«  P  o  t  b  e  n  o  t '  nebe  Problem ,  wie  es  gewcibnlicb  aofgefasst 
in  Q.  7*  zuriickkfimiiieD. 

§.5. 
Vierte    Aufgabe. 

Wenn  man  die  Bouftsole  nach  und  nacb  in  den  Pail 
Aqp  A^t  A^  aufgestellt,  hei  jeder  Aufstellung  nacb  M  visirf 
die  entsprechenden  Ablesungen  üq^  «i  ^  ct^  gemacht  bat;  ao 
man  unter  Beibehaltung  der  übrigen  in  dem  Torbergebended 
ragrapben  eingeführten  Bezeichnungen  nach  §.  1.  2)  die  folge 
Gleichungen : 

r  a:==a<>+r(,coa(co  — cö),    ^  =  ^o  +  ro sin (o^— ß>) ; 
1)     <  a:  =  ßi  +  Ti  cos  (öl  —  m),    y  =  Äj  +  ^i  sin(cfj  — oi) : 

alio: 

ö(,Bin(aö— w) — ftQCos(of(, —  m)z^xs\n{ctQ — ©) — i^cos(oro— « 
«1  sin {cf|  —  m) — 6j  cos  («i  —  üs)  ==  ^ sin («i  —  tä)  — y cos {«| — ü* 
o^«in(aj— ö)— 6a  co«(aft—-ö>)  ^ä;«»in  (%—©)— ^  cos  (c^—ai 

woraus  man  für  I 

3) 

A^  (ö^sinoo — ^^ocoscfo)  sin  («i — ccj) 
+  (a,  sin  &i  — ^1  cos  cfj)  sin  (% — Co) 
+  (ßj  sin  ncj — ^3  cos  «j)  sin  (cc^ — «i) , 

B=  (oq  cos  «i;©  ^  6o  sin  «ty)  sin  {c|  —  o^) 
-f  (dicosai  •^6£Bincif|)siii(ci!:g — ^«q) 
+  («t  ^<*^  «i — 6«  sin  ö«)  siö  («0  —  *^i) 


in  der  nautischen  Geodäsie  geeignet  sind. 
HS  etieii  so  wie  Im  vorber^eh enden  Paragraphen  Giidet: 
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8) taiigß)  =  ^^ 

Ferner  erhält  man : 
J-a(,^ro cos(cf0-co)-r| cos(cifi-co) ,  bi -6q=Tq sin («q— tö)-ri sin(cifi-o)) ; 
-<ii=r|  cos  (a|-(a)-r2C0s(cfa— ßo),  63-61  =rj  ein  (a^—txij-T^smiii^-m)  j 
-a^—T^co»  (cif2-Gi)-roCoe(ciro-co) ,  bQ-ö^=r^s>\n(ccg-Q^) -roSiri(«o-cö) ; 
Meto  ganz  eben  so   wie  im  vorfieri^eli enden  Paragraphen : 

4) 
(flt  —  %)8in  (^1  —  m)  —  (6t  —  fip)  co^  (gj  —  tu) 

(a^^  a^  sin  {a^'-Gi)^(bQ^b^  CO»  {a^-—m) 
~  sin  ((%  -  c<j)  ' 

(a^ — c?i )i*ln  (g^—  ea)  —  (6.^  —  61) cos (gB-^QJ) 

*  sin  (&2  —  ^i ) 

(Qi  —  gp)  ain  (^o  —  cj)  —  (6,  —  6^)  cos  (gp— oj) 
~  sin(g, --ao) 


r^  = 


{Ufy —  fijj  8in  (gp  —  cfl)  —  (60 —  6g)  cog  (gp  —  ca) 

sin(gü  — ßj) 
(g^— ai)8]n(g|  —  ca)  — (6fl— 6))co$(g|  — cfl) 

ein(ßa  — <^i) 

Den  zwischen  0  und  360^  liegenden  Winkel  gj  niuss  man  wie- 
jderum  so  nehmen,  da68  Tqj  rj^,  r^  positiv  ausfallen;  und  bat  man 
fiul  diese  Weise  cd  und   r^,  ri ,  rj  bestimmt,   80   findet    man    die 

Caordinaten  x,  ^  mittelst  der  Gleichungen  I). 


§.6. 

Fünfte    Aufgabe. 

Man  habe  zi^ei  Systeme  dreier  Punkte  Jq,  Af^  A^  und  A^*, 
^i  *  A^,  Wir  wollen  nun  setzen,  dass  man  die  BouM^ole  in  j^ 
aufgestellt»  nach  A^^* ,  Ai* ,  A2  vmrt  und  an  der  Nadel  die  respec- 
^tven  Ablesungen  cf^o»  '^o  1  >  %2  gemacht  habe;  ferner  habe  man 
*ive  Boussole  in  Ai  aulgestelity  nach  A^'^  Ai* ,  A^  visirt  und  an 
^CT  Nadel  die  lespectiven  Ablesungen  u^^^  g||,  gj^  gemacht; 
endlich  habe  man  die  ßoussole  in  A^  aufgestellt,  nach  Ai^\  Ai\  A% 
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visirt  und  an  der  Nadel  die  respectiven  Abfef^tingen  o^q^  a^i,  ^ 
gemacht.  Wie  ^icb  nun  aus  diesen  Messungen  die  relativ 
Lage  der  «ech«  Punkte  Äq^  ä^  A^  und  A^\  Ai  ^  A^  bestimme 
lässt,  soll  jetzt  gezeijrt  werden. 

Zu  dem  Ende  wollen  wir  in  Bezug  auf  ein  beliebige«  rec 
winkligem  Coordin^itenf^ysteni  die  Coordinaten  der  Punkte 

Ä^,  Ai,  A^  reepective  durob  x^^  y^x  a:i,  ^i;  ar«,  "a?, 
und  die  Coordinaten  der  Punkte 

A^\  ^i',  A^*  respective  durob  w^\  ^/;  x^  >  y/;  s:^\  y%  \ 
bezeicbnen ;    ferner  sollen  die  Entfern iinpien 


A^A(^  *  -"0-^1  *  A^^Aq^  ;  AiA^  ^  «i^i  »  AiA^\  A^iA^^  ,  A^A^  ,  A%A^ 
beziebungs weise  durcb 


r.,„ 


'^oi  9   'oa  » 


'ao*   '41»   'SÄ 


bezeicbuet  werden* 


i 


unter    diesen    Voraussetzungen    haben    wir,    wenn    m   »eioi 
frühere  Bedeutung  aucb   bier  bebaEt,   nacb  §.  I.  2)   die  folgend 
Oleicbungen : 

1) 

arö'=^i>  +  r«^  .cos  («0  0  —  m), 

Xi'^^o  +  J'oi-cosKi  —  *»)i 
x^*^x,y  +  rp-j  -COS  K,  —  o>) , 

^i'  —  ^i  +  »"i  i  ■  *^oa  («i  1  —  (ö) , 
ara'=:ri  +  r,tt-COs(ß,s  — ©), 

;ro'  =  ^2 +  **««- COß(cf,o— m), 
a:i'  =a:a  +  ''a  1 '  cos  («j,  —  w), 
ar^'  =1^2  +  r-E,  -  cos  («SS  —  w) , 
Aus  diesen  Gleichungen  folgt: 

^i  — ^o  =  foe-  Cös  («00— 
=  roi.cos(aoi  — 


v<^' 

—3^0  +'-00 

.fl!n(ar.o- 

'^); 

yi 

^yo+^e, 

-8in(atj,— 

-m); 

.y«' 

=  yii+rn^ 

,sin(of,,,- 

■CD); 

!^o' 

=yl  +»"11. 

,8in(Q:|o— 

'«); 

B' 

=;yi+t'M 

,sin(«,i  — 

<ö); 

^a' 

==3^1  +'-14 

.sinCot,,— 

««); 

3fo' 

^ya+T-ao- 

8in{ttao^ 

©); 

iVi' 

=3^2 +  '-41' 

sin(o:^,  — 

cö); 

3^' 

=  3^a  +  *-8i- 

Stil  (Cfg,     -^ 

««). 

co)-rio.cos(ßirt— ö>) 

ßj)— rii.cos(or,i— ©) 


in  der  fiatWscAeti  Geodäsie  u^eignei  sind, 
m  -yo=roii'a»o(ofoo  — »)  — r|(,.8io(ütio — ü>) 


Ö7 


=  r(,i.co8(aoi  —  «ö)  —  rai.cos(oat  — ö) 

:=  7o2 . COS («02  --  Cü)  —  r^ .COB(a^  —  o), 

^«  —  ^0  —  »'oo* s»n  («0  0  —  es)  ^  T^sm (a^  —  eo) 

=  Tqi  .  BIO  (%i    —  q)  —  r^i  .  8111(0^21  ^  ©) 

=  roa.sin(ßo^  —  m)  —  r^^.äioCa^j  —  m). 
Also  hat  man  die  G I eich iio gen  : 

^.cos(«oo— <»)-*'io-cos(ai<,— w)— ro,.co8(ßo,— co)— riiXosCoii— ö>). 
^*«in(«oo-oo)— Ti  0*81»  («10-^  ß>J—r^,  1.810  Kl— oj)--ri,.sin{c(ji—ia); 
^raua  8i€h  Euf  der  Stelle  die  Gleichung 

lebt. 

Ferner  hat  man  die  Gleichungen: 

.  cos  («00  —  oo)  —  l'io  - CÜS(a^o^  ^) 

=  r„4.cos(«„a  — üjj — ri3,c(js(«i^  — w), 

^rB3.fiiD(aüa —  oj)  -^r,, ,  sin  («ja  ^ca); 
Zorans  sich  die  Gleichnng 

lebt. 

Auf  ähnliche  Arl  hat  man  die  Glelcbungen^ 

lro^-cos(*r|,o*-<ö)-T^^.co»(ß^^-cö)=r(,|.cosK,-©)-r,,.cos(«ji— oj), 

woraus  sich  die  Gleichung 

TLcii  XXX vm.  j 
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4) 

•       »'oo-SinKi  — «oo)  — »'«o-8>n(«2i  — ««o)  =  »'oi-8i'»(a«i  —  «oi) 
ergiebt. 

Endlich  hat  man  die  Gleichungen: 

Too- cos(aoo — »)— »"«0  •  co8(aao— o>) =ro2.co8(a,.  j— ©)— r2a.co8(a22— 

roo.sin(a,,o— cö)— r^o.sinKo— o))=r^2.sin(ao«~w)---r24.8in(ß22— < 
woraus  sich  die  Gleichung 

5) 

roo.8in(a,,— aoo)  —  »'2o'S»n(aa«  — a2o)  =  »'o2-sin(aa2— ofoa) 

ergiebt. 

Aus  den  Gleichungen  2)^  4)  ynd  3),  5)  ergiebt  sich  durch  £ 
Vision : 

roo.sin(an— ttoo)— rio.8in(ait^gt„)  _  sinCa^  —  ftpi) 
Too-sinK,  — aoo)— r.o.sinKi— or,„)        sin(aai  — a^,) ' 

roo.sin(aia--^aoo)— rjo.sin(tfta— «lo)  _  8in(«ta  —  «pj 
roo.sin(aa2,  — a^,o)  — rao.sin(a22— «20)       sinK«  — «o«) 

oder : 

'00 
s»n(ai«--aoo)  — r^-8>n(ai2  — «10) 


"oö 

woraus  man  die  beiden  Gleichungen: 


sin  («22  — «02)' 


-^sin(aii— aio)sin(cf2i— «Ol)-— ~^sin(cfi,  -«oi) sin («21—020) 
'^oo  "00 

=  sin(«ii-aoo)sin(«ai-aoi)  — sin(aii— «oi)sin(«2i  — «oo)» 
^sin(aia— aio)fi»n  («aa— «'oa)  — ~^sin  («la-  ao«)8"n(«2«— a«o) 

»^00  »^00 

=  sin  («12— «üo)  sin  («aa  —  «oa)  —  sin  («la— «oa)sin  («aa  —  «00) 
erhält. 


in  der  nautischen  Geodäsie  oeeignei  sind. 
Es  ist  aber: 
'2|8in(a,i— aoo)sin(a2i  — «oi)  —  siii(aii  - aoi)8«n(«2i— «oo)l 

=       C08(aii  —«00  —«21  +  «Ol) 

—  COS(0f,i  —  «00  +  «21  —  «Ol) 

—  cos  («11  —  o;oi  —  «21  +  «oo) 

+  cos  («11  —  «Ol  +  «21  —  «oo) 

=  cos(«,,— aoo-«2i  +«oi)  — cos(«ii— «01— «11  +«oo) 
=  2  sin  («00  —  «Ol )  sin  («i  i  —  «21 ) 

i   und 

i  2{sin  («12  —  «.,0)  sin  («22— •  «02)  —  'S'"  («12—  «02)  s««  («22— «00)  i 
I  =      cos  («12—-  «00  —  «22  +  «02) 

^  — cos(«,2  — «00  +  «22— «02) 

\  — cos(«ia  — «02— «22-t«oo) 

;  +  cos  («12  —  «02  +  «22  —  «00) 

j  =  COS  («1 2  —  «00  —  «22  +  «02)  —  COS  («12  —  «02  —  «22  +  «Oo) 

=  2sin  («ix>  —  «02)  ßi"  («12  —  «22)  5 
ftli^o  nach  dem  Obigen:  ' 

f  T 

psin(«,,— ai„)sin(«2i— «,,,)— -^sin(«,,— a„i)sin(«2,--«2„) 
=:sin(«.,^— «o,)sin(«i,  — «a,), 

-^sin(«,2  — «,Jsin(«,^-«(,2)--Z^s«n(«ia'~«o2)ß>n(«22— «20) 
==sin(«oo  — «oa)sln(«,,  — «,2); 
oder,  ^enn  wir  der  Kurze  wegen: 

A  =sin(«„— aio)sin(«2i  — «Ol), 
B  =sin(«,i  — «oi)sin(«2i— «2o)> 
C  =8in(«oo— «oi)sin(«ii— «21); 

A'  =  sin  («12  —  «lo)  sin  («22  —  «02) » 
B'  =  sin  («1 2  —  «02)  sin  («22  -  «20) . 
C  =  sin  («00— «02)  sin  («12  —  «22) 

setzen : 


fi). 
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woraus 

sich: 

A 

»•oo 

'oo 

7).   . 

CB' 
=  AB' 

-BC 
-BA 

r«,       CA'- 

''    r«,-AB'- 

-AC 
-BA' 

ergiebt. 

und  daher 

jetzt 

die  VerhSitnisse 

»■lo 

UDd    '■«» 

»-00 

bestimmt  sind. 

Aus  den  oben  zur  Entwickelung  der  Gleichungen  2),  3),  4),S 
benutzten  Gleichungen  erhält  man  aber  durch  Elimination  foi 
Tqi  und  r^a  leicht: 

roo .  sin  (cfoo  —  «Ol)— »"lo  •  ß"n  («10  —  «Ol)  =  -  ni  -  sin  («11  — «Ol)» 
roo.sin(aoo— «02)— no'Sin(aio  — aoj)=:  — ri2.sin(ais  — «oj) 
und 

roo.stn(«oo— «oi)-»'2o-s>o(a20  — «oi)=— »•ai-s"n(«2i— «01)» 
rrto-sin(aoo  — «02)— »•2o-sin(«2o  — «02)  =  -»'«2-s»n(a2a-ao2); 
also: 

11  Sin(a^,  — «oo)  Tro    8'P(«oi  — «in) 


8) 


und 


y) 


r„o        8in(a„— «Ol)       roo*sin(aii  —  «oi)' 

ria  ^  sin(«og  —«00)       Tio   sin  («02  — a,o) 
»•00       sin(aia— a^a)        To«  '  sinCa^a  —  c/o») 


sinCttox  —«00)  Tao    sin(go^  —  «g J 

sin(«ai  —«Ol)  »-oo'sinKi  —  aoi)' 

sin  («02  —  «oo)  r^o    sin  (og^^a  —  «ao)  . 

sin(aa«  —«02)  »-00  *  sin (««2  -  «0«) ' 


mittelst  welcher  Formeln  die  Verhältnisse 

Üi,     ü«   uod    ^,     ^ 

''oo       ''00  ''oo       ''00 

gefunden  werden. 

Endlich  folgt  aus  den  Gleichungen  2)  und  3) : 


(n  der  nautischen  Oeadäsfe  geeignet  sind. 
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,  »'oo  ^  ß<«i  Kl  -  «üi)       ^oo  '  sin («11  —  ^o,)  ' 

^  _  gm(flf|a  — QcK>)  _  »H»  ^  fiin(cf|a  —  cf|o) , 
f0o  ~~  «in  (^la^ßb*)       ^m '  sin  («la  —  fif^a) ' 

und  aus  den  GleichungeD  4)  und  5): 


10*) 


7^,0  ""  sin  (mji  —  c<oi)        foo '  sin  («21  —  %i) ' 

T^  _  sinf%^  — fl?oo)  _^  rap    ^in  (cr^  —  Rao) , 
roo        sin  (c£25j  —  ooa)       Tod  '  sin  (o^a  —  «02)  * 


iroduTch  die  Verhältnisse 


gefunden  werden. 

Also  sind  jetzt  die  sämmtlichen  Verliältnisse 

»"oi     J^ija.     »'to     ''ii     ^12-     ^'ao     *"aj     H^ 
— ■  >  —  -  »     - —  I  - —  j  - —  f     — '  j    ^ —  j    " — 

«kannt ;    und  da  nach  10)  und  10*)  die  Verhältnisse 

Inf  doppelte  Weise  he  rechnet  werden   können,    so  kann  dies  zu- 
gleich als  Probe  für  die  Richtigkeit  der  geführten  Rechnung  dienen. 

Nimmt  man  nun  einen  der  sech^;  Punkte^  etwa  den  Punkt  A^, 
ih  Anfang  der  Coordinateo  an,  was  offenbar  versfattet  ist,  setzt 
dso  :rf,^0,  ^0^0,  und  nimmt  ferner,  was  gleichfalls  offenbar 
^erstattet  ist,  den  positiven  Theil  der  Axe  der  x  so  an^  dass 
tt^O  ist;  so  kann  man  die  Coordinaten  der  sämmtlichen  Punkte 
nHtelst  der  folgenden,  sich  unmittelbar  aus  1)  ergebenden  For- 
meln leicht  durch  roo  als  Einheit  ausdrücken: 

11) 

ix:^*  =  T^^.£OBti^^,  2^0'  — »"oo.sinß^.o; 
Äi^z=roi.cosofoi.  ^i'  =  r^i.sin«„, ; 
x^'  =  ro2 .  cos a„3, ,     ^^'  =  r^^ . sin a^^  ; 

^Xi  — r,  i»cos«,i  =?/i'  —  rii.sinofi, 

=  a-B'— ri4»cos«,j,         —  jr«'  — ri^.sinc,,; 
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^4  =  ^0  —»•i 


tCOSCtf, 


=  jr2'  — fa^.COSCfga 


=^ya— »"li 


.SlDa^ 


Auf  diese  Welse   i^'t   unsere  Aufgabe  in  dem  Srntie, 
chem  dieselbe   gleich   am  Aüfaiif^e  dresee  Paragraph i*r>  aufgefi 
Word  er»  ist,    vollsüinrlig  gelik«L 


SechjBite    Aufgalte. 

Um  fiir  das  el^eiitllehe  Pothenot'sche  Pri^blem  eine  m 
Auflösuns^  zu  geben,  ivollen  wir,  ein  rechtHirikrr£»es  Coordinat 
»ystem  zu  Grunde  le^i-nd ,  annehmen,  da*«« 


Äq  ,      A^  j      /i  j 


r  reH 


drei  bekannte  Punkte,   und   dass  die  Coordinafen   dieser 
respective 

seien.  Ein  vierter  Punkt  «ei  A^  dessen  unbekannte  Cnordinab 
wir  durch  .t,  y  bezeifhnen  Hellen.  Die  als  ^egelH'ri  zu  betracl 
tenden  Winkel,  welche  die  als  von  den  Punkten  A^,  ^it  i 
ausgehend  gedachten  Geraden 


A^Ai^    AyA^,     4*2,  A^ 


4 


oder  Tiji ,  Ti2,  T'aoj  ^^^  ^''^  diese  Geraden  bezeichnen  irrdlen,  m 
den  positiven  Theilen  der  ersten  Äxeo  durch  die  Punkte  A^^,  Jj ,  A 
als  Anfangspunkte  gelegter,  dem  primitiven  Syeitenie  paralieb 
CoDrdinatensysteme  ei nsch Tressen,  indem  wir  diese  Winkel  vn 
den  positiven  T heilen  der  in  Rede  stehenden  ersten  Axen  & 
nach  den  ponitlven  Th eilen  der  entsprechenden  zweiten  Axen  hi 
von  0  bis  360^  zahlen,   sollen  respective  durcfi 


"oi  »     ^i^f     ^io 


\ 


bezeichnet  werden.  Die  unbekannten  Entfernungen  J^o»  ^^i »  ^ 
des  seiner  Lage  nach  zu  bestimnienden  Punktes  A  von  den  drc 
gegebenen  Punkten  A^,  A^^  A^  werden  wir  durch  r^,  Tj  ,  r^  he 
zeichnen,  und  die  von  den  als  von  A  ausgehend  gedaehtea  G« 
raden  AA^,  AA^,  AA.^  mit  dem  positiven  Tbeile  der  ersten  Ax 
eines  dem  primitiven  Systeme  parallelen,  durch  A  als  Anfan 
gelegten  Coordinatensysteins  eingeschlossenen  Winkel,  indem  wi 


■]fti  der  tmuUuhen  (ieoääaie  geeignet  sind. 


loa 


ese  Winkel  von  dem  positiven  Theile  der  in  Rede  stehenden 
'sten  Axe  an  uach  dem  |josil[vefi  Theile  der  ents|irecfi enden 
xneiten  Äxe  hin  von  0  Ins  3(iO**  zählen,  bezeichnen  wir  respec- 
tive  durch  o;,,,  «,  ^  ß^-,  "'**^  bemerken  im  Betreff  dieser  Winkel, 
ilas8  dieselhen  itatürfich  unbekannt  sind^  das«;  es  aber  offenbar 
immer  möglich  ist  —  was  weiterer  Erläuterung  hier  niclit  hedür' 
fen  uird  —  deren  Differenzen  mittelst  eiiien  nach  A  gebrachten 
uinkelmessenden  Instruments  durch  geeignete,  von  A  aus  vor- 
genommene Meiiijiungen  zu  hestlnimenj  so  dass  also  diese  Diffe- 
renzen im  Folgenden  immer  als  bekannt  angenommen  werden  kiinnen. 

Unter  di*'*«en  Voraussetzungen  hat  man  nun  offenbar  die  fül- 
lenden Gleichungen: 

[  ^1  "  ^0  +  ^üi  cosßn, ,     Äj  =  6(,  +  r^i,  ^innfy,  ; 


1" 

<    »2^  Gl  +71^005  a,j. 

^a^öi  +  na^inc^is; 

f 

^     «il  =  W2+rjoCOSCt5£o, 

*i>==^'3+  r^osintt^o; 

u. 

1 

/  «,— «o~niiC05?croi» 

6i— 6o  =  ro,  sinoft^i  ^ 

1 

\    «2— «1  =1^12  cos  Cf|a, 

6j-^6i=ri2si«(3fi2; 

1 

'    '^O  --  «2  —  T^[}  cos  Cfjü  , 

b^  —  b^  =  T^^^\nu^\ 

Und: 

. 

a,  -=  dr  4-  ^1  cos  «I ,     ^>i  =  ^  -|-  n  sin  «i ; 
da  =  :r  +  r2  cos  r^,     ö^  —  ^  +  r^ sin  «^  ; 


f3) 


a::=Otj  — r^,COSffo» 
^  =:  ffl  —  Tj  COS  ff  j  , 


^  =  Äi  — Ti  sinai  ; 
y  -^tf^ — ^r^sino^' 


1^)^ 


{roiCos«üi  +  rj 


Ins  den  Gleichungen  2)  erhält  man  durch  Addition  die  Gleichungen  : 
rj^cosflCia  +  r^ocosa^,,  =;  0, 
-I2^inai^  +  r^oSincra,^  =0; 
«Jas»  also,    wenn  G  einen  gewissen  Factor  bezeichnet, 
r0,  =  G(sinof|2cost3(2o  —  cosetri^siacf^o), 

Tja  —  G(slnCäf5rQC0S%i  — COS  «^(j  Sin  1^1 ) , 

fjQ  —  G  (sin  %i  cos  «12  —  cos  ofQi  sin  «i^) ; 
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^^H          folglich : 
^^H          und  daher: 

Toi  =  G  sin  (ßja  -  a^o) ,                                  J 
raü=  GsinKi-^cfia);                        ^H 

^M              6> 

^ir^o=sin(üri^-«Bo)'8iß('äSa«-««i):«ioC«oi-«i^^J 

^H 
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^^H                 Ferner  erhält  man  aus   den  Gleichungen  2)  und  3}    aufl 
^^H          Stelle  die  Glelehungeo:                                                                       ■ 

focogöo— ricoaoci  +roiCosßo|  c=:0,              .^^J 

^m 

ricosa^ — r^co8ct^  +  ri^co8cti^^0,               ^^M 

^^^^__    und: 

Ta cos «2  —  ro cos o^i^  +  ra^ cos €t^  ^ü;               ^^B 

j   r^sin cfü  —  r^  sin «i  +  roi  sin ß^i  =  0,                      ■ 

^r^  8) . , , , 

U  risincfi  —  r^sinßjj  +  »'i2ßin«ia=  0.                ^^| 

l   rasino^  —  »"ofi'^ö^  + ''zoß^"*^  — 0'                ^^M 

^^^^H          Durch  Verbindung  der  beiden  Gleichungen                      ^^H 

ro  cos cp  -  ri  cos«i  +  Tq  j  coscq  ,  =:  0,              ^H 

ro  sin  of^  — r^  sin  a^  +  r^  i  sin  ce^  i  ==  0 

^^V         erhalten  wir 
^^^^      Gleichutigen 

,   wenn   G^j  eioen  gewissen  Factor  bezeichnet. 

Tq  =— Gyi(©incfiCOßaQi  — cosö|8inö^i). 

Tfi   =      Goi  (sin  cfo  1  cos  a^, — cosa„3  sina^,). 

^^^^^  ako: 

rm=— Gui(ßinof(^coscfi  —  cosö^sinaj); 

/ro   =-GoisinK-Goi}, 

H 

;  n    =      GoiSin(«oi-«o). 

(  roi  =  -  Goi  sin  (a^  —  ffi) ;                               ; 

^^H        und  gans^  eben  so  erhält  luaT]  mitttelst  des  Obigen,  wenn  Gi^  tind 
^^B         ^so  gewisse  Factor en  bezeichnen :                                                  ^ 

>i   =-'Giasin(ßa"^«i»)»                         ^^ 

^m 

.    ,    .        ra  =      Giä8in(cyia~<^i).                         ^^ 

"  ] 

in  der  nautischen  Geodäsie  geeignet  sind. 
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11) 


7-0  =      ^2oöin(a2<,— «%), 


dass  also 

Tiir^:  Tia  =  —  §in  (%— «u) :  sin  («ift— «i) ;  —  siii(ffi— 1%), 

Auch  bat  man  nach  9),  10),  II)  die  Gleichungeo  : 

!Goi  sin  {<if,  —  0^1 )  =  Crao  sin  (»2 — <%o)  * 
Gl  2  sin  («a  ^  fifi^)  =  Cot  »in  («ü  —  '^oi )  * 
G^sin{cfü  — a2o)  =  Gi2siii(ßi— Äia); 
^80  duTcb  JUuItlptication  die  Relation  : 

Zur  Berechnung  der  Factoreti    G^,j  Girj,  G^o  hat  man  nach 
'9),  10),   11)  die  Formeln: 

15) 


14). 


Gao  = 


'<>i"mn(ai— öo)'     '^i^-sitiCßa— ixj*     "^°  ^ßm(fto  — -^ 

fSbei  nach  dem  Obigen   die  Entfernungen   r^^,  Tj^,  Ta«    und  die 
Differenzen    c^— <X|>,    ß^  — «i,    a^— »3  als  bekannt  vorausgesetzt 
werden  dürfen j   also  aach   die  in   Rede  stehenden   Factoren    be- 
i  kannt  sind. 

INun  ist: 
m  nach  den  beiden  letzten  der  Gleichungen  13): 
I  Gojsin(ao  — afli)=Gi,i8inta(v  — (ofö^%)-«isU 

[  GaosioCad— %o)  =  Ci^sinjofo  +  («^i  —  cfo)  — «u  j; 

glich  i 
s  i  G^ ,  cos  (x,,  i  —  Gl  2  cos  ((€fo  —  %)  +  ^12)  1  eincfft 

^■^       =  {  Go ,  ein cf^i  —  Gi^sin ((oto  —  %)  +  «j^i)  I  coa ß^, , 

^^y  |G,«coMaao  — Gj2COö(ßia-{ofi  — cfo))tsinof^ 

^^  =  I  G^^  sin a^o  —  Gissin  (ccj^  —  («1  -- «o))  1  cos «0  ; 

ITdraaa  sich  zur  Berechnung  von  a^^  die  folgenden  Formeln  ergeben: 

7* 
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16) 


Hat  man    mittelst  dieser   Fornjeh»  «^    gefunden,    so    ergSI 
«ich  %   lind  o^  mittelst  der  Formelfi: 

17).    .    .  .«1  =  «^, +(a,— ßo)»     C£4  =  ö^— (ao—<5ft); 
und  ffi,  r]  »  r^  erhält  man  mittelat  der  aus  dem  Obis:en  bekannten 
Formeln  ; 

iro  =  G^  j  sin  (tto  i  —  (ti)  =  6\2o«i"  (t«i  <>  -^^i^), 

endlich   die    Cnordinaten    /r,  ^   mittelst   der    Formeln  3),    die  «vi 
hier  nicht  wiederholen  wollen» 

Die  Formeln  16)  liefern  für  den  zwischen  0  und  360*^  liege 
den  Winkel  a^  allerdings  zwei  um  180*^  verschiedene  WertheJ 
da  aher  die^se  Wert  he  für  r^  und  r^  mittelst  der  Fornielii| 
rj  ^  6?(nsin(%j— Cfi),  r^  —  6r\2o8in(ßf.j0  — ß^>)  offenbar  Wer 
mit  entgegengesetzten  Vorzeichen  liefern^  aber  rj  und  r2  ihrer  Na^ 
nach  nur  positiv  sein  können,  so  kann  nie  ein  Zweifel  bleiben, 
man  den  Winkel  «f,i  zn  nehmen  hat^  und  auch  bei  der  Anwendn 
aller  übrigen  Formeln  bleibt  dann  nirgends  eine  Zweideutigkeit' 
80  das§  also  die  Aufgabe  sich  immer  mit  völliger  Bestlmmti 
auflösen  lässt.  Natürlich  kann  man  auch  die  W^erthe  15) 
Goi*  Cr^a,  G'g,,  in  die  vorstehenden  Formeln  einführen,  woduij 
man  die  folgenden  Ausdrücke  erhält: 

19) 
_ro^singotSin(gg-g])— riasin(g|— cf„)si"((go  — ga)-f< 
anga^i— ^^^  cosa^^,  sin(ßj— gi)  — ri2sin(flf|— ßo}c«s((«o— «2H-^ 


und 


ro  — 


20) 


n  = 


sin  (ß,  —  Kfl)    **^       sin  (cf^  —  %)    ***  * 

sin  (ata— %)  sin(crot  — ob) 

(«^_«j  »-i^- sin  K^<^) '■*>»' 


Sin 


'•»  = 


_  gl"  (ggo  --  gp)  sin(c|a— tti) 


8in((3^  — ofj)  *'*^       sin(aa  — ^1)  ''**" 


7#r  nmtmmm 


Mb  geefffmi 
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Es   möchte  jedoch  vielleicht  «telb^tt  einige   Vortheile  haben, 
erst  die  OFiis^eti  (?q|  j  Gi^^  G^o  z^  berechnen  ;  wenigstens  scWint 
Rr  dadurch  die  nnmeriscfie  Rechnung  nicht  weitläufiger  zn  werden. 

Wir  haben  hier  in  die  Formeln  ctf^i ,  e)fiar%o  "^^^  ^ai*  ^1%*  **») 
lls  bekannte  Grössen  eingetijhrt;  natürlich  kann  man  aber  diese 
BrDssen  aus  den  bekannten  Coordinaten  a^,  t^;  a^f  6| ;  a^,  t^ 
[berechnen;   denn  nach  2)  Ist: 


Liri)  tangooi^ 


öj  — dö 


tangcr|a  = 


Oft -Gl' 


tangiÄjo  = 


^o~ft» 


00- 


22) 

Die  Winkel  cfoi  >  ^i%*  <%>  niuss  man  zwischen  0  und  36(F  60 
limen,  dass  r^y,  r^^t  r^^  sSmmtlicb  positiv  ausfallen. 

Ich  will  diese  Auflösung   durch  das   r«>lgc^ndp  Beispiel  erläu- 
Die  Rechnung  ist  mit  den  trefflichen  Hreniiker'schen  sechs- 
ßlligen   Tafeln,    aber    nicht  ganz   mit    der    Genauigkeit   geführt, 
picbe   dieselben   zu   erreichen  gestatten.    Die  Winkel  sind  uäm- 
nur   bijs  auf  fünf  Secunden   genau  berechiiet,   eine  Genanig 
,    welche   fai^it  eben  so  leicht  und  bequem  2U   erreichen  war, 
wenn    inaii    bloss   hm  auf  Minuten    gegatij^en    wäre,    weil   die 
fein  voh  z<*hn  zu  zebi»  Secunden  fortschreiten,  welche  Einrieb- 
bg  eben  deshalb,    und   natürlich  noch  aus  vielen   anderen  Grün- 
I,  die  grfisste  Empfehlung  für  alle  Tafeln  verdient^  und  endlich 
nur  bis   auf  Minuten  gehenden  1'afeln  ganz  verdrängen  sollte, 
insofern  man   f^ieb  nicht  mit  noch  weniger  als  sechs  Decimalstet- 
I  len  begnügen  uill.     Wenn   im  Folgenden  der  ('ontrole  wegen  ein 
Hbd  dieselbe  Grosse  nach  verschiedenen  Formeln    berechnet  wor- 
I^Bn  ist,    so  klkinen   in  Folge  der  ganzen    Anlai^e    der    Rechnung 
Hese  Werthe  natürlich   nicht  ganz  mit  einander  Oberefnstinimen, 
Hreshalb  in  solchen  Fällen  als  definitiver  Werth  immer  das  arith- 
metische   Mitl^el    zwiischen    allen    erhake  neu    Werthen    angesetzt 
worden  ist.     Nach   diesen   vorläufigen   Bemerkungen,    welche   ich 
fÖr   nöthig   hielt,    wird   die   folgende  Rechnung  gewiss  gÄuz  ver- 
ständlich sein. 


Es  sei: 

05  =  +   90.8'=^+   08'; 


6o-  +  14«.3'=+I43', 
62  =  -llo.y'rn-^119'; 
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AJao  ist: 


ai^ao  =  +344 


64—64  ^—288 
6(j-"6a  =  +  262 


_  262_   m 

Besser  ist  es  aber,  bei  der  Berechnung  der  Winket  ctfi^,  ciA 
of^o  die  nicht  vereinfachten  Brüche  zu  beniit^eD,  weil  man  bei 
Berechnung  von  r^,,,  r^«,  r^^    doch  der   Zähler  und   Nenner  dfl 
selben  bedarf. 


Jog(ai—ao)  =  2.536558 
log  taug  ffoi  =8^78415 

log  (6, -61)^  2,459392n 
log(«a— ai}=:  2,079181, 
iog  lang  €^12=10,380211 

log  (60-62)=  2,418301 
logföo— ffa)=  2,3ä0248„ 
log  tangß^D  —  I0,068053ft 

01  e  Grossen 

^i  '^  ^o '     ^2  —  '^i 


%i 


~(  184  .19  .20 


_5    67o,22'.5r 
ßir— ^  247  .22  .50 


_<  130*^.  31'.  50" 
"^"^  310  .31  .50 


rt(j  — Oa 
sind  respective 

positiv,    negativ,     negativ; 
also   liefern   die   Winkelwerthe 

1840 .  19' .  W       670  ^  22' .  50"        310« .  31' .  50" 

för  die  Entfernungen  rpi,  ri»,  r^o  negative  Werthe>   und  dasselbe 
ist  der  Fall>   weil  die  C!rös^en 

^1  —  ^0  >     ^2 — ^i  y    ^0  —  ^2 


^^^^^^^^  der  mtu/lscAen  CeitdäBie  geeignet  sinü^^^^^ 

1Ü9          ^H 

spective 

positiv,     negativ. 

poslriv 

r  ^^^H 

id;    folglich  muss  man  setzen: 

^H 

1                          ^1=    40.  ly 

.20" 

^H 

^^                              «ia=247  .22 

.50 

;         ^H 

^ff                              «jo^I30.31 

.50 

^H 

Ferner  ist  nun: 

^H 

■          log(a,     fln)- 2,536558 

^^^H 

■              logcos«o,  =9,998763 

^H 

^^k           logro,=  2,537795 

2.537795 

H 

1          log  (6, —60)  =  1.414973 

2.537801 

^H 

1              log  sin  «0,  =8,877172 

5,075596 

^B 

■                    logr„,  =2,537801 

log  roi  =2.537798 

^B 

1          log  («a— «,)  =  2.079181, 

^H 

^^        logcos  0,2  =  9.585019, 

^H 

^t              logri.,  =  2,494162 

■2,494162 

H 

l          log  (&,  -  6,)  =  2,459392» 

2.494153 

^H 

^^        log  sin  «,2  =  9,965239. 

4,988315 

^H 

^B             logr,, =2,494153 

log  rj,= 2,494158 

^1 

■  ^     log  («„-flj =2,350248» 

^1 

1              log  coa  «20  =9313815. 

^H 

^^m               logr,o='2,537433 

2,537433 

H 

^^    log  («0- 6a)  =  2,418301 

3,537463 

^H 

1              log  sin  «^  =  9.880848 

5,074886 

^H 

"                    logr^o =2,537453 

log»'«i= 2,637443 

^H 

Jao  sind  die  deGoitiven  VVerthe: 

^H 

^                     logro,  =2,537798 

ro,  =344,98 

^B 

^B                 Ingr,  2=  2,494158 

r,a  =  312,00 

^H 

^^                logr,<,=2,537443 

rao= 344,70 

^H 

■  Wir  berechnen  nun  den  Winkel 

«0,     Zu  dem  Ende  Ist: 

^H 

1          «o-«4=- 130.53'.  0" 

tt,a=  2470.22' 

^1 

I                 ff,j=   247  .22  .50 

o!,-«o=— 18  .24 

^H 

Lq— a,)-f  a,a=   233  .29  .50        «„ 

>-C«i-«o)=  265  .49 

TSÖ           ^1 

llO    V runer t:    ßeometrttcAe  AufyabeH,  »eleke  *ur  AmeeiUhmg 

logroi  =2,537798 

log8inaöt=S>S77I72 

log  sin  (o,  -  «i) =9,727828 

1,U'2598  num.=  13,887 

•»g«'oi  =5  2,537798 

Iogco8aoi=9>9^^ 
log8in(«,— «t)=9,727628 

2,264189  nam.  =  183,734 

logria =2.494158 

log  sin  («1 —oo) =9,49920^ 

log  sin  ««b  -  «a)  +  «la) =9i905163. 

1,89852S  niiai.3t  79,164 

logri,= 2,4941(18 
log  sin  (Ol — «b) =9,499204. 

log  cos  ((«o— ««)  +  «i«) =9,7744l6.i 

1,767778  nam.=  58,584 

13,887  183,734 

-  79.164  —58.584 

—  65,277  1B35Ö 

65.277 
tong«6  =-|55;i5Ö 

log  65,277=1,814760 
log  125,250=2,097431 
log  tang  «0=9,717329« 


"=l 


152«.27M0«' 
332  .2?  ,10 


Iogr2o=2,537443 

logsin  «20  =9,880848 

ogsin  («,  —  «,)  =9,727628 

2,145919  num.  =139,933 

logr«,= 2,537443 
log  cos  «M= 9,812815. 
logsin  («j—«,)  =9,727628 

2,077886.       num.  =--119,643 


in  der  rmuUscken  Geodäsie  geeiguei  sind. 


lU 


bgri4= 2,494158 
I  og  «i  n  («0  —  «2)  ^  9,380 1 1  Zn 

Iag8in(a,2— («i  -c^))  =  9,1)98821« 

1^73092 

lo^ria^2,4Ö4I58 

iog  aiii  (üf0  —  cfj)  =  9,3801 1 3» 
loj?c08  («13  --  (ß,  -  «o))  =  8.806740» 

ojIioiT 

139,9S;3  -^119,643 

-74,661  —5,508 

65/272  - 1^^,151 

65,272 

log  65,272^1, 8147-27 
loi^J  25, 15  l=:i.097435 

log  taug  ß,,=: 9,7 17292^, 

_  1  1521*.  27' ,20" 
*"<>— I  33-2  .27.20 

Us  Mittel  wert  he  setzen  wir: 

_  l  152". 27', J 5'* 
"^-[332  .27.r5 
lau  Ut  aber: 

«,,=        4«J9'.20^  .1,,= 

cto=     15^  .27  J5  «0  = 


num.  ^74,661 


nuni.  =   5,508 


4M9\20" 
332  .27  J5 


-148  .  7  .55  «Ol  -ao=-328  ,  7  ,55 


sin  (offti  —  C(^)  negativ 

»m(cf,  —  ofo)    negativ 

ri  positiv 

»d  man  ntus«  also  f^etzen^ 

Co=152^27M5*' 


sin(ßoi  —  ofo)  positiv 

9 1  n  (tf|  —  ßo)  n  egati  v 

Tj    negaHv 


f/^,=    152^27M5" 
.gt,z-^18  .24  ,  0 


«1,=    fÖ2o.27M5" 
fl^j — «2=:  — 13  ,53  ,  0 


«1=    134  ,  3  .15 

Datier  haben  wir  folgende  Werthe : 

(ro=3l52ö.27M5" 
«i=:l34  .  3.15 

«^,=  166  ,20  J5 
Ferner  ist: 


«ft^    166  .20  .15 
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^^^                    «01=^         40. 19' .20" 

a^=  130». 31'. 50"       1 

^^^B              00,—«,=— 129  .43  .55 

«j=  166  .20.15         1 

ojo— ««  =  -35  .48  .25        f 

^^H                        logi-o,  =  '2,537798 

log  r„  =2,537443 

^^H        log  sin  (»Ol  — «■ )  =  ».H8595]  „ 

log  sin  («a,  —«,)= 9,767 198, 

^^^B 

2,304641, 

^^^V          log8in(a,  — tt(,)=9,499204. 

log  sin  («0  -  öa)  =  9.380113„ 

^^^K                            |ogra  =  2,924545 

log  ro= 2.924528 

2,924545                               ^J 

2,924528                               ^H 

5,H49Ü?3                              ^H 

^^^H 

=2,924537                               ^M 

^^^1                    n„=247».22'.S0' 

«01=         40. 19'. 20"       1 

^^^P                     «2=166.20.15 

«0=     152,27.15        1 

^^^^^H             0|t — "z=^  Sl  .  2  .•15 

«'«i-«b=-148.  7.55        1 

^^H                          toE;r,a  =  2,494158 

log  r„,  =2,537798    ' 

^^^1         logsinKa— <ta)~9.994672 

logsin  («0,  —«o)= 9,722605. 

^^^H                                      2.488830 

2,260403» 

^^^H         logsin  («,—«,)  =  9,727628 

log  sin  («,  —  «o) = 9.499204. 

^^^H                          logr,  =2,76120-2 

logr,  =  2,761199 

2,761202 

2,761199 

5,522401 

^^Hi 

:  2,761201 

^^H                       «M=  130».  31'.  50" 

B,a=247o.22'.50', 

^^H                        «0=162  .'27  .15 
^^^B             0,0— iio=-21  .55  .25 

«1=134.  3  .15 

«,a— «,  =  113.19  .36 

^^H                          logr,o  =  2,537443 

log  »'is= 2,494158 

^^H              log8iD(«M-«lo)  =  9>S72140fl 

1  ög  sin  (b,j  ~  «,)= 9,962968 

^^H                                       2.1095S3„ 

2,457126 

^^^B           log  sin  («0  -  ««)  =9.3801 13, 

1  og  sin  («a— «i) = 9,727628 

^^^B                          bgr,=2,729470 

logre=2,729498    | 

2.729470                                    J 

2.729498                                     J 

5,458968                                ^M 

^^^^B 

™    1 

Hl  Oer  naintickem  QtoäOttt  feetnuttiHd, 
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Iso  ist: 


logros  2.024537 
logri  s3,701201 
logras  2,729484 


ro  =  840,50 
ri  =  677,03 
ra  =  536,39 


Endlich  ist: 


logro=:  2.924537 
logeosffio  =  9,947747» 
Iog.ro«o8«o  =  2,872284, 

ro  cos  0^  = — 745,22 

<io=- 126,00 

ors-f  619,22 

logri  =  2,761201 
log  cos  «1  =9,842196, 
Ipg.rioosai  =:  2,603397, 

ricos«!  =  —  401,23 

ai=+moo 

;r=  4^  619,23 

logr,  =  2,729484 
logcos«a  =  9,987534, 

log.racosoa  =  2,717018, 

r,cosas=— 521,22 
at  —  +  98,00 
<t3=     619^ 

+  619.22 
+  619,23 
■f  619,22 
+  1857.67 

a:  =+619,22 

logro  =  2,924537 
logsin«(o  =  9,665073 

Iog.ro8iiifl!o  =  2,589610 


'l'l>.il  XXXVIU, 
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ro  Bin  c^o  =+388,70 
Äo  =  +  143,00 

3^-— 245,70 

logri  =  2,761  iOl 

log  sin  6|  ^^,856537 

log .  fi  si  n  ü!|  =s  2j61773S 

fi  sin  ofj  ==  +  414,70 

2^  =-245,70 

logr^  =  2J29484 

bgsioc^  =  9,373284 

log. r^smc^  =  2402768 

T^smu^,  =  + 126,70 
64  =  -119,00 

5^=— 245,70 

Mail  erbau   also  fOr  ^  immer   genau   denselben  Werth;  un^ 
CoardiDaten  des  zu  be^ti  mm  enden  Punktes  sind  folglich: 

a;^  +  619'.22  =  +  6P,9',22 

1;  =«245',70:^ -240.5',70. 

Von  diesem  Falle  liefert  Fig.  11.»  welche  mit  einem  Maassstab 
bei  dem  25  Ruthen  auf  den  preusstschen  Decimalzoll  gereebne 
worden  sind,  entworfen  worden  ist,  eine  genaue  Zeichnung.  MtB 
wird  durch  Nachmessung  an  derselben  nlle  oben  auf  dem  \Veg6 
der  Rechnung  gewonnenen  Resultate  bestätigt  finden,  so  weit 
dies  bei  einer  solchen  Figur  erwartet  werden  kann. 


§.  8. 

Siebente   Aufgabe. 

Wir  denken  uns  jetzt  zwei  Systeme  von  vier  Punkten: 

-^Of  -"1 »  -^2?  ^3     ^^d     A{y ,   Ai  t  Ä^  j  Ä^  ; 

im  Ganten  also  acht  Punkte^  deren  Coordinaten  in  Bezug  auf  ei 
beliebiges  rechtwinkliges  Coordlnatensystem  wir  durch 
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^0%   ^0 

bezeichnen  uolleo. 


.^iS^iJ    ^ft*yi;    J?sf 


Wenn  wir  yns  darch  Aq  al«  Anfang  ein  dem  primitireD  8y- 
^iteme  paralleles  Coordinatensystem  gelegt  denken»  so  sollen  die 
,foö  den  Geradeo 


mit  dem  pogitiven  T  heile  der  ersten  Axe  dieses  Systems  einge- 
schlossenen  Winkel/ indem  ivir  diese  Winkel  von  dem  positiven 
TÜieile  der  ersten  Axe  an  nach  dem  pogitiven  Theile  der  zweiten 
Äxe  hin  von  0  his  360^  zahlen,  respective  durch 

Wo»  9^0  +  ^oiJ  9^0  +  *^**  Vo  +  ^s 

bezeichnet  werden,  wa  die  Winkel  i%i ,  »02»  ^m  offenbar  jeder- 
zeit durch  geii^nete  Messungen  mit  einem  nach  Aq  gebrachten 
irinkeim  essenden  Inetrumente  bestimmt  «'erden  können,  was  einer 
«^eiteren  Erläuterung  hier  nicht  bedürfen  wird. 

Die  von  deq  Geraden 


AiAq  ,  AiAg  j  AiA%  3  A^A^ 

Dit  dem  positiven  Theile  der  ersten  Axe  eines  durch  Ai  parallel 
lit  dem  piimitiYen  Systeme  gelegten  Coordinatefisystems  einge> 
ehiossenen,  auf  ganz  ähnliche  Art  wie  vorher  genommenen  Win- 

lej  bezeichnen  wir  durch 

9i*  9^1  + «II.  ^+«12^  g'i  +  ßjs. 

die  Winkel  «n,  cfi^,  cti^  jederzeit  durch  geeignete  Messungen 
iit  einem  nach  Ai  gebrachten  winke! messenden  Instrumente  he- 
jitimmt  werden  können. 


^ 


l>ie  von  den  Geraden 

««3^0  »  A^Ai  t  A^A^  f  A^A^ 


mit  dem  positiven  Tfieile  der  ersten  Axe  eines  durch  A^  parallel 
mit  dem  primitiven  Systeme  gelegten  Coordinatensystems  einge-< 
«ehlossenen,  ganz  eben  so  wie  vorher  genommenen  Winkel  be- 
zeichnen wir  durcb 


9%»  93  +  **2i>  Wtt  +  %»>  9^a+^i 
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wo  die    Winkel  «^i  t  %»>  <^   mittelst  eines  nach  A^  gebracbl 
winkelmess enden  Instruments  jederzeit  bestimmt  werden    kDno 

Die  von  den  Geraden 


^s^o  *  ^%Ai  ,  ^3^2  »  A^A^ 

mit  dem  positiven  Tbeile  der  ersten  A^te  eines  durch  A^  pai 
mit  dem  primitiven  Systeme  gelegten  Co ordinaten Systems   einj 
schlössen en,  ganz  eben  so,  wie  vorher  immer,  genommenen  Wii 
kel  bezeichnen  wir  durch 


mt  «Ps  +  öai  f  Va  +  ^m*  99  +  **a3  * 


kMdn    ' 


WO  die  Winkel   a^i  ^  <x^^ ,  a^^  mittelst   eines   nach  A^  gebrac' 
winkelmessendeu  Instrument»  jederzeit  bestimmt  werden  kunnen. 

Indem  wir  nun  noch  die  Entferniingen 


A^^Aq  f  AqAi  t 

AqA^  ,  AqA^  ; 

AiAfy ,  AiAi  , 

AiA^  1  AiA^  ; 

A^Aq  ,  At^Ai\ 

A^A^  j  A^A^* ; 

A^Aq^  f  A^Ai  t  A^A^  t  A^A^ 
beziehungsweise  darch 


^00  f    ''üi^     '"oa»     ^m'f 
^10»    ''iiJ    '"ii*    ^la» 

1^30 »     ""ai  >    ^aa »     ''aa 


bezeichneti,  wollen  wir  jetzt  sehen,   was  sich  aus  den  nacli  dw 
Obigen  vorgenommenen  Wirikelmessungen  schliessen  liest       S 

Offenbar   haben    wir    unter   den    gemachten    Voraussetzungen 
die  folgenden  Gleichungen : 


1) 


j;q*  ^=  Xq  +  roo  ♦  cos  q^^ , 

^/  =  ^O  +  '■01  ■<i08(«^i  +flPo)  , 

^%  =  ^0  +  »"oa  -  cos  (ciQ2,  +  g>&) , 
.Tg'  =W0-^  r^^g ,  cos  (c^a  +  Vo) ; 


^ü'  =^3^0 +  *•(«•  sin  (jPo 

2^1'  —  3^0  +  >*oi  ^»in  ('»^oi  +  9>o)  t^ 

^a'  =  ^0 +»'oa '  sin  («og  +  9o) 
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■to' =  ari  +  rio .  cos  qPi , 

3^0'  —  Sfi  +  ''lo-sin 9i ,                          ^H 

^bi'  =  ^1  +  rii  .cos(ofa  +(j?i), 

3^1 '  —  3^1  +  '"11  ^  8*"  f^'u  +  951 )  -            ^^1 

■ap,'  =  a?,+r,j,cos(a,»  +  9Ji), 

ya  =  2^1  +r,^.8in(ofia  +  9i),             ^^H 

T  i%'  =  OTi  +  r,8 -  cos  C«i»  +  9i) ; 

«^s'  =  3^1  +  ^3  ■  sin  («13  +  9i ) ;             ^^H 

Bpo' =  ^8  +  »'to-cosg?a, 

3^0'  =  ^s  +  rso  <  sin  9t  >                         ^^| 

W^i    =  ^tÄ  +  »"ai  ^ cos  (<%  +  gPft), 

3^1'  =  3^« +^ei  ^  8»o  (%i  +  Va)  ^             ^^| 

■^t'  =  ^a+  faa  •  C08  («84  +  9a) , 

3^1'  =  S^a + T^s\ik  (of^a  +  9a) »            ^^^ 

"  ara' =  ar,  +  rj|3  •  cos  (cfaa  +  <Pia) ; 

m'  =  m  +  ^^  *  sin  (oTaa  +  9a)  J             ^^| 

Hä?o'  =  ^3  +  «'30  ■  COS  93  » 

3^0'  ^  ys  +  »-sa-  siß9»,                         ^H 

B^i'  =  ara  +  Hi .  cos  (ß^i  +  qp^) , 

3^1'  =  S'a  +  J^ai  ^  sin  Kj  +  9^) ,            ^^M 

H^s'  —  ;r3  +  732  •  «^os  («aa  +  W^) » 

W  —  ya  +  rsa  *  «»in  (%a  +  fl»3 )  1              ^^^ 

H. JT^'  =  :ir3  +  rga .  cos  ^3  +  9s)  ? 

^3'  =  ya  +  »*89  ß'ti  C«»8  +  9a)-             ^H 

H     Aus    der    ersten   dieser  vier 

Gruppen    von  Gleichungen  er-        ^^^H 

^klt  man: 

^^H 

■                   V— a:i'=r^.cos9o 

— r(„  ,  cos  (ß^i  +  94^),                                ^^H 

^                  aro' — J^a'  =  »-(la  *  cos  q,^  - 

-ru^,cos(c^  +  9j,                                ^^1 

H                   ;r,v'  - x^'  =  roo<  cos 90  - 

-roa.cos(ao3f  9o);                               ^^H 

m    .               W-3^i'  =  ^cM»«>n9Po 

-r»,  .sin («Ol  +  9o),                                ^^M 

H                     ifo  —  $%  —  ^m '  s^^n  9^0 

-  ^oa  *  "^11^  (^oa  +  9^0)  f                              ^^M 

^                      ^o'--3f3'  =  ''üo  «810  90 

-  ro3 .  siD  (cfoa  +  tpo) ;                               ^^H 

•(^0'  -  a:i')  sin  («oi  +  9ü)  —  (:?^o'  — 

^i ')  cos  (%|  +  9o)  ==  Tüti .  sin  tt^i ,           ^^H 

1 »  (^a'  -  ^2')  sin  («ba  +  9o)  —  (i^o' "- 

y^')ain  (i^«^  +  9^)  =  roo-äiuc^,           ^^H 

L    (Xa'  —  ^Ta')  sin  («os  +  9«)  --  C^^o'  — 

^3') stn  (1^03  +  9(})  ^  Fq^.  sin  a^^ ;           ^^H 

Hm  folglich,  wenn  der  Kür^e  wegen                                                              ^^^H 

W               i  ^n=  (^0'  -  ^1 ')  sin  Oüi  —  C^^ö' "  3^1 0  cos  «Ol .                           * ^^H 

^2)    .    .    1  ^05t==(V  — ^a^)sinc^— (3^o'-^ft')cosßoa,                             ^^| 

H                '  -^09  =  («o'  ^  a?a')sin «os 

t  —  (W  -  ya')  coa  «03                               ^^M 
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und 

!Boi  —  {xq^^Xi*)  cos  coi  +  (^o'— 3^1')  sb  «*oi , 
J^w  =  (^0'  —  ^a')  cos  «02  +  (^0' — y^')  sin  «TO » 
^m  —  i^Q  —  ^3')  cos  %»  +  (yo'  --  ^3')  sin  tt^ 
gesetzt  wird: 

Am  +goitanggp  _  slno^i 


wordu^  sogleich : 

4)  .    .    , 


Aa  +  JB^os  taäng  <5Po       sin  o^^ ' 


taiiem  _.      Ai  ^in  «Qg—  As  Bin  c^i 
^  ^^  Bqi  81  n  Qfoa  —  Boa  sin  <^oi  ' 


folgt. 


I  .^„         _      A^^'n gf^a  —  A3  s'"  ^^ 

f   iaiigqpA= — "5 ; n — "* 

\         ^  ^^  Btj2  sin  ä(j3  —  i^og  isi  n  Ooa 


Also  hat  man  die  Gteichurig; 

(Ai  sin  c^— Aa^in  «bi)(^oa  sin  «03  —  ^üs  sin  «oa) 

—  (Af^ sin ö(ja  —  Aa  si"  «oa)(^oi  sin cf^^  —  B^^ sin «oi) , 

woraus  nach  gehöriger  Eiitwickeluiigi   wenn   man    zugleich  du 
sinßö  dividirf,  folgt: 

( ^offi  ^m  —  -^03  ^02)  s  i  n  ofoi    1 

5) +(-^03^01— Ai  ^03)  S'n%a  r=0. 

+  ( Ai  ^oa  —  -^cra^oi)  *^i  n  a^^ 

Nach   leichter   Entwickelung    findet  man   aber^    wenn  der  Kl 


wegen : 


6) 


und 


7) 


i  Bas  =  (V'-^aOC^o'— 3^30"-(a:o'"^3')(3^o'— 3^äO> 
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it  wird : 


¥ 


^m^m  —  As  ^01  —  ^23  sin  {u^  —  «oa)  +  »23  cos  {u^  —  %»), 


[folglich  nacb  5) : 


8) 


t  Jl^ssio  («oa— «oa)  +3?aaC08  (a^a  —  «03)  [sin  u^i 
+  I  Jjia  um  («Ol  ^«oa)  +  »lacos  (a^i  —  «oa)  *  «in  «oa 


an  ist: 

lÄoi  sin  (n^  —  f^)  =;  co8(fl^i  —009  +  «03)  —cos  (ocpi  +  %)i  —  Ooa)i 
pin  «Oft  »in  (<%a  —  %i)  =  cos  (coi  +«04^  ««üs)  —  cos  (— c^i + cioa  -{-^3 
Jpta  «09  s*  w  («Ol  —  <%ft)  =  «ÖS  (—  «Ol  +  ßoa  +  o^os)  —  coß  («oi — «oa+ao«  J  5 

ii^jifiin  («oa  —  c%3) +8IH  %2  sin  («^)a  —  «oi)+8in  «OB  sin  (ixoi -^^^ 
was  wir  hier  übrigens  bloss  beiläufig  bemerken ; 

icS(>i  cos  («oa— öfoa)  =  «in  Ki  +  a^a—  «os)  1"  sin(ßbi  —  «(oa  +  «<»)f 

1d  «oa  Cöö  (<^s -— <^i )  ~  «»"  ( — *^i +'*oa  +  «oa)  +  s"  n  (0^1  +  «i^a— «^ 

1 CE03  cos  (<^i  —  c^)  =  si  n  (tt^i  —  ß^a + a<«)  +  sin  (— ciioi  +  «oa  +  0^^ 


I  u^i  cos  (öoa  —  «oa)  +  «'in  fi£oa  cos  («03  —  of^i )  +  sin  &^^  cos  (ofoi  -  «Soi) 
fo  (—  ö<>i  +  «oa  +  «foa)  +  sin  (%i  —  ß^a  +  ^a)  +  ß«n  («01  +öoa-*ßb»)- 

Hieb  ist  nacb  der  ersten  dteser  beiden  Relationen  offenbar: 


in  der  nauHschm  Geodäsie  geeignet  sind. 
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Fuhrt  man  nun  dies©  Aufidriicke  in  die  obige  Gleichting  8) 
in,  60  erhält  man  die  folgende  Gleichung  zwischen  den  Cnordi- 
ilen  der  Punkte  Aq',  Ai  ^  A^%  A^*i 


^ 


(9) 


=  0. 


(aro'ari'  +  yo'y/  +  x^*x^'  +  y^*y^*)  sin  ««i  sin  {u^—u^ji) 
+  (:r,/;r9'  +  ^o'ya'  +  ^s'^i'  +  ya':^!')®«"  «ot8«n{ßo3  — «oi) 
+  (JPo'^a'  +  y^yn  +  ^i'^a'  + «/i'S^aOsin  «öa  «*«"  (<>foi "  «^02) 
L  — (^oV/  -  :yo'^i')  <-'<>«  «foi  sin  («04—  «oa) 

r  -  (^o>a' — yo'-^'iO  *=os  «ifö«  sin  («os  —  «oi ) 

I  —  (^o'^a'— yo'^a')  <^«s  «^a  »»"  Ki  —«02) 

k  +  (^a'^a'— ^a'^a') «""  ^m  C"S («o^—  0^3) 

^^^^^  +  (^1  *y%—yi  '^2'}  sin  «^03  cos  (c^oi  —  «oa) 

180    wie    man    diese  Gleichung  aus  der  ersten  der  vier  Grup- 
Ton   Gleichungen   in    1)   abgeleitet   hat.  kann  man  aus  jeder 
eh 


[»drei  übrigen  dieser  vier  Gruppen  eine  ganz  ähnliche  Gleichung 
die    vorstefiende   ableiten;   und    man  erhält  diese  drei  neuen 
chungen  aus  der  vorstehenden  sehr  leicht,  wenn  man  in  die- 
le tzteren  für 


p^h    und  nach  re^pecthe 


«111    «12*    «13  = 
fiCgl  f    «Ja  *    %3  » 

'^aiJ  *^ai'  *^33 

wie  8ich  ans  den  Gleichungen  1)  unmittelbar  ergiebt.     Na- 
Itcti  lassen  sich  auf  dieselbe  Weise  au«  2),  3),  4}  leicht  Aus- 
rücke für 

tang^jj.  tangqp2,  tang^sj 

hielten^    welche  wir,    eben    so   wie  die  in  Rede  stehenden  Glei- 
ihaogen«  hier  der  Kürze  wegen  nicht  besonders  mitth eilen  wollen, 

itil    die    Ahlei(un£:   uuä  den  vorher   gefundenen  Gleichungen   und 
?ornieln  in  der  Thnt  nicht  dt?r  mimlesteo  Schwierigkeit  unterließt. 

Zwischen  den  Coordinaten  der  Punkte    .^^j',  Ai\  A%\  A^*  ha- 
^l  wir  nun  aber  auf  diese  Weise  vier  Gleichungen  gefunden,  was 
des    Folgeoden  wegen  wohl  zu  beachten  hat. 
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3^0- 


üm   die   Gleichung  9),    uird   natürlich  eben  so  aaeh  die  drei   '' 
anderen  ihr  ähnlichen,   zn  verernfachen,   wollen  wir,  was  offenbar  ^ 
verstattet   ifit ,    den    Punkt   Aq*   als   Anfani;    der  CoLtrdiuaten    an 
□ehmei),  also 

setsen,  wodurch  die  Gleichung  9)  die  folgende  Gestalt  erhält: 

10) 
1^         (x^'a:^*  i-y^%*)  sin  üq^  sin  (cc^—cto^)  ^ 

+  (a:, '%'  +^,  *tf^*)  sin  ß^a  sin  (co,  -  ßQ^) 
+  (ar»^a'— y«'^30s'n«foi  cos(ofo2-«o3) 
+  (^3>i '  ^^3  *^i ')  8»  n  «oa  cos  («03  -  Ooi) 
+  (^i  Vit' — ^1  '^a')  **«"  ßoa  cos  (öfoi  -  «1,2) 

Eine  ir  eitere  V  ereinfach  nn»  diei^er  Gfeichuri^  wird  ah  er  er- 
zielt, wenn  man,  was  offenbar  ebenfalLs  veratattet  wt,  die  Äxe  der 
X  durch  den  Punkt  Ai'  legt,  also 

setzt,  wodurch  die  vorstehende  Gkichnng  in    die  folgende  fiber- 
geht r 

H) 

(^t  a;s'  +  y^'ifi')  sin  0^^  sin  (a^^  -  «os) 
+  ar^'^Ti '  «in  %^  sin  (%3  —  cc^i ) 
+  a:,  '^2'  sin  ofoa  »m  (ßfoj  -  a^^) 

+  Oa'^i'— .Va'^aO  sincfoi  co8<<%b  —  ns^a) 
— ^g'jTj '  si  n  «0^  cos  (003  -  «Ol ) 

+  ^1  '^»'  8>  n  «oa  cos  (c^oi  —  «ba) 

Aber  auch  diej^e  Gleichung  ist  noch  einer  bemerke nswertbe 
ümformimg  fähig.     8etzt  man  nämlich: 

12)   ....    a^^'^3^i*^ii^\  ff^*^v^' 

und  bemerkt,  das«,  wie  leicht  erhellet: 

sin  «Ol  'S!»  (fifoü—  «ci«)  +  s'»«  «cja^Jn  («03  —  fl^i)  —  —  sin  «<>a  sin  (o?oi— %*)*' 

sin  o<>i  cos  (fi^2  —  ßf,a)  —  sin  titf^»  cos  {«03  —  «01 )  =       cos  «^3  sin  («^i  -**^j 


=  0. 
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sa  erhält  man  niUlelst  elofacber  Keclinung  die  fotgende  Gle\- 
lg: 

13) 

+  a?i'%'  sin  «03  cos  (%i  —  ct^) 

+  («a'ara'  +  p^'^a')  «»"  «oi  «'« («dt "  «^o«) 

+  («a'^a'— ^^i'^sO  »<»i  «Ol  <:o«  («oä  -  %a) 

Dividirt  man  aber  {liese  Gleichung  durch   ^] ':?]'*),  so  erhSit 
die  folgende  Gleichung ; 

14) 
(1  +  %--%)  ein  cToa  8'"  («oi  —  «oa) 

+  r^.ß>n«o3coe(«o,  —  «oj) 
^1 

+  ^,  coe  ao3  sin  («^j  —  a,^)  V  =  U , 

(«4*    a:J      13«'    üa'\ 
i,'    iT'  +  ^'    xT'/  "'" ^'  ^"^  («0^-  «03) 

■«tclie  in  dieser  Form  nur  die  vier  unbekarmteii  Grössen 

*^t        ^i        ^1        *^\ 
Dthält. 

^ Setzt  man  aber  in  dieser  Gleichung  für 
esiebungsweise  und  nach  uod  nach; 


♦)   Wir   nehmen  an,    dnns  :r,'    nicht    verAnhwjtidet .    iilmi    die   beiden 
lete  i4,/  mid  4/  nicht  zu sa in men fallen. 
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«,1^  «12*  ^18  5 

^l>    <^>     ^99 

«81  >   ''^^   «88  5 

so  erhält  man  drei  neue  Gleichungen,  welche  mit  der  vorste 
den  Gleichung  zusammen  ein  System.  ▼911  vier  Gleichungen 
sehen  den  unbekannten  Grossen: 

'      •    ari'*     xi'*      xx'*     xx' 

bilden,  die  sich  also  mittelst  dieser  vier  Gleichungen  bestim 
lassen. 

Setzen  wir  der  KOrze  wegen: 
15).  .  .  c;-^^,,    ^-^^.;    -^-x^'r   ^"x^'' 

so  nimmt  die  Gleichung  14)  die  folgende  iSestalt  an: 

16) 

(1  +  J7—  X)  sin  «03  sin  («oi  —«02) 

+  rsinao8COs(aoi— «0«) 

+  Fcos  «08  sio  («61  —  «0«) 

+  ( VX  +VY)  sin  «Ol  sin  («02  -  «08) 

+  (ÜF— rA')8inööiCos(ao2— «03) 

Aus   dieser  Gleichung  folgt  durch   Division  mit    V  die 
-  chung: 

17) 

p sin  «03  sin  («Ol  —  «02)    ' 


=  -  sin  «03  cos  («Ol  — «c 


+  y  cos  «03  sin  («Ol  —  «62) 

^ÜX±VY  .  .  , 

+ y sin«oi  sin(tt^  —  «03) 

+ y Sin  «Ol  cos  («oa  —  «08) 

und   bildet  man    nun   auf  die  aus   dem  Obigen  bekannte  \ 
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die  ilrei  anderen,   tlieser  analogen  GleickungeD,  so  hat  man 
cheo  den  vier  unbekannten  Grü^seu 

ftifieare  Gleichungen ,   mittelst    welcher  sich  diese  vier  iinhe- 
en   Gmssen  ohne    Schwierigkeit    hestimmen   lassen.     Setzen 
Buti,  dass  man  aul'  diese  Art  gefunden  habe: 


kf  I7-.Y 


=  fl,      P^^' 


18) 


^^c, 


ÜY^VX 


—  d 


lU) 
V—X'-=.aV,     Y=ÖV\    nX^VY^cF,     ÜY-FX  =  dV; 

Ergeben    mch    au8   den    drei    let/.ten   Gleich ungen   die   beiden 
ihtingefl : 


jgfegPg 


C7A  +  ßF«  =  cP,    bü—X  =  d. 


tbindet  man  aber  die  beiden  Gleichtmgen 

einander»  ^o  erhält  man: 

(l-Ä)P==«r— l— £«,     {l-b)X=h(ar-^l)-d; 


I  {i-b)^üX  =  (l+d-aV}ib  +  d—übV), 

1  folglich ,  wenn  man  dies  in  die  Gleichung 

,  ÜX+bV^  =  cV 

ährt: 


iX 


I  aus  man  nach  gehöriger  £nt Wickelung  zur  Bestimmung  von    F 

(folgende  Gleichung  des  zweiten  Grades  erhält; 
20) 

«t  +  (l_6)i)P»^{^(l_Ä)H«(26  +  (l+i)«/)|F+(l+*Q(6+ii)=a 
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ü,    Xf    y  mitMst   der    folgeudeTi,    aus   dem   Obigen    bekaonten 
Gleichungen : 

21) 

Dividirt  man  di«  Gleichung  16)  durch   V.  so  wird  dieselbe: 

22) 
l+ü-X 


-siDito3Sin(ao,  —  «oa) 

F 

+  y«in«ojC08(«ui— "oa) 

UX+VY 

r 
vr—vx 


=  —  cos  i^jj  sin  («Ol  ~  «W ' 


I 


8m«oißm(«OT  — ofoa) 


+ p- —  sin  cfoi  cos  («oa— %3) 

und  bildet  man  nun  auf  hekannte  Weise  die  drei  anderen  analo- 
gen Gleichungen ,  so  hat  nuin  wiederum  vii^r  lineare  Gjejchun^en 
Kwigctien  den  unbekannten  Grössen 

l  +  V^X       F       UX  +  VF      ÜY--  VK 
y       »     Y*  r       *  ¥        ' 

aus  denen  sich  die.se  unbekannten  Grossen  bestimmen  lassen, 
wodurch  man  \ 

23) 


II 


Y 


V 
Y 


oder 


I7A+ FK 


24) 


VY—VX 

y 


^d 


l  +  ü'~Ä=aY,     F=bY,     C7A+ FF^cF,     ÜY-VX^dY 

erhalten  mag.  Aus  den  drei  letzten  Gleichungen  ergeben  sieb 
die  Gleichungen ;  ÜX  ^  hY^=^cY,  ü  —  bX^:zd.  Verbindet  man 
aber  die  beiden  Gleichungen  ?7— X=aF— 1,  ü^bX—dmi 
einander^  so  erhält  man  : 

-{\—b)X^aY~l-d,    (1— 6)l7  =  *n— aF)  +  d, 


(l-ft)«l7A  =  (l+rf^«F)(Ä+fl^a6F), 

und  folglich j   wenn  man  dies   in   die   Gleichung    UX^bY^^tl 
umführt: 
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löraue    sich    nach    t^ehcinger  Eiitwickeluiig  2or  ßestiminung  ?on 
r<tie  folgende  tileichufi^  des  zweiten  Gradee  er^iebt: 

ft|a«  +  (I-6)*ir«  — ic{l  — 6)*  +  a(26+(l+6)rf)|K 


=  0. 


Hat  man  mittetst  <ticBer  Gleichung  Y  bestimmt,  so  ergeben 
■ich  X,  V,  V  mittelst  der  rolj^endeii,  ans  dem  Obigeh  bekannten 
Gleichungen : 

(l^b)Xt=,\^d^al\    (1— 6)l7^Ä{I'-aI)+<f.     V  =  bY,.v 

Jede  dieser  bpiden  AiiOiiSdui^eri  kann  bei  der  Bestimmung  der 
vier  unbekannten  Gri^fssen  au.^  den  vier  linearen  lileichnn^en  auf 
das  Symbol  de**  Unendirthen  ftihren,  wa^  bei  der  erj^ten  Änflö- 
8nn^  jederzeit  der  Fall  sein  nMi.»is,  wenn  Fiz=0,  pj'^^ü,  ^^':=0 
ist,  wenn  also  die  drei  Punkte  AJ ^  Ai' ,  A^  in  einer  (leraden 
liegen;  bei  der  zweiten  Auflü^inn^,  wenn  Ki=0,y3'=^0  ist,  wenn 
ibo  die  drei  Punkte  A,/,  Aj%  A^*  In  einer  Geraden  liegen« 
Träte  al^üo  einer  der  beiden  in  Rede  stehenden  Falle  ein,  eo 
ftfirde  man  dann  immer  die  andere  AnfNJeäiinLj  anzuwenden  haben. 
Träten  aber  die  bei f Ion  in  Rede  stehenden  Falle  zuj^leieh  ein, 
ns  jederzeit  gest'hehen  nHisste,  wenn  ^/^—^t  ^a'^ö  wäre,  wenn 
alao  die  vier  Punkte  A/ ,  Aj%  yl^'?  ^^z*  J"  einer  Geraden  liegen, 
80  würde  keine  der  beiden  vorhergehenden  Auflosunijen  bratich- 
ht  sein. 

tln  einem  solchen  Falle   wäre   aber    F  =  Üj     F^:0,    nnd  die 
ichung  ]6)  v?{irde  also  folgende  Gestalt  annehmen; 

•27) 

(l  +  ü— A)sin*%3sin(a^,  -a^^)  +  f^'^sinöpi  8>n(c£o2— ßos)  =  0 
oder 

28)    ( 17 — JC)  sm  Ö03  sin  (%i  —  a^)  +  DXti'm  u^i  si  n  (a^ — «qj) 
P  =^  —  8in  e^a  $in  (t^oi  —  %*) : 

unrl  bildete  man  hierzu  nur  noch  eine  zweite  analoge  Cvlercbung, 
so  würde  man  zwigichen  den  unbekannten  Grossen  V—Ä  und 
CÄ  zwei  lineare  Gleichungen  haben ,    an*»  denen  yieh 


») 


Ü-X=tt,    üS~b 
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finden  lassen,  woraus  sich  dann  auf  allgemein  bekannte  Weise 
ferner  ü  und  X  ßelbßt  durch  Äuriifsung  einer  Gleichung  des 
zweiten  Grades  ergehen ,  was  einer  weiteren  Erläuterung  hier 
natürlich  nicht  bedarf* 

Hat  man  nun  Ü,  F,  X^  V  gefunden^  so  erhält  man  %',  i^'; 
Xj',   tj^*  nach  15)  mittetat  der  Formeln  : 

30).    .  tfV=ü^i'.  fa'=^^^i';    ^3'  =  X^,',  3fa'=I>i'; 

natürlich  alle  diese  Grössen  bloss  durch  a^i*  gewif^sermasserr  als 
Einheit  ausgedrückt,  indem  sich  selbstverständlich  unter  den 
gemachten  Voraussetzungen  gar  nicht  mehr  finden, 'gar  nicht  mehr 
leisten  lässt,  da  wir  ja  angenommen  hüben,  dass  blosse  Winket* 
messungen  gemacht  worden  seien;  nur  wenn  ^j'  noch  seihst  «;€' 
messen  worden  wäre,  wurden  sich  die  wirklichen  linearen  Werthp 
der  übrigen  Coordinaten  unil  Entfernungen  bestimmen  lassen,  Ist 
dies  aber  nicht  der  Fall^  so  genügt  es,  in  allen  obigen  Formeln 
.T|^  ^^  1  ÄU  setxen,  wq  dann  die  von  A./  nach  A/  hin  gehetfde 
Gerade  als  der  positive  Theil  der  Axe  der  .t  angenommen  wor- 
den ist. 

Hiernach  wird  nun  der  Winkel  qc?^  mittelst  einer  der  hei^leii 
Formeln  4)  bestimmt ^  und  /o^  ergiebt  sich  mittelst  einer  der  Ibf- 
genden^  aus  dem  Obigen  bekannten  Gleichungen: 

31)  j 

(:ir/  — a:^')  sin  (ä„^  +  9o)—l^o'  -  :y/)€osK,^  +  ^,,)  =  r„^.Bm(z,^ 

(x^'  —  a:^*)  sin(ßf^,,  +  ipj  —  (3^/— 3^/)cos(ff„,  +  i5pJ=ron.8iinr,j.     | 

Für  gj(,  liefern  die  Fnrmeln  4)  freilich  immer  zwei  nm  180" 
verschiedene  Werthe,  die  aber,  in  die  Gleichungen  31)  eioge- 
fuhrt,  für  r„r,  offenbar  W'erthe  mit  entgegengesetzten  Vorzeicfien 
liefern;  und  da  nun  7^,^^  seiner  Natur  nach  positiv  ist,  so  kajin 
nie  ein  Zweifel  bleiben ^   wie  man  9^  zu  nehmen  hat. 

Die  Entfernungen  r,,i,  r,,a»  'V,*  werden  mittelst  der  aus  dem 
Obigen  bekannten   Gleichungen  : 

32) 

^0'  —  ^a'  =^ov  '  <^0S  (p„  —  r«^  -  cos  (flfoa  +  <Pp), 

^»'^^a'  =  '"on  - <=os  igp„  — r^3 .  cos  (a„ ,   \r  fpj 
oder 
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^0  —yi ' "  ^00  *  s«n  <Po  —  ^01 '  ßin  («Ol  +  9q)  > 

l^efunden;  und  die  Coordinaten  Xq,  tf^  erhält  man  mittelst  der 
folgenden^  unmitteJbar  aus  1)  sich  ergebenden  Formeln: 

34) 

Xq  ^  OTt/ — r^jo .  cos  «Po ,  1^0  =  ^o'  ^  ''oo  • »« "  qoo » 

*o  =  J^i'— roi.cos(ofo,  +qDo)»     3/o  =  3/i'  — '■üi^sin(%,  +gJö), 

^ty  —  •'■»'  —  »*ü2  -<^^^  («oa  +  9o)  ^     'M  —  m' — r«, .  si  n  (ß<,a  +  qp^) , 

Auf  ganz  ähnliche  Art  ündet  man,  so  wie  man  jetzt  9?^;  rQ^y^ 
'«» ''oa*  '"03?  ^09  a/ü  sefijiiden  hat,  mittebt  nach  dem  Vorher- 
ttbenden  leicht  aufzustellender  Formeln  und  Gleichongen  dieCriisseii 

■  NatürUch  lä§st  die  jetzt  als  vollständig  gelOst  zu  betrachtende 
nfgabe  im  Allgemeinen  zwei  AuHiisungen  ^u,  vieil  sie  auf  eine 
lieichung  des  zweiten  Grades  führt. 

m  Es  giebt  noch  eine  Klasse  beraerkenswerther  Relationen 
irischeD  den  Entfernungen  r^^^  r^i ,  Tq^j  *"o3r  ^'^^  wir  jetzt  noch 
ntwickeln  wollen^  wobei  es  sicli  von  selbst  versteht,  dass  ganz 
hnticbe  Relationen  sich  zwischen  den  Entfernungen 

■  '•iü>  »"ii*  ^13*  ''isJ    ^m>  ^%i>  ''««»  ^%ii    ^w  Hl'  *'8a»  ^33 
rttrden  aufstellen  lassen. 

Aus  den  Gleichungen  I)  erhält  man  leicht  die  folgenden  Glel- 

Jhangen ; 


9'i  ;     na»  ^n^  n^>  ^ib'^     ^1'  $fi' 


*Pa  ;       ''31>J    ''31»    ''323    ''33  t 


•1^3»   B- 


^l  — ^O  ^=  ^Q&  ^  ^^^  <P0  ^  ''lO  ■  ^^^  ^1 

=  Toi  .  cos  (€^i  +  qPö)  — fii  .  COS(cifii  — 9j) 

—  T02 .  cos  (ofoa  +  qPo) — riiE-  ««»s  Ka  +  "^i ) 
^  ro3 .  cos  («ü3  +  9>o)  —  ^3  '  coß  («13  +  <3Pi) , 

yi  —  .Vo  ~  T'ooS*"9'o-^r,o.sin^i 

=  T^ .  sin  («oa  +  ^0)  —  na  *  ^1»  K3  +  9i)  • 
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^  r^i  ♦  ca«  (üf^i  +  gpo)  -  rji .  cos  («41  +  g),) 
^  Tq^  ,  cos  (aog  +  gj^)  —  fjsi .  cos  (a^j  +  fp^) 
=  r^s ,  cos  (o(j3  +  (p^)  —  r^ .  coß  (of^g  +  94) , 

;/«  — ;Vo  ^  roa-  si«  qpo  -^  ^i»©.  sin  9^ 

=  rj^i  .sinfcm  +  ip^}  ~  r^i  ,fiiri(ttsi  +  tp^) 
^  ro« .  sin  (of^^  +  930)  —  ^22  ■  sin  (o^^  +  <P^) 
=^  ro3 .  sin  {«03  +  ^j^}  --  r^a .  si«  («23  +  93^) ; 

^3  —  ^0  ^  ^00  •  «=<*»  9^0 — ^30  ■  cos  (P3 

==  To, .  cos  (dfüi  +  g?o)  -  rji  .cos («3,  +  qp^) 
^  To^i*  C08(cfo2  +  «3Po)  —  »'sa  ■  cos  (032  +  93) 
=  roa .  cos  (ofoa  +  ^j^}  —  rg^ ,  cos  (ögg  +  tp^) , 

=r  r<j2 ,  s  m  («q j  +  gj^)  *-  rga ,  si  n  (ot^a  +  qp^) 
=  r(j3 .  sin{aü3  +  <5Po)  —  rgg  .sin  (ogg  +  ^3) ; 
und  hieraus  ergiebt  sicfi  weiter; 
(iBi-Ä?o)sirn3Pi  —  (yi  — jfo)«?»»  qpj  =  r^^ .  sin(<Pi  —  ^'o)* 
(a^i  -^o)sin{cfi  i + ^i  )~-(3^i  -y„)coa(ofi  ^ + gpi )  ^r»,i  .si  n  |(cfj  j-a^i )+ (gi|'-i5 
(ari-^o>in(«i2+9'i)-0/j-^o)cos(ofj2+g5i)-r(ji,8inlKft-ao2)+C^^ 

(a::i^^o)s»n  qPa^(yi'^^o)  cos  g?»  —  »"bo  •  ^'^^  i^^^ma)^ 
(^j-a:o)8in(o2i +g!a)'-(i^2-3^o)co»(%i +934)  ==  roi  .sbi(c%, -^ 
(:F5-a:Jsin(%a+9>2)-(^a^3^o)cos(<^22+9'a)=^»'oa'«*''!Ka-^^ 

(^-3^a)8in  ^8 "  (3^1  — yo)  cos  gPa  — »"«w  • »'"  (^3 "  9f^o) » 
(jr3-:ro)siu(of32+93)-(3f3-^o)c<*s(%2+9a)=roa*ßinlKa-offfö)+ 

Passen  wir  quo  di^  erste  dieser  drei  Gruppen  in's  Auge^  and 
eliminiren   auf  bekannte   Welse   a,uA   der   Isteiij  2t«ii,   Sten    undj 
Isten^  Steil;,  4teD   Gleichung   in   dieser  Gruppe   die   beiden   Gru 
sen  a^i— a:o   und  ^1— .i^y,    so  mhalteu  wir   die   beiden   fojgetidd 
Gleichungen; 

r()0«sin(of|i"-a,j)8iii(f?i— g^)+ro|,rin«r,,sii){(aii-*t^j)+(^^  , 


AI  der  nautischen  Geodäsie  geeignet  sinä^ 
jder: 

I 

—  r(j2 . si H  Oft ,  cos  (ct|j  —  cftji)  l sin (gii 

(jg.  Hin  («ia  — «isJ  +  l"(»ft .  si"  ß,»  coö  («1^  —  or^a)  i 

—  ro3.air>ffi|jco5{aj8  — ofo3)leiii(gpi  — gjo)    >  =Ü; 

f|ro4,sinai3sVn{c£,t-«oJ-rog<sina,2sin(«i3-%s)lcos(9?i--^o)  ' 
oraos  sieb  durch  Division  die  foigeride  Gleichung  ergiebt: 

0 ,  sin  (an— C| a)  +roi .  ein  g,a  coa  (f»n— <%i) — roa-fiiP^^j ><^o«(^ii^«0g) 
iiD(aja— «,3)+r(>3.sinofigCos(fi^3— cifü2)^^oa'^«"'*ia*^ös(ffjg— Ooa) 


(^i  -*  9^0)  >=0, 
s(qE?i-qPo)  J 


r 


Tpi  sin  CK)  ^ jaJTi  (g,  I  —  «Ol )  — Fm  -  ®*^  '^t  i  ^^"  (*^«  ~  ''oa) 
'  Tq^  .  Bin  cf  j  3  sin  {«,  9  —  «gj|)  —  r^jg  •  sin  ai^sin  {u^^  —  a^) 


Aus  dieser  Gleichung  erhalt  man   aber  durch  Miiltlpfication» 
enn  man  aufhebt,  ivas  sich  aufheben  lässt,   die  Gleichung: 

Ü  =     Tq^t^i  sin «1^ sin  («, i  —  «oi)  sin  (fifj j  —  ^,3) 
— rooTüj sin otj  1  sin  («la  —  ofo^) sin  (cfi,  —  ofia) 
— »"üo^ott  sin^jg  sin  K^—  002)  sin  {ffj  1  --«ii») 
+  ^oo''i38  sJ"  «12  sin  (cfis — öos)  siTi  («n  — öia) 
+  roiro^flin  OiBöinttia  sin  («n  —  cfoi)cofi  (ofi^—  «oa) 
— *"oi'*i>a^in  «la  ein  «if  cos  (ofn  —  «oi)  sin  (ofia  —  »oj) 
+  »'oi^'os  si"  0fi2slD«,asin  («13  —  u^^)  cos  (cji  —  Cq,) 
-'»■<ii'"o3si"<^iasinof|acos(of,3  — öt„j,)sin((3fii  —  ofoi) 
+  ''oa''o3  *^"  «12  ein  «n  sin  («la— «oa)  c^«  K3  —  «03) 
^«^o»**»»  81"  flfjaötn  «ij  CO«  (aiß  —  ofoa)  «"^  Ka  —  «bi)  * 
weil,    Hie  man  laicht  ßudet; 
lofii  sin(aia— öia)  +  «in «,3  sin  («n  —  o£i2)  =  — sina,aein(ö|3  — an) 

:,  wenn  mun  nach  Einfilhruog  dieser  Grusse  die  Gleichung  durch 
19  dividirt : 


182  Gruneri:  um 


'  Atmend.  In  der  nauifsch 


35) 

+  roor^a  sin  (of,  ^  —  «03)  ««*!  («1 1  —  «1 2) 
+  r^„r(^2sif>alasin  («11  — «12  +  002 ^«01) 
+  t-oi  »"os  ß«"  *^i  2  s  i n  (öfi  3  —  öfj  1  +  %i  —  tt^^) 
+  ^02^03  sin  «i,  sin  («12^0:,^  +  (Xua  —  ofya)  '' 


=  0; 


und  setzt  man  in  dieser  Gleichung  für  cr^^t  ^  ofQ2>  ^^uai  ^n  ^ 
respective  C(n ,  ofo2i  «03*  «^i  ^  ^2^  %3  "f^**  «01  ?  «02.  «03 '  *^3i) 
»ü  erhält  man  die  Leiden  folgenden  fileichnn^en : 

36) 
roQi-oi  ein  (cfji  --  cifoi)  «*"  («22  -^  «2a) 
+  ^ooroft  sin  (a^^  "  ^2)  s»"  {«25  --  «fai ) 
+  roorygsin  (%3  -  «03)«*"«  («21  —  «22) 
+  »oi'^ijis"*  ^^23  sin  (0^1  —  «2a  +  «oa-^^i) 
+  ^oi'^oa  ö'"  %2  sin  («23  —  0E21  +  cfoi  —  *=«oa) 
+  »*üt»*03 sin  «21  sin  (oa^  —  «^3  +  «üs  —  «02) 


«31 


=rO 


und : 


37) 


^0, 


rooroi  sin  (ck^i  -  Ooi)  sin  (csf^g--  fi^aa) 
+  foo'*02^'i*Ka^ofo2)s»"(cfaa  — ^3i) 
+  ^oo»'oa  ß«  f>  («33  ^  «03)  8**^  («31  -^  <^32) 
+  Toi  Tm  si  n  «33  sin  (an  —  %2  +  «oa  ^  «01 ) 
+  roiroasinaa»sin(«a3— '«3,  +  ^i— «03) 
+  »•o2»"öa  ^i"  «31  sin  («32  —  «33  +  «03  ""  «u«) 
Di?tdirt  man  dies©  drei  Gleichungen  durch   rooToo,   so 
man  zwischen  den  drei  Gr5ssen    -^j    i^*   :r^    «J""^»   Gleich^ 

von  der  Form : 

38) 


''üO        '^OO         '"öO 


l  — 

^01 


t'm 


'"os 


+  6  ^+c  ^"+IÄ 


^00 
»•03 


+  e^^.^»+/" 


fli-    +öi;--+ci  — +  rfi  — 

1*00 
^01 


^00 


''OÜ 


^01    ''os 


'"oO     '"00 


+^1 


^m  ''00 


''00  ^tm 


Z"  +  A  ~  '  ~  = 


i'oo   i'oo 


''^-L^jMjl^d7-^J-^A.^7-^J^JLf.''^.T^^ 


%— +  0«— +  C2;-+rf! 


»-ÖO 


'^00 


^00 


Tqo    ToO 


+  *?2 


»*00    1*00 


+  /2 


^00    »"oo 


mittelst  welcher  sich 
sen  bestimmen  lassen 


die  drei  in  Rede   stehenden  Grus«en 
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über  die    Integratioii    der  linearen  Differential- 
gleichung 


Berrii  Sinkon  Spitzer^ 

Prnfeiftor  an    der  Handel«^  Alcadeniie  in  Wien- 


[Alle  Differentiatgleicliungen  dieser  Foritt  küanen,  wie  imtneT 
die  coostanten  Zahlen  03,^2?  *^i>  ^il  ^a*  ^t»  beschaffen  sind^ 
if  folgende  Form  gebracht  werden  r 

';  (2) 

Mese  Differentialgleichung  wollen  wir  nun  hier  in  dem  Falle  in- 
egriren,  wo  A  eine  ganre  positive  Zahl  ist. 

Zu  dera  Zwecke  setzen  wir 

D&dorcb  erhalten  wir: 

(m+x)'/'  i[A^B+(ci-ß)(m  +  a:)y  +  A(a-ß)x  =  Oi 
wir  diese  Gleichung  ^-nial,  wir  kommen 


LO  integnren  1 
zii  der  Gleichung:: 

(m  +  ar)if-'^+2)  ^  [ß  ^  («  _  ß^^  ^  a:)]i(-^+lJ 
l'kill  XXXVII l.  9 


durch 


194  Spiifier:    Noie  üäer  die  Inteffraiim  der  Umaren 

aas  welcher  folgt; 

wenn  ^{x)  der  Kürze  halber  statt 

gesetzt    wird.      ti,  C^,  C^,**,.Ca    bedeuten    wilikührlicbe  ^ 
Staaten,    ^iun  ist  aber 

+  (m  +  :r)^e(«-/^)^[i2  +  i'»{  w  +  ^)  + .  - .  - + i^A{m  +  ^)^-*]  ;^ 
folglich  erhält  man  für  i^-^+^J  folgenden  Werth 


2(-^+l)  —  i, 


rB/(m  +  ^)^-^e(«-^>*rf^ 


und  wird  diese  Gleichting  {A — l)niat  differenzirt,  so  erhalt 
folglich  ist 

2,  =  i,,e-^j:jn|_j;nf^B/('«+^)«-V«-i^"«i*  j 

das   TolLständige    Integral   der    vorgeletften    Uifferentialgleichi 
hiebei  bedeutet  Xj  eine  willkührliche  Con«tante;  die  andere ^ 
kührliche  Constante  ist  verborgen  unter  dem  Integralzeichen 
ches  in  y  erscheint. 


Canstrnctlon  derjenigen   linearen   Differential 
chungj  der  genügt  nird  durch 

^~dx^l    ^'""''«^  -  Hl  —  «)^  -  ^du  > 

0 

vorausgesetzt,  dass  k  eine  ganze  positive  Zahl,  m  .1 
beliebige  Zahl  ist»  und  A  nnd  B  solche  positive  2 
ten  bedeuten,  deren  Summe  gleich  j  ist 

Es  ist  bekannt,    dass  diejenige  Eineare  Differentialgleic 
der  genügt  wird  durch 


=  n  ^u^-HX-tii^-^du,  (3) 


z 
eode  Gestalt  hat: 

setzt  man 

rhält  man: 

l^  +  (J-l)|-^*=0.  (4) 

setzen  wir  in  (3)  und  (4) 

t 

z  =  C^  emuz^u^^  Hl— ti)«-  ^dt«  (6) 

Integral  der  Differentialgleicbong: 

^  =s3maj«^  +  ^Amxz.  (6) 

irenzirt  man  nun  die  GleicboDg  (6)  (Ar-|-l)mal>  so  erhält  man 
jleichoDg: 

'^^d^Wä+Sw'C^^ +3^+2)^ilP  +  3m(A  +  1)  (A  +  3^)  ^^ , 
ihr  genügt: 

5St  =  5Py     e— u^-i(l-.«)B-idu;  (8) 

ich  erhält  man, 

end,  die  DifferentialgleichuDg: 


136  8fU%er:  Note  Od.  dU  ItOetr.  der  lt$uar.  DifferyHttagMekiU. 
y  =  3m«V+3'»(21+3J+2)ay+3m(i+l)(A+3il),  (3 

I 

und  das  Integral  derselben  ist: 

0 

Der  Gleichong  (4)  genügt  auch 

x  =  VS  /     e^u-^(l—u)-^du, 

folglich  erhält  man  für  die  Gl^chnng  (9)  aoeh  folgendes  partielk 
Int^ral: 

and  somit  ist: 

0 

ein,   mit  zwei   willkfihrlichen  Gonstanten   Cj    und  C^  versebenei 
4er  Gleichung  (9)  genügender  Ansdruck. 
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f 


VI* 

Integration  der  linearen  Differentialgleicliang 

oselbst  A^^  J?j,  C^^  m^  A^  J?,  C  constante  Zahlen 
bezeichnen,  mittelst  bestimmter  Integrale. 

Von 

Herrn  Simon  Spitzer^ 

Prufeessor   an  der  Handel« -Akademie   in    Wien. 


Der  Gleichung  (1)  genügt  man  durch  Integrale  folgender  Formr 
y  =  ß       ip(ux)  Vdu,  (2) 

oselbst  i\>{x)  eine  solche  Function  von  x  bedeutet,  welche  au» 
er  Gleichung 

i/;(n)(a?)  =  ar"»^(:r)  (3) 

lervorgehty  woselbst  ferner   V  eine  zu  bestimmende  Function  von 
ü  ist,  und  wo  endlich  Ux ,  Uq^  constante  Zahlen  sind. 

Um  diess  darzuthnn,  snbstituire  man  den  Ausdruck  (2)  in  die 
Gleichung  (1);  man  erhält  sodann: 

w 

/  "*  [^ia:«M«+«t(;(«+2)(t4a:)+  ßja;««  Mt/;(«+i)  (tcar)  +  Citt"i/;(«)(tu;)]  Vdu 


136^    :S^ßU%*f:    hdt§rmlHm  der  linearem  DiirerenUal§ieiHm§: 
Nutt  i«ft  «kar: 

t'olgUok  luit  mao: 

^^•+*)  {x)  =  x^^\x)  +  iiwr*»-i^(a:) , 

^»+«)(j?)  =a^%f''{x)  +  2iiu:»»-V(^)  +  m(m— l)««-*t|;(ar); 

ttiid  MlBt  man  io  die  drei  so  eben  aufgestellten  Gleichungen 
•tat!  Xf  so  erhält  man: 

^(•+«)  (tur)  =  ti"»a:"»ip"(i«r)  +  2mti»-ia:»- V(«^) 

Führt  man  diese  Werthe  von  if;(*)(tia:),  ^(»+^)(tfcr)  uod  ^(•+*)( 
in  die  Gleichung  (4)  ein,  so  erhält  man,  beiderseits  gleich  di 
x^  dividirend,  die  Gleichung: 

+  [m(m  —  1)  Ji  +  wiÄi  +  (a]«"^"V'(«a;) ) 
=  /  "*  [2l«*a:*^(i«r)  +  Bux^'{ux)  +  Cif;(t«:)]  FA« , 

welche  folgendermaasseo  geordnet  werden  kann:; 

(5) 
x^  n^u\A  -  A^u^^m)^'\ux)  Vdu 

+  X  I       u[ß  —  (2fii2li  +Äi)ti"+»]i(;'(tia;)  Frfit 

+  /^"*  [C— (wMi  +  mßi—mAi  +  Ci)M"»+«]i/;(t«a?)  Fdii  =  i 

Man  erhält  aber  bekanntlich  mittelst  der  Methode  des  theilw' 
Integrirensi 


md  vrendet  man  dies«  auf  die  Gleichung  (5)  an,  so  erhält  man: 

i^ai»(J  —  ^i «"•+")  Fj;t/;'(iu:)  — ««(.4—  ^itt™-»-»)  P't//(w;r) 

[Slao    genügt    nun    dieser    so    eben    aufgeschriebeDen    Gleicbiingt 
l^eon  man   V  so  wählt,  auf  dass 

+  [2^  -  Ä  +  C  +  (n^i  +  ^1—  w^i  -  3n/li— 2^1— 01)«"»+«]  F=  0 

wird,  und   die   liitegration^grenzeD  tC| ,  %  »a  benimmt,  auf  das» 
lekhung 

(7) 

+  «[i^  —  2 J  +  {A^n  -  A^m  +  '2Ai  -  £f,)K«"+"]  F^C«^) T  —  0 

^stattfindet 

Die  Gleichung  (6)  gestattet  folgende  Scbreibweme: 

[UTid  ist  daher  jederzeit  integrabel.  Wird  das  aus  (6)  gefundene 
y  in  die  Gleichung  (7)  eingeführt,  und  ergeben  sich  sodann  aus 
selber  für  u  zwei  »olche  eonstante  Zahlen,  die^  als  Integrationa- 
grenzen  gesetzt,  das  Integral; 


^ 


^  /       if(ux)  Vdu 


m 


weder  unhestiinnit  iiuch  unendlich  machen,  i>o  hat  man  ein  tadel- 
lose« Integral  der  Gleichung  (1)  gefunden. 


140  8fit%er:    Integration  eer  linearen  DlfTeretUtvHfiHckimi  $te. 
Der  specielle  Fall«  wo 

ist,  yerdient  Beachtung.    Mao  kann  nämlich  alsdann  die  Gleichan 
(1)  einfacher  darsteilen.    Setzt  man  nämlich 

so  erhält  man: 

Ji2(«H-«)  =  x^'^Aaihf  +  {B'-'iA)xif  +  (C— 2B +6il)z], 

welche  Gleichung,  wie  man  sieht,  wirklich  einfacher  als  die  61c 
chung  (1)  gebaut  ist 


Auch  der  specielle  Fall,  wo 

st,    gestattet   eine    einfachere    Behandlungsweise.      Setzt  nu 
nämlich 

so  kommt  man  auf  die  Gleichung 

deren  Integration  uns  in  zahllosen  Fällen  gelungen  ist 


öklen:  Veö.  tUe  Dreiecke,  welche  d.  ein-  u.  umbesciir.  Kreis  etc.    141 


TU. 

ber  die  Dreiecke 9  welche  den  ein-  und  ombeschrie- 
benen  Kreis  gemein  haben  "")• 

Von 

Herrn  Doctor  Otto  B öklen 

zu  Sulz  a.  N.  im  Königreich  Wurtemberg. 


Bezeichnen  wir  die  Halbmesser  des  um-  und  des  einbeschrie- 
en  Kreises  eines  Dreiecks  ABC  mit  R  und  r,  die  Winkel 
selben  mit  A,  B  und  C>  und  dessen  Seiten  mit  a,  6,  e,  so 
en  wir  folgende  Formeln: 

1) 

ABC 

r  =  iRs\n^8in-^  sin^  =  Ä(cos^  +  cosÄ  + cosC— 1) 

ABC 

=z2Ricos^^+cos^^  +cos«2— 2) 

=  2/2(1— sin*^—sina^  —  sin«^). 


2Rr=z 


2) 
abc 


r 
1  +  g  :=  cos  A  +  cosiS  -|-  cos  C» 


♦)  M.  8.  Thl.  XXXVll.  S.486:  „Zur  Beachtung.*' 


142  Bohlen:    ieöer  die  Dreiecke, 

wenn  wir  mit  m|,  m^,  mg  die  Entfernuogen  des  HittelpimktB 
umbeschriebenen  Kreises  von  den  Seiten  bezeichnen.  Ferne 
wenn  der  Inhalt  des  Dreiecks  =^  gesetzt  wird, 

3) 


'a  +  6  +  c' 


Sind  r^,  r^,  rg  die  Halbmesser  der  drei  äusseren  Berühr 
kreise,  so  ist: 

In +  »*«  +  »^  =  **  +  »•> 
n     r«     *%      r 
Sind  Ai ,  Aa«  ^  die  drei  BShen  des  Dreiecks,  so  ist: 
1      J   .   '    .  1 

Bezeichnen  wir  den  Mittelpunkt  des  umschriebenen  K 
mit  O,  denjenigen  des  inneren  Beriihrungskreises  mit  o,  ui 
Mittelpunkte  der  drei  äusseren  BerOhrungskrelse  mit  G,  i 
so  haben  wir  ferner: 

OJfa=Ä«  +  2Är8, 
Oo«  =  /2«— 2/2r; 

6)  Oo«+  0G«+  OH^+OK*=:nR^; 

7)  Ao.Bo.Co:=zARr^; 

■  A 

oG  =  4ß8in  ^  » 

oi?  =  4/2 sin^  ; 
oGoH.oK-miPr, 


welche  dm  e/n-  und  um&fscärie&enen  h'refs  ffemeiu  haötn.     143 


GÄ  =  4Äco8^, 


6?Ä  =  4ßcosY' 


GH*  +  GK^  +  HK^  =  32iR« +4r». 

Wir  habeti  nun  folgend en  Satz: 

rL  Beschreibt  man  in  ein  Dreieck  und  um  dasselbe  einen 
lis,  so  giebt  es  noch  unendlicb  viele  Dreiecke,  welcbe  dem 
(ten  Kreis  ein bescb rieben  uud  dem  andern  umbescbrieben  sind, 
i  allen  diesen   Dreiecken  sind  konstant: 

'     a)  das  Produke  der  Sinus  der  halben  Winkel; 
j      b)  die  Quadrntsumme  der  8iniis  der  halben  Wiokel; 
I       cj  die  Quadratsnmme  der  Cosinus  der  halben  W^inkel; 
i      d)  die  Summe  der  Cosinus  der  giinzei»  Winkel^  nach  1); 
e)  das  Verhältuiss  des  Produkts  der  Seiten  zum  Umfang,  2); 

If)  das  Verbältniss  des  Inhalts  zum  Umfangy  3); 
g)  die  Summe  der  Mittel lothe,  2)j 
I      h)  die  Summe    der    obero    Abschnitte    der   Buhen    (welche 
zwischen  dem  HohendurchschniH  und  den  Ecken  enthal-  ^ 
ten  sind),  weil  diese  ÄbschniHe  doppelt  so  gross  als  die 
Mittellothe  sind ; 

i)  die  Summe   der  Halbmesser    der  äusseren   Bernhrungs- 

kreise^  4); 
k)  die  Summe  der  reciproken  Werthe  dieser  Halbmesser,  4) ; 
I)  die  Summe  der  reciproken  W^erthe  der  Höhen,  5); 
m)  die  Quadratsnmme   der    drei    vom    Mittelpunkt  des   um< 

schriehenen  Kreises  nach  den  Mittelpunkten  der  äussern 

Berührtingäkftiitiie  ^^ezo^^enen  Linien,  6); 

n)  das  Produkt  der  drei  vom  Mittelpunkt  des  Innern  Be- 
rührungskreises  i^ach  den  Ecken  gezogenen  Linien,  7); 

o)  das  Produkt  der  drei  vom  Mittelpunkt  des  innern  Be- 
ruh rnngskreis  es  nach  den  Mittelpunkten  der  äussern  Be- 
rnlirungskreise  gezogenen  Linien,  8); 

p)  die  Quadratsumme  der  im  vorigen  Satz  genannten  Li- 
nien, 8); 


144 


Bohlen:    Ceber  die  Dreiecke, 


q}  (Jie    Quadratsuninie    der   die   Mittelpunkte    der    äussere 

Berübrungskfeise  verblödenden  Linien,  9). 
r)  Der   Ht>heiidorchsclit)itt   de?    Dreiecke    bewegt    sieb  ad 

eineoi  Krets^  desseD  Halbmesser  —  J2— 2r  (Noev.  Adoi( 

les  de  Matb.  Terquem  et  Gärono). 
s)  Der  Scbwerpunkt  der  Dreiecke  bewegt  sich   auf  e'm« 

Kreis,  dessen  Halbmesser  ^=^\{H  —  2?-). 

Diess  folgt  aus  r),  weil  der  Hiibendurchschnitt  ein 
Dreiecks,  seit»  Scbwerpunkt  und  der  Mittelpunkt  dd 
umschriebenen    Kreises   auf  Einer    Geraden    liege 
welche    vom    Schwerpunkt  in    zwei   Tbeile    getbeiltj 
wird  wie  \i% 

t)  Bei  den  Dreiecken,  welche  die  Fusspunkt©  der  Höhen  von] 
den  im  Anfang  genannten  Dreiecken  bilden,  ist  konstan 

aa)  die  Summe  der  Sinus  der  halben  Winkel, 

bb)  die  Summe    der  von  dem  Mittelpunkt  des  inm 
Berührungskreises    nach    den    Mittelpunkten 
äusseren  ßerührungskreise  gezogenen  Linien, 

cc)  der  Halbmesser  des  umschriebenen  Kreises* 

dd)  Der  Mittelpunkt  dieses   Kreises  bewegt  sich  aot 
einem  Kreise,  dessen  Halbmesser  ^r  \R — r. 

ee)  0er   Mittelpunkt  des    inneren     Berübrun^^skrefses 
bewegt    sich  auf  einem  Kreise^   dessen  Halbmes- 
ser :=/2  — 2r, 
ff)  Die    Mlttelpunke   der    äusseren   Berührungskreise 
bewegen  sich  auf  Einem  festen  Kreise. 

Dm    diese    sechs    Sätze    äu    beweisen,    nehmen   wir  an,   im 
Dreiecke  ABC  seien  AD,  BE,  CF  die  drei  Hohen,  welche  sh 

in    P   schneiden,    so    ist   Winkel    ^  =  90«^^,   B  =  ÖO»— ^ 

FD 

C^=\Xi^ — ^»    co8i4  —  sio\j  u.  s.  f ,  somit  folgt  aa)  aus  d). 

in  bb)  genannten  Linien  sind  zuijlelcb  die  oberen  Abschnitte  di 
Hüben    im    Dreiecke  ABC  (h).     Der   Halbmesser  des   um    DEi 

R 
beschriebenen   Kreises  ist   gleich  -^ ,  und  sein  Mittelpunkt  Hegt 

in  der  Mitte  der   Geraden    OP.     Hlenüt   wäre  also   cc)  und  di 
erledigt.     Der   Mittelpunkt  des   in   ee)   genannten    Kreises   ist 
(siehe  r)).     Die   Mittelpunkte   der    in   ff)  genannten   Kreise  sli 
A,  B,  a 
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a)  ßei  den  DreieckeD^  welche  die  MiiteJpuokte  der  äusseren 
Beriihriin^&kreise  voti  dem  im  Anfang  dieses  Satzes  ge* 
nannten  Dreiecken  bilden,  ist  konstant: 

aa)  das  Produkt  der  Cü&inus  der  Winkel,  a); 
bb)  die  Quadratsuinme  der  Cosinus  der  Winkel,  b); 
CG)  die  Quadratsumme  der  Sinus  der  Winkel^  c); 
dd)  die  Summe  der  Cosinus  der  doppelten  Wiukel,  d). 

Tenn    nämlich  €iHK  ein   solches  Dreieck  ist^  so  haben  wir 

\«fi-^,  J5r  =  9(P-J,  Ä=:90o~^,   also  ßiu^^co8Gu.s.f. 

ee)  der  Halbmesser  und  die  Lage  des  umbeschriebe- 
neu  Kreises, 

Man  denke  sich  das  Dreieck  DEF  so  beweg- 
lich j    dass   sein   umbeschriehener  Kreis,  desseu 

Halbmesser  ^  ^   und  dessen  Mittelpunkt  in  der 

Mitte  von  OP  ist,  wie  auch  sein  einbeschrte- 
bener  Kreis,  dessen  Centrum  P  ist,  fest  bleiben, 
so  muss  auch  der  Punkt  O  oder  der  Mittel- 
punkt des  um  ABC  beschriebenen  Kreises  fest 
bleiben,  und  sein  Halbmesser  R  konstant.  A, 
ßf  C  sind  aber  die  Mittelpunkte  der  äusseren 
Berührungskreise  des  Dreiecks  DEF. 

ff)  Das  Produkt  der  obern  Abschnitte  der  Hüben,  aa); 
gg)  die  Qiiadratsumme  dieser  Abschnitte^  bb); 
hfa)  das  Produkt  der  unteren  Abschnitte  der  Hohen,  aa); 

ii)  das  Produkt  der  Mittellothe,  ff); 
kk)  die  Quadratsumme  der  Mittellothe,  gg). 

Man  hatj  mit  Beibehaltung  der  bisherigen  Bezeichnungen: 

^P  =  2ßcos^,  BP=2J2cosB,   CP  =  ^RcqsC', 

yp^^RcosBcosC,  EP  =2/? cos J cos C,  FP=2ßcos^cosÄ 

Hieraus  wird  man  sich  die  vorhergehenden  fünf  Sätze  er- 
klären können,  wenn  man  wieder,  wie  bei  ee),  annimmtj  dass  bei 
lern  Dreieck  DEF  der  ein-  und  umbeschriebene  Kreis  kon- 
in t  bleibt- 

II)  Der  Hohendurchschnitt  dieser  Dreiecke  ist  unbe- 
weglich. 
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mm)  Der  Schwerpunkt  ist  ebenfalls  unbeweglich, 
nn)  Die  Mitten  der  Seiten,  die  Fusspunkte  der  Hüben 
und   die    Mitten   von   den   oberen  AbscbnitteD  der 
Hubert  bewegen  sieb  auf  Einem  festen  Kreis. 

Wir  denken  uns  wieder,  dass  sich  Dreieck  DEF  so  bewege, 
dass  sein  ein*  und  umbe^chriebener  Kreis  fest  bleibe,  so  sind 
die  Paukte  P  und  0  unbeweglich  nach  ee)»  P  ist  aber  der  Uö. 
hendurehscbnitt  von  ABC*  Der  Schwerpunkt  s  von  ABC  liegt 
auf  der  Linie  PO,  und  zwar  so,  dass  Ps^^20i  ist^  mithin  ist 
auch  i  fest.  Der  bei  nn)  genannte  Kreis  hat  sein  Centrum  in 
der  Mitte  von  OP  und  ist  der  unischriebene  Kreis  von  DEF. 
Endlich  sind,  wie  schon  bemerkt,  A,  ß,  C  die  Mittelpunkte  d 
äusseren  ßerührungs kreise  des  Dreiecks  UEF* 


Hiernach  modlficiren  sich  die  i^Uebungsaufgaben  für  Schüler 
Bd.  XXXVL  Nr,  XIV.  Seite  186",  wekhe  ich  hiermit  ^urücknebnie, 
da  sie  auf  der  Vorausj^etKung  beruhten,  dass  bei  den  fraglichen 
Dreiecken  der  Umfang  konstant  sei,  weiche  Voraussetzung  sieb 
als  unrichtig  erwiesen  hat 


VIII. 

Zur  Theorie  daB  Polarplanitneters. 

Vou 

Herrn  Jehann  Liebleinf 
Aanatcnten  der  mathemat'  Lehrkaruelri  am  FoljtechnikuiD  za  Prug* 


Bei  dem  allgemeinen  Interesse,  welches  tu  neuester  Zeit  die 
Einführung  der  Planlmeter,  sowohl  des  auf  das  System  von  Pa- 
rallel-Coordinaten  gegriindeten  vom  Ingenieur  Wetli,  als  auch 
desjenigen   von   Ämsler,  welchem   das  System  der  Polar -Coot- 
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t 


dinaten  zu  Grunde  liegt,  allenthalben  gefunden »  ist  es  für  den 
prakttficbeEi  Unterricht  ¥on  Wiclitigkeit,  eine  Theorie  autzastelleo, 
welche  zum  Vortrage  an  büberen  Schulen  sich  eignen  dürfte. 
Namentlich  gilt  dies«  von  dem  Am8fer*8chen  Planimetert  welches 
nach  den  bisher  aufgestellten  aih^rdingg  richtigen  Theorien  doch 
eine  Menge  von  Hilfslinien  und  minutiösen  Constructionen  an  der 
Tafel  erfordert^  wodurch  bei  dem  Schüler  der  Grundgedanke  des 
Ganzen  häufig  verloren  geht  Ich  erlaube  mir  nun^  im  Folgen- 
den zwei  neue  Ableitungen  der  Endforroel  vorzulegen ^  von  de- 
nen besonders  die  letztere  wegen  ihrer  Einfachheit  dort,  wo 
die  Schüler,  wie  an  unseren  polytechnischen  Schufen»  in  die  neuere 
Geometrie  eingeführt  eind,  zum  Vortrag  sich  eiiinen  dürfte. 

Verbindet  man  stwei  Gerade  Au  und  PO  (Taf.  VII.  Flg.  1.) 
derart  mit  einander,  dass  Aa  um  PO  im  Punkte  O,  das  ganze 
System  aber  um  den  fixen  Punkt  P  drehbar  gedacht  wird;  so 
ist  die  algebraische  Summe  der  von  Ä  in  jedem  Momente  nor- 
mal gegen  Aa  zurückgelegten  Wege  unter  der  Voraussetzung, 
dass  der  zweite  Eck|yurjkt  a  eine  geschlossene  Figur  vollständig 
umfahrt,  blos  abhängig  von  den  Üimensionen  aO^^m^  OP^n^ 
OA=^p  und  der  Fläche  der  umfahrenen  Figur  —  Um  dies  dar- 
zttthunj  sei  P  der  Pol  eines  beliebigen  Polarcoordinatensystems> 
bezeichne  man  mit  u  und  0  die  Coordinafen,  welche  sich  auf  die 
zu  umfahrende  Curve  bezieben,  mit  q  und  (5p  die  Coordinaten, 
welche  der  von  A  beschriebenen  Curve  angehören,  mit  ^  den 
Winkel,  welchen  die  in  A  an  die  Curve  AS  gezogene  Tangente 
TTj  mit  der  gegen  Aa  normalen  Geraden  MN  ein «ch Messt,  end- 
lieh  mit  a  den  von  der  Tangente  TT^  mit  dem  Leitstrale  AP 
gebildeten  Winkel.  Der  Kürze  wegen  werde  überdies  ^PAa 
durch  l  und  ^PaA  durch  y  bezeichnet.     Man  bat  zunächst: 


nnd 

1) 


d  =  «  +  90o-i, 


C0Bd=:  coscisiDA — cocsAsintt. 


Für  den  Winkel  «  gilt  die  Gleichung 


2> 


aas  welcher  man 


ood  hierao« 


ctg©  =  -  -p-, 


dQ   ~  gdip  ~  d€ ' 


14S 


3) 
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de  da 


ableitet^  wobei  dQ  das  von  A  beschriebene  BogeDeiement   bedeu- 
tet.    Die  Gleich ung  ]}  liefert  nun  mit  ßeriicksichtigUDg   der  ehe 
gefündeoen  Werther 

4)  dts cos  d  :^  dg  sin  A  —  ^£^97  cos  L 
Im  Dreiecke  APa  ist 

5)  ^sinA  =  tfsiDy 
und 

6)  A  +  y+9?  — «?  =  180o, 

Differentiirt  man  die  Gleichung  5)  und  berücksichtigt^  dass  verj 
m(»ge  der  Gleichung  0) 


so  findet  man 


dK  ^  dv  —  dy — dtp. 


7) 


dp  sm  A  —  Q  cos  kdtp  ==;  dy  (p  cos  A  + 11  cos  y)  —  ^if  u  cos  k-{-du  sin  y. 
Es  ist  aber 

^cosA  +  «cosy  =  m  +p,     pcos  A  =  FW+p — «cosy 
und  mit  Zuhiirenahme  der  Gleichung  4): 

8)     d(Sco&S^(m-i-  p)dy — (m  +  p)dv  +  udv  cos  y  +  d«  sin  y . 
Setzt  man  noch  für  cosy  den  aus  dem  Dreiecke  POa  resuJtirenJ 
den  Werth  —  t).._ — -  ,  so  fiodet  man  als  gesuchten   Ausdruck^ 


2um 


9) 


<f tf COS  6  —  (m  +  p)df  —  2"  {m^  +  ^mp  +  »*)  +  rfa  sin  y  + 


m 


Bezeichnet  man   mit   F  die  gesuchte  Fläche  der  umfahrenen  Fi* 
gnr,  so  liefert  die  Integration  der  Gleichung  9)  entweder 


—     oder 
m 


-< 


m^  +  2ffiy4-?i»\      F 


) 


jenaehdem  der  Pol  innerhalb  oder  ausserhalb  der  Figur  angeno 
men  wird.  —  Auch  durch  eine  einfache  geometrische  Betrachtung 
kann  man  die  Gleichung  9)  erbalten. 
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Han  betrachte  (Taf.  VII,  Fig.  2.)  zwei  unmittelbar  auf  einan- 
bigende  Lagen  des  Systems,  ziehe  die  Leitstrahlen  Pa=:u 
Pai=u^du,  JiiV  senkrecht  auf  Äa  und  PQ  parallel  MN^  und 
clre  die  gebrochene  Linie  BaPa^A^  auf  MN.     Man  erhlijt: 

l) 

=  i?/ixos90«+ö|*.cos(90<'+j')  +  Pfl'. cos  QPa^ ^a^A^.cQmBA'a^. 

ireinAtimmend  mit  der  früheren  Bezeichnung  ist: 

A*Ü  =1  dßcQ»  6,  Aa^  ^=  Aa^^m  +p, 

t,  wie  früher,   y   der  Winkel   OaP^   so  wird  man  den   Wio 
ya'P  mit  y-^dy  bezeichnen  müsserK     Ferner  ist 

^aPa'^dv,   Z.QPa*  ^W^y^dü, 
Z.  BAa'  —  180«  —  (y  +  €ly)  -  QPa'  =  90«  -  {dy—  ih). 
erücksichtigung  dieser  Werthe  uhert^eht  nun  Ij  in  r 

2) 
EOS  d  ^=  —  II  si  II  y  +  (tt  +  du)  sin  (y  +  du)  +  (wi  -f-  p)  sie  (dy  —  if«?)* 

I   man    die   angezeigten   Operationen   verrichtet   und   die   un- 
h   kleinen   Glieder   zweiter  Ordnung  Ternachläsßigt^    so  er- 
mau : 

d0cosd  =  ur/E?cos  y  j-du  sin  y  +  (m  +  pjldy  — dv) , 

ie  Gleichung  njit  der  Gleichung  H)  der  ersten  Ableitung  idcn< 
ist.     Setzt  man  also  auch  hier  wieder  statt  cos  7  den  Werth 


i«-«2 


,  so  erhält  man  die  gesuchte  Gleichung  9) : 


itim 
der  cos  ^  =  (m  i-p)dy— ^^  (m^  +  2m;?  |  w«)  +  -  -^  < 

)as  so  eben  theoretisch  begründete  Princip  liegt  dem  neue- 
von  Starcke  in  Wien  konstrnirten  Flanimeter  zu  Grunde; 
bes  ührigens  gaoz  dasselbe  i.*<t,  auf  welches  schon  vor  Starcke 
Schweizer  He^rr  Arii.'«lcr  ein  von  ihm  erfiiTdenes  Planime- 
basirte,  und  in  der  Vierteljahrs^  chri  ft  der  naturfor- 
nden  Gesellschaft  in  Zürich  1856.  K  Jahrg»  L  Heft 
Shrtieh  beschrieb. 


Anmerkung.     Aus  der  Gleichung 
kilXXXVUI. 
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150 


Fischer:    Das  Integral  fi  ä»  —  j?* dx 


folgt  elgentlkh; 


und  hieraus: 


et  a  =  i^ 


008  ot       B\x\a  1 


rfp         ^rf^       J:  €^0 ' 


fjp 


Für  die  io  Taf.  VU,  Fig.  1.  angenomni^ne  Lage  ist  aber  von  d^ 
doppeLteii  Zeichen  da£    obere  zu   wählen«     Es    i8t  übrigens  kli 
dasB  auch  für  jede  andere  ZeichencQuihlnalion  die   Gleichung] 
reauLtiH,  sobald  mau  nur  den  Winkel  ^  immer  in  demaetben  Sin 
£ählt 


Das  Integra!  Jsi^—^dx  im  Zusamnienhaiig  mit  andö 
reu  ähnlicheii. 


Herrn  Fischer , 

Gymnasiiil  >  <)liDj-lrtir(*r  in  K  p  iii  |M  ii. 


Anknüpfend  an  die  Bemerkung  des  Herrn  He  raus  geh  ers  über 
eine  einfache  Lösung  des  Integrals  fVa^—x^d^  pag.  *%3.  des 
Torigen*J  Heftes  (37,  ThelL  3,  Heft)  des  Arcbivs,  milchte  awch 
folgende  Losung  dieses  Integrals,  welches  mir  mit  anderen  äliD* 
liehen  hei  einer  Arbeit  über  die  Concboide   häufig   i^orkam,  Dicht 


♦)  Ich  IfU^c  diig  Wi»rt  ,,  vorigen-  stehen,  um  erkennen  xii  Ua«co, 
dass  der  Herr  Verf.  «teiner»  AufndCz  iinmtttellinr  nach  meiner  iVlittliin- 
lung  geschrinlien  hat. 


im  Zusammenhanp  mii  anderen  äktUichen, 
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Interesse  sein,  indem  isugteicb  mit  der  Losung  dieses  lule- 
grals  eine  einfache  Lösung  einer  Gruppe  anderer  sieli  ergibt. 
Es  ist: 

Nun  ist,  wenn  man  jt  —  wu  setzt: 


dx  P       üdtf  dv 

=  /   — -.    --^  '=  —^ =f^  arcstn 


c  =  arcsm-  j 
a 


1(1) 


*  arcsin—  • 


nocb  daj$  zweite  Integral   zn  hefstimmen,  setze  man,  die  Form 
Irmntbend: 


•(2) 


und  erhält  dlfferenzirend: 

x^        j  Ax^flx  r-^ dx 


»tzt    man    ^=4,     ^  — —  ^,  so  wird  die  linke  Seit©   der  Glei- 

unc'   der  rechten    identisch;    es    wird    daher,   wenn   man   diese 
feithe  in   Gleichung  (2)  einsetzt: 

pr,  für  let/tereti  Fntt^ural  den  gefundenen  Werth  gesetzt: 

(1)  und  (3)  folgt  nun: 


n* — ^*  *-  ^ 


arcsin- 
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Fttcher:    Das  Integral /V a*—x*dx 


r^fa^-; 


X      <t 


x^dx  =  a^arcsin -„-  arcsm-  +  jarV  a* — J?' 


=  Jö^arc %\Vk-  \  \xSf  f!^  —  x^ • 


Es   ist   hier   erwähntes  Integral    auf  die   beiden 


S-. 


/x^diX 
^  -  zurückgeführt,  8o  wie  an  oben  genannter  Stelle 

diese  beiden  auf  / W^ — ^* dx  gebracht  sind.     Aehnüch  wie  oben 

^-  ,    lässt    sich   nun   auch    /      y=-^-=^  und   tiberbaupt 

/„    ^  ^  :  einfach  aufluden. 
Es  sei 

so  ist  durch  Differenziatien: 

wMx 


\fa^~x^ 


-  Ax^^Bx^  ^     .  ^Aa^x^-ZAx*+Ba^—Bx^  ^     .  ,,      cf^ 

oder 

3^4  -  _4^:ir4  +  ßAa^—2B)x^  +  ^a^  +  C, 

Setzt  man  hierin 

so  wird  die  linke  Seite  der    Gleichung  der  rechten  identisch; 
ist  daher,   wenn  man  diese  Werthe  in  Gleichung  (4)  einsetzt? 

/fr^Ax  X 

Ebenso  findet  sich,  wenn  man 
setzt : 
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im  ZutammeH/utnff  mit  anderen  äünUchen. 
/l    .     1.5  .  .      1.5.3   ,  \^r-i 1-5-3    .         .   « 

r-  (,6^  +  O "^  +  0:2  "V ^«'-^  +  0-2 »  "'"^ ""  « • 

ind  allgemein  die  bekannte  Formel: 

So  wie  auf  ?arstehende  Integral  formen,  läset  sich  auch  ohlge 

V  a*  —  «* 
wie  auf  die  Form    /  ^r-^—      anwenden »  und  es  muee  die 

kuflösutig   des   ersteren   Integrals   hier    noch    einen    FJatz  findflit. 

f.-     -"-  ergibt,  wenn  man 


%. 


idz 


a^-^x'^^z  setzt,  wo  rfo:^ wird: 


Rftfflf 


t/    V  a* — x* 
nan: 


er  setze  man 


nd  erhält  durch  Differenziren: 

x^dx     — Ax^ — Bx 

der 


Me«er  Gleiebung  wird  genügt»  wenn 
i«t;  man  erhält  aleo: 
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J    V  a* — ar* 
Setzt  man  noch 

wo  dann  durch  Diiferenziren 

oder 

ar»  =  -  5ilar»  +  (4^a*— 3i?)a:»  +  (2i?a*-  C)ar 

wird,  80  muss 

sein,  und  es  ergibt  sich  dann: 
x^dx 


dx 


A 


=-(.i^  +  Ma««»  +  i.S.fa*)V"a«— ;r«. 


So  findet  sieb  einfach  die  allgemeine,  aadi  sonst  bekannte  Formtl 

J   yn^=^  ^^     (2n+l)«+»l-«"    -^  \ 


Sirehi&i:    aekreiäen  an  den  Heram^eöer. 
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äclireibBn  des   Herrn   Professor    und    Director  Doe- 
tor  Strehlke  in  Danzig  an  den  Herausgeber. 

H  Herr  Frufes^yr  und  Otrector  Strehlke  hat  mich  in  eineui  «ehr 
Rlmdlkihen  Seh  reihen  vuru  t6.  Februar  1862  darnn  erinnert,  da^fl  er 
tchoD  im  Jahre  1827  in  CreUe"«  Journal  ThI.  II.  lic-h  mit  dem  durch 
liei  Punkte  eines  Keg^eUchniLts  nrnlp^ten  Kreide  heiifihäftigt  hulie^  niid 
bat  mir  «larübf^r  folgende  lehrreiche  ^liiUieiliin^  g-eniat:ht,  die  ieh  mirh 
freue  ileii  Lesern  de«  Archivs  vt»r!e*fen  /u  können.  Bei  meinem  Anfsatze 
nlier  dt'QseJben  Oeg^enatand  in  Till.  \XXVfl*  ^r,  \.  S.  2S5.  war  mir  vor- 
■ttgtich  die  Ht^^iehnn;^  dieser  kleiuen  Linieren«  hiiiijü^  zu  der  Bestimmung 
dv«  Krümtunng^halhiueisiierü  der  Ellipüe  IniereHsant.  Ich  empfehle  den 
lir»ern  die  folgenden  Bemerkungen  dt'^  Herrn  Directnr  Strehlke  recht 
Kf  zur  ßcachtuug.  (v. 

Nennt  man   die  Cöordinaten   des  Mittelpunktes  jenes  fCreiae» 
p  and  q^  wo  p  Ahscisse^  q  Ordinate»  60  ist: 

I)  Für  die  Ellipse,  wenn  ar^öcosö,  ^^ösinÖ; 
9  = —  ^^— ; — -  am  — li —  fiin  ^—^i — -  sin  ^^ — - 


P- 


- — -—  cos  — ^-  cos      -g"  cos  — 2~^  • 


In    (lern    Pro^^ramme    de^    Cüllni^chen    Gymnasiums  in  Berlin 

^»m  ialire  1832  Imbe  ich   für  den  lladiii&  i\et>   genaniileu  Kreii^es 
'olii;endeii  Ausdruck  gegeben: 


ab 


V 


X(ö2mni(Ö'  4^  ÖT  +  ^' cos  4(0'  +  0*)^) 
X(a«  sin  l(ff'  +  Ö)^  +  ö*  cos  4(ö"  +  6)«)  - 


156  SireMke:    Schreiben  an  den  Herausgeber, 

Man  gelangt  zu  diesem  Ausdrucke  liir  r  aucb  leicht  durch 
metrische  Betrachtan^env 

ist  in  einem  HalLikreii^e  (Taf.  V[l.  Ftg.  3.),  dessen  Hadius 
iVC  ein  conjugirter  Durchmesser  zu  €M,  der  Hai  hk  reis  auf  eine  E 
orthographisch  projicirt,  die  mit  der  Ebene  des  Halbkreises 

Neigungswinkel  bildet,  dessen  Cosinus  == -,  ^^  ^^^  ^^^  Proj* 

des  Halbkreises  auf  die  letzte  Ebene  eine  Ellipse  mit  den  | 
axen  a  und  6.  Die  auf  ^a  senkrechten  MP  und  NP^  siod  a 
acosö,  CP  =  a cos 0,  CP*  =as\ne,  wenn  ^MCP^ß 
Projection  bleiben  CP  und  CP  ungeandert^  aber  il/P  wird  —  Ä 
und  NP^  ^Äcosff-  Nun  seien  AD  ^^2x  eine  Kreissehne  (i 
Mitte  ß)  senkrecht  auf  CM,  a*  und  b*  die  Projectionen  voo^ 
und  CN^  2i^  von  2i,  so  hat  man  wegen  des  Parallel tsmus 
2i'  und  6' : 

Werden  zwei  andere   Sehnen    im    Kreise,    die  mit  2z  ein  On 
bilden,  durch  2t  und  2u,  die  Projectionen  durch  2t* ,  2u* ,  di 
sprechenden  conjuüfirten  Halbmesser  durch  h"  und  6*^  bezeic 
so  hat  man  in  gleicher  Weise: 


u 
2tt  ^ 


I 


Da  der  Radius  r  des  durch  die  drei  Punkte  jedes  Sehnendre 
gelegten  Kreises  bekanntlich  dem  Producte  der  drei  8e 
dividtrt  durch  die  vierfache  Fläche  F^  des  Dreiecks  gleichkd 
so  ist: 

2z:2t.2u.b\b'*.b'^ 

Da  F*=^-F,  wenn  F  die  Fläche  des  Sehnendreiecks  imE 
a 

uberdiess  im  Kreise 


so  wird     r 


d    r  = 


Wenn   die   Coordinaten   der  drei    Punkte  im  Umfange  der 
durch   acosÖ,   6sinö;   ffcosÖ',  6sin^';  acosÖ",  ÄsinÖ"  bei 
net  werden,  so  sind  die  Coordinaten  der  Lindpunkte  der  die] 
nan  halbirenden  Halbmesser  im  Kreise  flcosi(Ö  +  ö'),  asin4(j 
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i.  w.,  die  entsprechenden  Coordinaten  in  der  Ellipse  aco8  4((9+d'), 
ii(ö  +  ö')  u,8,  w,  tirid  deshalb: 

fr"«  =  fi«  sin  i{Ö'  +  (?")*  +  ^^  cos  4{^  +  &*)^ , 

6'^«  =  ««sin  J{Ö"  +  ö)*  +  6»  cos  4(0"  +  Ö)* ; 

aus   die  Richtigkeit   des  oben  geerebenen  Ausdrucks  für  r  er- 
|et 

*2)  Werden  im  UmfaDge  der   Hyperbel  die  Coordinaten  der 

Punkte   rfureb    -"-^ .     Mango;     ^.     6 lang ö';    —■^.. 

n^$**  bezeichnet»  so  erhält  man: 


jB  +  ff)  ^.   {&  ^&*)   ,   iB'*^B) 


(ö®  +  6®)  sin  ^^  -  sin  ^-^ 


sin- 


^  = 


P  = 


2 


öcosöcüsÖ'cQsfl"  • 

.a.Aa.        f'^'-Ö)        Cr-Ö')         (Ö"-ö) 
(a*  +  b^}  cos  — Y—  cos ^ cos  — ^-^ 


V 


acosdeos^'cos^'' 


r=^ 


(oaflin4{ö'  +  B)^^ißmBl{ff  —  &f)~ 
x:(a«sin4(r  +  Ö')^  +  ^*€os4(r-!Ö')*) 

X(fl^slii  iCÖ"  f^r -M/^cos  i(^'^— ^)^) 
aÄ  cos  ö  cos  B*  cos  Ö" 


3)  In  dem  Umfange  der  Parabel  seien  die  Coordinaten  der 
t\  Punkte  «,   Vma;  «' ,  Vmßf';  c^'^  Vma";  dann  öndet  man: 


1 


2v^m 


( V«  +  V«')*(  V«'  +  Va"J^(  Vor"  +  V«) . 


»=     a  +  a'  +  a"  +  «»  +  Vff.a'  +  V^a'  .cü"  +  V«".tt, 


iv"?« 


V^(m  f  (t/i^+  V'«')')(?^  4-(  Vö'+V  ßT)0«+(V'ß"+ 1/«)*)- 
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XI. 

Ueber  die  KrümnmiigslJDieii  des  Ellipsoids. 

Von 
Herrn  Do  clor   Oüa  BUklen 

711    8ulz  a.   ^,    IUI  Koniu^reich   W  ür  tciiibe  rg. 


In  einer  AbhaMdliing  „Ueber  »pbärif^che  Ke^elscbnitte*' 
in  iler  Zeitschrift  von  SchlJimilch ,  Cantor  und  Kahl  hat 
Herr  Dr.  Heil  ermann  mehrere  schöne  8ätze  angegeben,  vrelche 
*»ii:h,  wie  fiberhaupt  viele  Satz«?  über  sphäri^iche  Linien ,  nach  der 
Methode  von  Gauss  auf  beliebige  Flächen  übertragen  lassen,  von 
denco  hier  aber  hlos^  eine  Anwendung  auf  die  Krümmun^slinieri 
des  E!lip»oids  gemacht  werden  ino<^e.  Herr  Dr.  Heiler  maDu 
bedient  «ich  zur  Bes^riinduug  «seiner  S^tze  der  sogenannten  Axext 
Coordinaten  von  (^  ii  d  e  r  m  a  n  n  nach  dessen  analytischer  Spharik. 
Um  tn  zeigen,  in  iv eiche r  nahen  Veniandtsehat't  letztere  zu  den  ge* 
wohnlichen  rechtwinkligen  Conrdinaten  der  Ebene  stehen,  nebnieD 
nlr  in  einer  Kugel,  dereo  Mttelpunkt  O  ist,  drei  zu  einander 
rechlwinlilige  H:ilbmesser  OJ,  0/>,  Of  an.  Durch  €  legen  wir 
eine  Tanatential-Kbene  an  <lie  Kü^pI,  welche  von  den  Ebenen  OAC 
und  OBC  in  den  ircraden  VX  und  CV  geschnitten  wird.  E» 
sei  M  ein  beliebiger  Punkt  in  der  Tangential- Ebene  und  seine 
rechtwinkligen  Coordinaten  hinsichtlich  der  Äxen  CA  und  Cf 
Jörnen  ar  und  ^;  /Jeht  man  nändich  MD  senkrecht  auf  CA^  utiil_ 
ME  senkrecht  auf  CF,  so  ist: 


Die  Linie   OM  schneidet  die  Kugel  in  m;  die  HauptkreUe  Bm 


4 
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und  Am  treffen  verlängert  die  Haupt kreUe  CA  und  CB  in  den 
Punkten  d  und  e;  die  trigonoineiriHcheii  Tangenten  der  ßögen 
Cd  und  Ce  nennt  Gudernifinn  die  Axeri-Coordinaten  des  Puok- 
1*8  m;,  es  ist  leicht  zu  Behen,  das«  die  Punkte  Mrn^  Dd^  OB 
h  einer  Ebene  liegen,  wie  auch  die  Punkte  il/m,  Ee ,  OA,  dass 
ferner  D  und  E  in  der  Verlängerung  der  Halbmefiser  Od  und  Oe, 
iiB(t  somit 

X  =  tg  CV/     und     if  -^  tg  Ca 

die  Axen*Coordinaten  ?on  m  sind. 

Wir  wollen  nun  annehmen,  der  Punkt  M  bewege  sieb  in  der 
iingjentiah  Ebene  XCY  in  einer  Curve,  deren  geradlinige  Coor- 
naten^    hinsichtlich  der  Axen  VX  und   CY,   ic   und  y  «ind  und 

Gleichung 

iiflgen;  »o  lienegt  sich  der  entsprerTbende  Punkt  m  auf  der  liu- 
auf  einer  spärlscben  Curve,  deren  Gfeicbung  in   Alen-Coor- 
Daten  ebenfalls 

Spezielle  Fälle  sind  folgende: 

Wenn  m  sich  in  einem  Hanptkreise  bewegt,  so  durchläuft  M 
De  Gerade,  abo  ist  die  Gleichung  ersten  Grades 


M) 


»Gleichung  irgend  eines  Hauptkreises  in  Gudermann*s  Axen- 
oordinaten.     Setzen  wir  in    1)  der  Reihe  nach  y  und  .t  =0^  so 

geben  sich  die  Werthe  o*  — a  und  y^^b  für  die  Durchschnitte 
tx  Linie  1-  mit  den  Axen  CA  und  CB. 

Wir  wollen  Eweitens  annehmen,  wt  durchlaufe  einen  §phäri- 
hen  Ke^elischnitt,  dessen  Mittelpunkt  €  mi^  «o  wird  M  in  der 
Qgential  -  Ebene  eine  Ellipse  (tiyperbel)  beschreiben,  deren  Glei- 

ung 


^'l) 


r 


K 


Dit  auch  diejenige  des  sphärischen   Kegelschnitts   ist,  dessen 
Mittelpunkt    C»  und  zwar   in  Axen- Coordinaten.     Um   die   Giel- 
mng  eines  den  sphärischen  Kegelschnitt  2)  berührenden  Haupt- 
ei»es  in   Axen-Coordinaten  zu  erniittetny  bedienen  wir  uns  fol- 
'fenden  Lehrsatzes: 


L 
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Es  «ei 

fp{x,  y)  =:  0 

die  Glekbuiig  einer  Curve  la  einer  Ebene,  und 

au  -|-Äi>-f  €^^0 

diejenige  einer  Geraden»     Soll  letztere   die   Curve   schneiden 
Punkte  (x,  y)t  so  mufi«  sein : 

aa?  +  6y  +  c  =  0     oder    ä(ä' —  ii)  +  6(y- 1>)  =  0. 

Soll  die    Gerade   die  Curve  beriiliren,  oder  auch   noch  den  Punkt 
(ar  +  £^,  y+%)  mit  ihr  gemein  haben,  so  ist: 


oder 


a{x  +  dx  —  u)  \  Ä(y  +  % — ü)  =  0 
adx  +  hdjf  =  0. 


Daher  ist  die  Gleichung  der  durch  den  Punkt  (x,  y)  gehenden 
Beruhrungsiinie  der  Curve  gp(^,  y)  ^  0 : 

dv  ^ 

wo  der  Differentrakoefficient  -r^  aus  der  Gleiebug  der  Curve 
beistininit  ivird. 

Diesem    Verfahren   ist    allgemein   gültig,   es  miSgen, 
die  Curveii 

{p(a:,if)^0    und    au+äü  +  c^O 

auf  einer  heliehigen  Fläche  liegen  und  die  Coordinateh 
jp,  y;  Wj  fj  sieh  auf  ein  Coordinatensyatem  irgend  w  elchei 
Art  beliehen.  Der  Beweis  davon  liegt  ganz  einfach  in  der  ße« 
trachtung,  dass  die  Curven  die  Punkte  {^,  ^)  und  (^+rf:r.  ^f+of^) 
gemein  haben  söUen^  um  j^ich  zu  berühren^  und  weiter  spricht  auci» 
das  obige  Verfabren  nichts  aus.  Es  i^t  ^oniit  unabhängig  voB 
der  Natur  dea  betreffenden  Cnordinaten Systeme.  Wenden  wir 
diesen  Safz  auf  die  Axen  Coordinaten  Gudermanns  an,  80 
finden  wir  sogleich,  dass 


3) 


i:!^ 


6« 


=  1 


die   Gleichung  des  Uauptkreises  ist,   welcher   den    sphärischen 
Kegelschnitt 
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iiD  Punkt  (JT,  y)  berührt. 

Wir  wollen  nun,  ini!em  wir  die  gleichen  Buchstaben  mit 
Stricben  verseb«n  gebrauchen,  annehmen,  0'A\  0*B*,  O'/?  seien 
die  gro5sc,  mittlere  und  kleine  Halh^xe  eines  EÜipsoid^^^  deseien 
Mittelponkt  O'  ist.  O  A'  ^ei  parallel  OA,  O* B'  parallel  OB, 
O'C  parallel  OC  Der  Punkt  m^  des  Ellipsoids  entsj triebt  dem 
Punkt  m  der  Kugel,  weil  die  durch  m*  gehende  Flächen - 
normale  dc8  ii^llipsoid«»  parallel  dem  Kugel  h  albmess  er 
Om  int.  Die  Ebene  O'i?'/«',  welche  demnach  parallel  der  Ebene 
de«  Hauptkreii^e^  OB/n  iat,  schneidet  den  Hanpf^chnitt  OA*  des 
Ellipsoid^  in  d';  so  »<ind  die  Punkte  d*  und  d  gleichfalls  ent- 
iprechende,  weil  die  durch  d  gehende  Flachennormale  des  Ellip- 
6oid$  parallel  dem  KugelhalbniesMer  Od  ist;  die  trigonometrische 
Taogentc  de^  Winkel*^  zwischen  dieser  Fläcbennorniale  und  der 
Axe  0*C*  ist  iilso  =  x.  ElH'nsh  i$ch neidet  die  Ebene  O'A'm^ 
welche  parallel  der  Ebene  des  Hau|»tkrei8e8  OAut  Ist,  den  Haupt- 
ichnitt  C*B*  des  Ellipsolds  in  e';  die  Punkte  e*  und  e  sind  auch 
entsprechende,  vvell  die  durch  p  gehende  Flächen  normale  des 
Olipsoids  parallel  dem  Kugelhafljine.-ser  Oe  ij«t;  die  trlgonome- 
tristbe  Tangente  des  Winkels  zwischen  dieser  Flächen  normale 
ttftd  der  Axe  0*C'  ist  somit  =  ^.  Die  Grössen  ar  und  _y  nen- 
nen wir  nun  C o  o  r  d  i  n^  t  e n  d  e s  P  u  n  k  t  e s  m*  a u  f  d  e  m  E 1 1 i p» 
9oid;  die  Hauptsc*hnitte  OA'  und  OB*  »ind  die  Cooi- 
dinatenaxen.  Bewegt  sich  der  Punkt  m*  auf  einem  CentralschDilt 
des  EllipHoids,  so  sind,  einem  bekannten  Sat^e  zufolge»  alle  durch 
m'  gehenden  Fläch ennormaten  des  Ellipsoids  Einer  Ebene  parallel, 
<ler  entsprechende  Punkt  m  auf  dt^r  Kuijel  durchläuft  also  einen 
Hauptkreis,  mithin  ist  die  Gleichung  von  m'  in  unsern  Goordlnaten: 


4) 


!+!■='• 


Setzen  wir  hier  der  Reihe  nach  y  und  x^=0,  so  ergeben  alch 
die  Werthe  x'  ^^  a  und  jf'  =^  h  für  die  €oordinaten  der  Dufch- 
»ehnittspunkte  de?  Linie  4)  mit  den  Aren  VA*  und  V B\ 

Wir  wollen  ferner  annehmen ,  in  durchlaufe  auf  der  Kugel 
eine»  sphärischen  Kegelschnitt,  dessen  Gleichung  in  Axen*Coor- 
dtnaten 


=  1 


80 


bewegt  sich  der  entsprechende  Punkt  m*  des  Ellipsoids« 
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wobei  also  stets  angenommen  wird,  dass  die  durci 
mf  gellende  Flächen  normale  des  Ellipsoids  parallel 
dem   Kugelhalbmes^er    Om  ist,  auf  einer  faLrümmiiugaliniet 

deren  C^lekliung   somit   nach  den    von  uns   gewählten    eljipäojd 
sehen  €o  Ordinate n 


8) 


X 


«2  ~r  ^2 


=r  1 


d 


ist.  Die  Krümniungslinie,  deren  Mittelpunkt  C,  sehneidet  die  Haupt- 
schnitte €*A*  und  iyß*  des  Ellipsiodis  in  zwei  solchen  Punkten, 
dass  die  trlEronouietn^chen  Tangentender  Winkel,  tvelehe  die  durch 
sie  gehenden  Flä€hennQnnalen  des  Ellipsoids  mit  der  Are  0*C 
bilden,  gleich  a  und  b  sind;  die^e  Winkel  nennen  wir  die 
Halbaxen  der  Krümmun^sünie  5).  Durch  jeden  Punkt 
eines  Elli  psoids  gehen  z  vve  i  Krümm  ungs  Linien^  die  Eine 
mit  zwei  realen  Halb axen,  die  Andere  mit  einer  realen 
und  einer  imaginären  H  a  I  b  a x  e.  Die  Ol eichnng  des  Central- 
schnitte,  welcher  die  Kriluimun({>;ltuie  5)  im  Punkt  {x\  y^) 
rfihrtj  ist  in  unseren   Coordinaten  ti  und   vi 


6) 


yi.- 


„ä«  +  |ä''  =  i- 


•     Zwei  Curven  auf  dem  EÜipsoid  und    der  Kugel   entsprecfi 
einander,  wenn  die  durch  die  erste  Curve    gehenden    Flächennofi 
malen  des  Ellfpsoids  einzeln  parfillel  den  nach  der  zweiten  Cutt^ 
gezogenen   Kugelhalbmessein  sitid*     Wenn    gjfa.^^)  z=0  die  Glei-* 
chung  der  sphärist-hen  Curve   in  Axen- Coordinaten  ist,  so  ist  die- 
jenige der  entsprechenden  ellipsoidlschen  Curve  in  unseren  Con 
dinaten  ebenfalls 

Schneiden  eich  zwei  Curven  auf  der  Kugel  unter  dem  Winkel 
a^  so  schneiden  sieh  ihre  entsprechenden  Curven  auf  dem  Elllpsoid 
so»  das8  ihre  eonjugirten  Tangenten  im  Durcbscbnitüipnnkt  dei 
Winkel  «  bilden.  Wird  daher  Im  Punkt  m  ein  sphärischer  Ke 
gelschnitt  von  einem  llauptkreis  der  Kugel  normal  geschnitten/ 
so  wird  die  entsprechende  Krummuugsllnle  des  Ellipsoids  im 
Punkt  m*  von  dem  entsprechenden  Centralschnitt  gleichfalls  not- 
mat  geschnitten.  Einem  Systeme  von  con fokalen  sphärischeD 
Kegelschnitten  entsprechen  die  beiden  Systeme  der  Knlmmungs- 
llnien  des  Ellipsoids.  Den  gemeinsehartlichen  Brennpunkten  d« 
ersteren  correspondiren  die   Mab el punkte  des  Ellipsoids. 

8ind  a  nnd  h  die  Tangenten  der  Halbaxen  einer  Krummungs- 
linte  des  ersten  Systems  und  a*  nnd  b*  die  Tangenten   der  Halb" 
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axen  einer  Krümmungslinie  des  zweiten  Syi$f€ini>  auf  einem  Ellip- 
soid^  und  8chtieidei)  sich  beide  KrümmuDgsllnien  im  Punkte  {x^  ^) 
nach  uosereti  Coordiuaten,  8q  i^t  (S.  die  oben  angefahrte  Ab- 
handlung Heilermann's»  Formel  6.): 


,3* 


b,^  = 


1  +  fl2   b^  ' 


uud  die  lileiehung  desjenigen  Ccntralscbnitts,  welcher  die  Krüm- 
mungslinie  des  ersten  Systems  Im  Punkt  {x^  t/)  normal  schneidet: 


8) 


aWf  Ao  =  l 


1^  (Formel  7)  bei  Heiler  mann)* 

Diess  sind  die  Grundrornieln  lür  die  Central  schnitte  und  Krüm- 
mangslinleii  des  Ellipsoids  nach  unseren  Cfmrdinaten.  Su*  sind 
denjenigen  für  Hauptkreisa  imd  spharij^che  Kegelschnitte  nach 
Gudermaiin*s  Coordinateii  durchaus  analog.  Die  weitere  Oebei- 
tragting  der  Formeln  in  dei;  genannten  Abhandlung  hat  nun 
darchaus  keine  Scliwlerrgkeit  mehr.  Es  miigen  schliesslich  noch 
diejenigen  ^älze  ^on  Hei  1er mann  auf  das  Ellipsnlrl  angewendet 
werden,  welche  sich  ohne  Einführung  anderer  Namen  und  Aus- 
drucke als  der  folgenden  leicht  in  Worten  wiedergeben  lassen. 
Wenn  auf  dem  Ell  ipso  id  eine  begrenzte  Linie  gegeben  i^t,  durch 
deren  Endpunkte  die  Normalen  der  Fläche  gezogen  werden,  so 
nenne  ich  den  Winkel  beider  Normalen:  „Den  der  genannten 
Linie  entsprechenden  Nnrmalen-Winkel**.  Hie  Punkte  (a:,  3^)  und 
{i\ff^  der  Krümmungslinien»  deren  Halbaxen  (i,  bi  a'  und  /i'sind, 
Geissen  entsprecbendj  wenn  sich  verhält i 

^itß*  =  bib\ 

Anschliessend  an  diu  Methode  von  Gauss,  lassen  sitb  die 
Linien  anf  den  Flachen  in  zwei  tJysterae  («)  und  {b)  eintheilen*). 
Die  Linien  des  Systems  («)  sind  dadurch  charakterisirt,  dass,  wenn 
man  durch  ihre  Punkte  die  Normalen  der  Fläche  zieht,  und  pa- 
raüei  damit  die  Halbmesser  einer  Kugel,  letztere  in  einer  Ebene 
liegen.  Bei  den  Linien  (b)  bilden  die  parallelen  Kugelba  Ihm  esser 
nicht   eine  Ebene,  sondern  einen  Kegel   zweiten  Grades,     In  dem 

•)   i^Vks    Weitere   hicnlljcr   wird  hofTünUrcb  ein  spairrer  Aiifstiti;  de^ 
f|«rrn   VerfftaHer«  bringen.  G, 
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»peziellan    Fall    nun,    wo    dieser    Kegel    em    Drehungskegel 
fiernie  ich  die  Linie  auf  tler  Fläche:  „Linie  de«i  Systems  (cj  oder 
blos8  Linie  (c)'^ 

Diese  vorausgesetzt,  erhalten  wir  folgende  Sätse  für  die  Krü 
luungslinien  des  Ellipsoids: 

Der  Bogen  eineä  Centra  Isehnittgi,  welcher  zwei 
entsprechende  Funkte  zweier  Krüniinu  ngs  li  nien  ver- 
h ludet,  j8t  in  allen  Lagen  Normale  derselben  dritten 
Krummungi^linie,  die  ihn  in  z  wei  A  btichnitte  theilt,  d 
r e  n  N  o r  m al e n -  W  i  n  ke  1  einander  gleich  sind. 

Wird  eine  Krümmungs  li  nie  von  einer  Linie  (c)  ia 
zwei  gegen  die  grosse  Are  symmetrisch  gelegene 
Punkten  7/1  und  mi  berührt^  und  von  einem  beliebig 
Punkt  w  der  Krün»m  un^>äl  iuie  an  dies«  e  Linie  (c)  ein  b 
rühren  der  C  entra  lisch  ni  tt  gezogen,  so  ist  der  demsel- 
ben entsprechende  Normalen -W inkel  gleich  derSumroe 
oder  Differenz  der  realen  Matbaxen  der  durch  die 
Punkte  m  vinA  u  gehenden  Kriinnuungöli  nien ,  je  nach- 
dem diese  Punkte  auf  verschiedenen  oder  denselben 
Seiten  der  kleinen  Axe  liegen. 

Der   N  o  r  m  a I  eu  -  W  i  o  k  c I ,  welcher  dem  von  einem  be 
I  i  e b i g e n  Punkt  e i n e i'  K r  u  m m  u u g s li n  i e   a u  d i e    li her  d er 
kleinen    Axe    beschriebene    Linie  (c)    berührend    gez 
genen  Ceutralschnitt  entspricht,    ist  gleich    der  reale 
Halbaxe  der  durch  diesen  Punkt  gehende  n  K  r  li  ui  ni  u  n  g 
linie. 

Zieht  man  an  eine  Linie  (c),  welche  eine  Kr  um 
mungslinie  in  zwei  gegen  die  grosse  Axe  sym  metriacli 
gelegenen  Punkten  berührt^  von  einem  ^»cheiCel  dej 
kleinen  Axe  einen  berührenden  Cen tral schnitt,  so  ifi] 
der  demselben  ents  prechende  Normalen- Winkel  gleic 
d  e  r  r  e  a  1  e  n  U  a I  h ax e  d  e r  K  r li  m  m  u  n  g s  I  i  n  1  e ,  w e  I c  h  e  d  u r  cl 
jene  symmetrischen  Punkte  geht. 

Wird  eine  Krüm  mungslinie  von  zwei  Linien  (e)  it 
zwei  gegen  die  grosse  Axe  symmetrisch  g  e  1  eg  en 
Punkten  m,  m,  und  p^  pi  berührt,  und  werden  von  e 
nem  beliebigen  Punkt  re  der  Ikrü  mm  ungsline  an  dies 
Linie  (c)  berührende  Cen  tralscbnitte  gezogen,  so  is 
die  Summe  oder  Differenz  der  demselben  eutsprechen- 
deu  Normalen -Winkel  konstant,  jenuchdem  der  Pun 
zwischen   den   Bogen  mmi  liegt  oder  u  ich t; 
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Entwickelung  einer  Formel  zur  BerechDang  des  Flä- 
cheninhalts einer  geradlinigen  Figur  bei  Messungen  mit 
der  Boussole  unmittelbar  aus  den  gemessenen  Seiten 
der  Figur  und  den  an  der  Nadel  gemachten  Ablesun- 
gen, ohne  erst  die  Winkel  der  Figur  berechnen  oder 
andere  ¥or1äu6ge  Rechnungei]  machen  zu  müssen. 


den* 


Von 
Herausgeber. 


Die  eleganten  Formeln  zur  ßestimmiifi^  des  Flächeninhalts 
geradliniger  Figuren  atis  ihren  leiten  und  Winkeln  nder  aus  den 
Coordinateu  ihrer  Ecken  sind  allgemein  bekannt^  nnd  werden^  ins- 
besondere die  Formeln  für  den  Inhalt  durch  die  Ecken,  hei  prak- 
ti8cben  Arheiten  jetzt  immer  mehr  in  Anwendung  ^ehracht,  jeden- 
falls mit  vollem  Rechte,  weil  sie  in  der  That  bei  solchen  Arbeiten 
die  vortrefflichsten  Dienste  leli^ten,  namentlich  rücksichtlich  der 
Genauigkeit  der  zu  gewinnenden  Resultate  allen  übrigen»  sonst 
gewühniich  angewandten  Verla hrungsarten  weit  vorzuziehen  sein 
dfirften.  Die  meiste  Anwendung  finden  diese  Formeln  bei  Mes- 
sungen mit  der  Boussole,  weil  dieses  Instrument^  so  sehr  es  auch 
anderen  Instrumenten  an  Genanii^keit  nachsteht,  seiner  Bequem- 
lichkeit und  anderer  Vorthelle  wegen,  immer  noch  sehr  vielfache 
lind  hauGge  Anwendunr;  tindet.  Mit  der  Boossole  werden  aber 
eigentlich  die  Winkel  der  Fi<juren  nicht  selbst  gemessen,  sondern 
en  werden  bei    den    verschiedenen  Aufstellungen    des   Instrumenta 

I  nur  die  Stände  der  völlig  /;ur  Ruhe  gekommenen  Nadel  auf  dem 
eingetheilten^Kreise  abgelesen,  was  nicht  der  geringste  der  durch 
dieses  Instrument  gewährten   Vortheile  ist;    dass  ausserdem  noch 

I  die  Seiten  der  Figur  gemessen  werden  müssen ^  versteht  steh  von 

t_ 
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selbst.    Es  hat  mir  daher  immer   mhx  wnnscIieDswerth    geschie- 
nen^ eine  ganz  all<^€meine  Formel  zu  besitzen,  nach  welcher  der 
Flächeninhalt  der  Figur  unmittelbar  aus  den   gemessenen  Seiten 
und  aus  den  bei  den  verschiedenen  Aufstellungen  des  Instruments 
an  der  Nadel  auf  dem   eln^eth eilten   Limhus   gemachten  Ablesun» 
gen  berechnet  werden  kann,   fihne  erst  entweder  die  Coordinaten 
der  Ecken  oder  auch  die  Winkel  der  Fi§;ur  berechnen  zu  müssen, 
wenn  auch  namentli*  h  Letzteres  an  sich  keine  Schwierigkeit  haben, 
aber  doch  verschiedene  Berficksichtigungen  erfnrdern  wurde,   die 
man  bei  praktischen  Arbeiten  gewiss  gern  vermeidet,    wenn  man 
das  gesuchte  Resultat  erhalten   kann«   in^^eni   man  die  gemachten 
Ablehnungen  ganz  so,  wie  sie  auf  dem  Terrain  an  dem  Instrumente 
gemacht    worden    sind*),    in    die    betreffenden    Formeln    einführt 
Eine  solche  allgemeine  Formel  zur  ßerechnuns  des  Fiächeniuhaltt» 
jeder  geradlinigen  Figur  hei  Messungen  mit  der  Boussole,   dere» 
nach   meiner  Meinunir   *tehr   wichtiger  Vorfbeil,  wie  gesagt,  darin 
beruhet,  daes  die  Resultate  der  auf  dem  Felde  gemachten  Mes- 
sungen,  —  die  gemessenen  Seiten  und  die  «n  der  Nadel  gemach- 
ten Ablesungen»  —  unmittelbar  in  dieselbe  eingeführt  werden  krm- 
neo,    zu    entwickeln*    beabsichtigt    der    vnrlie^endf>    Aufsatz;    um 
denselben   aber   ganz    für   sich   verständlicli    2u   machen^    will  ich 
auch  die  hei  der  in  Rede  stehenden  Entwicklung  zur  An wenfloDjj 
kommenden  Coordinatenformeln  für  den  Flächeninhalt  entwickeln, 
and  zwar  um  so  mehr,  weil  diese  Formeln  nach  meiner  Meinung 
gewöhnlich  nicht  mit  der  niithigen  Allgemeinheit  und  Schärfe  be- 
wies es  %verden,   und  ich  überdies   diesen  Formeln  eine   von  der 
meistens    gebräuchlichen    hin    und    wieder    abweichende    Gestalt 
geben    werde. 

Wir  legen  fur*s  Erste  ein  ganz  beliebiges  Coordinatensystefli 
der  ari/  zu  Grunde»  deswen  Coordrnatenwinkel,  nämlich  den  von 
den  positiven  Theilen  der  Äxen  der  :r  und  y  eingescblosaeneo» 
180**  nicht  übersteigenden  Winkel  wir  durch  of  bezeichnen.  Db 
geradlinige  Figur,  deren  Flächeninhalt ,/ bestimmt  werden  !*oll.  sei.. 

Äi  A^  jig  A^ ....  An 

tiod  die  Coordinaten  der  Ecken 


( 


.4,.  A^.  A„ 
wollen  wir  respective  durch 


A^ , 


In 


*)  Die  an  drr  Sai\v>[  gpinadiicn  -'Iblpmingpn  icd^ifb,  trHs  tich  v« 
■clbtt  veratebt,  W€|^en  der  l^^xrentricität  de»  InstrirmcnU^  insofern  di 
«elbc  eine  soliibc  besiUt^n  aollti:}.  ^fhiTi)^  mmgii^t,  wakii  in  der  Abbun 
lung  Tbl.  XX Wir  No.  W\\  eine   genariü  A^teilnng  gegrhen  worden  i 
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I     ^i.  yr.   ^45  y«;   ^s^^s;  3r4*  y*;  •-*;  ^*>  3^» 

fitien.  Atlen  unseren  folgenden  Betrachtungen  legen  viir, 
ier  ein  für  alle  Mai  bemerkt  wird,  die  Voraussetzung  zu 
|e,  das»  die  Seiten  der  Figur  AiA^A^Aj^.^.*  An  sich  nir- 
I  durchkreuzen« 

Iprner  nehmen  wir  ein  zneite^',  dem  primitiven  Systeme  der 
fralleleB  Coordinatensysteni   der  ÄY  so  an,   daas  die  gerad- 


Yi 


%2,m 


Ai  A^A^  Af^ 


hnerbalh  des  Coordinatenwrnkels  dieses  letzteren  Systems 
vias  offenbar  jederzeit  mtigüch  it$t,  und  bezeichnen  die 
liaten  des  Anfangspunktes  des  Systems  der  Ä¥  in  dem 
ven  Systeme  der  acy  durch  o,  b\  bezeichnen  \\\t  dann  die 
paten  der  Punkte 

Ayt   ^2»  A^f   Aj^,  ,.,»  Am 

Q  Systeme  der  XY  respective  durch 

I,   Ij ;     A-^f   J^;     A^)   /j ;     ^4,    44:«,..;  An,    /«; 

pn  wir   nach  der  Lehre  von   der  Verwandlung  der  Coordi- 
bekanntlkh  die  folgenden,  ganz  allgemein  gültigen  Formeln: 

üs^  —  G^  .Yj,    y^  =  b  +  Y^i 
a:^  =  a  +  Ä^,    3^3  =  *+!^» 

u.  s.  w. 


l   Ä^z==x^^a,     Y^  =  if^  —  b; 

j  ^5  =  0:3  — d,     Fg  — y^— Ä; 

^/       '         j  .Y4  =  ar4— ß,     ^4=^3^4-^; 

'  f  Up    I*.    w. 

1;  \    Jrn=^«  — a,       Yn^^^a  —  ff* 

WTst  wntlen  Mir  annebmei^  dass  die  g^^ehene  Figur  das 
fc  AiAzA^  s<»i;  die  verschiedenen  Fülle,  welche  rücksicht- 
Cr  gegenseitigen  Lage  der  drei  Punkte  Ai ,  A^,  A^  eintre- 
jnnen,  sind  in  Fig,  1.  dargestellt,  welche  wir  nun  nach  der 
i^traehten  wollen^ 

II* 
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In  Fig,  1.  I.  ist  otTenbar: 

atso: 

'JJ=+t(^,-J'a)(  l\  +  Y^H{X^-X^){  F,+  F3)+(^,->r,)(  F,+ F,] 

weoo  man  das  obere  oder  untere  Zeichen  ninifiit,  jeiiachdeii 
sich,  um  von  dem  Punkte  A^  durch  den  Punkt  A.^  xu  dem  P 
A^  zu  gelungen,  in  gleichem  oder  ungleichem  8inne  mit  di 
wegung  von  dem  positiven  Tb  eile  der  Äxe  der  x  durch  den 
dinaten Winkel  {xy)  hindurch  nach  dem  positiven  Theile  dei 
der  ^  hio  bewegen  muss. 

In  Fig,  L  I*.  ist  offenbar: 

2  J={T(^2-^i)(  ^1  +  n)+(^a-^2)(  1^.+  n)+f  ^3-:ri)(  Y,  +  F, 
aUo : 

27=11(^1 -Ji){  F,  +  F,)+(A'^=^jr3)(l2+  n)+(^3-^i)(n+  ni 

wenn   man   wiederum    das    obere    oder  untere  Vorzeichen 
jenachdem    man  sich^    um   von  dem  Punkte  Ai    durch   den 
A^  zu  dem  Punkte  A^  zu  gelangen^  in  gleichem  oder  ungl 
Sinne  mit  der  Bewegung  von    dem   positiven  Theile  der  A^ 
X  durch  den  Coordinatenwinkel  {xy)  hindurch  nach  dem  poi 
Tb  eile  der  Aie  der  y  hin  bewegen  muf^^. 


^ 


In  Flg.  L  IL  ist  offenbar; 
2/=l+(J',  -X^){  F,+  Y^mX^^X^){  F,+  F3)+(  Ja-JfjK  F3+  F^] 
also: 

2J=±t  (X,-J'a)(  F,-  F,)+(Aa-A3)(  Fj+  F3)+(,Y3-X,)(  F3+  F,; 
ganz  mit  derselben  Beütinimung  wegen  des  Vorzeichens  nie  ri 

In  Fig.  I.  II*,  ist  offenbar:  I 

■U=mx^~X{H  F,  +  Fa)dhÄ-^BK  n+  F,)T(  Ai-Jr,)(  F,+  F,] 
also: 

a/=+!(-ri-J'2)(  Fi+  Fa)+(X,-.Y,)(  Fa+  F,)+(A-3- J:,)(  F3+  F, 
ganz  mit  derselben  Bestimmung  wegen  des  Vorzeichens  wie  ^ 

In  Fig.  1.  IIL  ist  offenbar; 
2J=t  ICJ-,  -^,)(F, + Fa)±(,X,-;?3)(  Fa+  F3)T(A,-;f3)(  F.+ü 


m 
t 
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X  mit  deraelben  Bestiniinuiig  wegen  des  Vorzeicbens  wie  oben. 
In  Fig.  I.  III*.  ist  offenbar: 
+(-r,-J',)(  F,+  r»)=F(A;-Aa)(  1-1+  F,)t(Jr,-A-,)(  r,+  Fjisina, 


=±1(^-1 -Ji)(  Yi  +  y2)+(-y.-A'.)(  n+  F3)+(  A'3-J¥,K  n+  I'iX  8ir.o, 
mit  derselben  Bestimmung  wegen  des  Vorzeichenn  wie  oben. 
Hiernach  ist  also  in  völliger  Allgemeinheit: 
!.'=±t(J',  'X^){l\^rY^HX^-X^)i  Fa+  F»)+(_Y,-^, )( Fs+  F,)l  siiia, 

renn  man  i!as  obere  oder  untere  Zeichen  nimmt,  jenaclidem  man 
(ich,  um  von  dem  Punkte  A^  durch  den  Punkt  A^  zu  dem  Punkte 
Ig  zu  gelangen,  in  gleichem  oder  ungleichem  Sinne  mit  der  Be- 
regung  von  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  x  durch  den 
Toordinatenninkel  (xy)  hindurch  nach  dem  positiven  Theile  der 
Lie  der  y  hin  bewegen  mußis. 

RNach  dieser  Formel  für  den  Flächeninhalt  des  Dreiecks  lässt 
Termuthen,   dass    der  Inhalt  J  eines  jeden  neck^i  durch  die 
'ormet : 

J^=+a'i-^)(n+F^ 

±{*,-A3)(F.+  F,) 

,  U.    8.   VI'. 

±(j:n-i-jf«)(F„-,+  y\) 

±iX^- X,)  {¥„-{■  l\) 

DSgedröckt  wird,  wenn  man  in  dieser  Formel  die  oberen  oder 
iDteren  Zeichen  ntmmt^  jenachdem  man  sich,  um  den  Umfang 
les  necks  nach  der  Ordnung  der  Ecken 


P 


-^1 5     A*^ ,    A^^     A^ 


An 


durchlaufen,  in  gleichem  oder  uni^leichem  Sinne  mit  der  Be- 
regxing  von  dem  posithen  Theile  der  Axe  der  a:  durch  den  Coor< 
linaten Winkel  {a;i/)  hindurch  nach  dem  positiven  TheiJe  der  Axe 
ler  y  hin  bewegen  muss.  Die  RichtigkeiHlieser  Vermuthung  wird 
i€wtesen  sein,  wenn  wir  zeigen  künnei»^  dass  das  bemerkte  Ge- 
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Srmnertt    ,%m94rmtk  da 


Hmer 


setz,    wriin  es  bU  zu  eiiieiii  neck  gUtt 


ttarh  jedeneit 


ein  (i9-|^l)eek  gdle«   mnMS.    Di^en   Beweis  woüen   nir  jeUt 
(ttHrei)  verdDcheo. 

Za  dem  Ende  betncliten  vfU  jetzt  eifi  (n  -|-  l)ed[ 


j4|  ^i^^s  -^4 


J.4 


I.+1 


oiid  bezeichnen   dej^seo   Flächeninhalt  doreh  J*.     Wcno   wir  M^ 
Umfang  dieses  (fi  -|-  l)ecks  nach  der  Ordnung  der  Ecken 

^I  f    ^^%s    ^>   ^4# ---•  jSh,    ^4-1 

d  Dreh  taufe  n ,  so  werden  wir  ans  dabei  entweder  in  ^^leiehem  oder 
in  nngleichem  Sinne  mit  der  Bewegung  von  dem  pWitiven  Tbeüe 
der  Are  der  a:  durch  den   Coordinatenwtnkel  (jry)  hindurch   uacb 
dem   poBitiven   Theite   der   Axe  der  y  hin    bewegen,   und   daher  - 
bierin  Veranlassung   Onden«    bei   unserer  Betrachtung  die  beid#ii| 
folgenden  Falle  zu  onteracheiden. 

Wenn  man,  indem  man  den  Umfang  des  (n  f  l)eckjf£  nach  der 
Ordnung  der  Ecken 


^1  *    ^t  *    ""S  »    "4 ,  .  • . .  An  s    -"«'l-l 


durchläuft»    sieb    in   glejchem   Sinne   mit  der  Bewegung  von  di 

positiven  T heile  tier  Axe  der  x  durch  den  Cnordmatenwinkel  (jy) 
hindurch  nach  dem  positiven  Tb  eile  der  Axe  der  y  hin  bewegt; 
so  wird  es  immer  drei  auf  einander  folgende  Ecken 

gehen,  die  eine  solche  Latre  bähen,  dass,  wenn  die  Diagonal« 
Ak^iAk^i  gezogen  und  der  Flächeninhalt  des  necks 

A^A^A^  ....  Ak-i  Aki  i  —  An  An-\^i 

durch  J  bezeichnet  v%ird,  die  Gleichung 


(I 


J*  —  J4z  Aic-i  Ak  Ak^i 

Statt  ündet  *)»  indem  mau  in  dieser  Gleichung  das  ohere  oder 
untere  Zeichen  nimmt,  jenachdem  man,  um  von  dem  Punkte  Ak-i 
durch  den  Punkt  Ak  zn  dem  Punkte  Ak[i  zu  gelangen ,  sieh  to 
gleichem  oder  ungleichem  Sinne  mit  der  Bewegung  von  dem  po- 
sitiven T heile  der  Axe  der  a;  durch  den  Coordinatenwinkel  (xy) 
hindurch  nach  dem  poi^itiven  T heile  der  Axe  der  ^  hin  bewegen 
muss.     Halten  wir  nun  aber  .sfets   dieiüe  Bestlnrmung   %vegen  6\ 


*)  Zur  Brläoterung  kann  Fig.  2.  dienen. 
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eren  und  oDtereo  Zeichen  fest ;  eo  ist  nach  der  geio^te«  Vor- 
isetzang  offenbar : 

+(jr,-jr,)(ri+r,) 
+(J:.-ar4)(F.  +  F^ 

U.  8.  W. 

+  {Xm  —  Kk^i)  ( F*_i  +  Fn-i) 
-|.(JK.~1[*j.i)(F.  +  Fm-i) 

+  (i:h.i--Xi)(I'«+i+f,) 


^^^=^^^  =  ±(^-x- JS*)(F.^i  +  F*) 

d:(ir»-A+i)(Ft+FHii 

±  (ift+i -*-i)  ( »Vn  +  Fi-i), 
o,  weil 

JTk-i  -Xi^i)  ( Ft-i  +  Fh-i)  +  ( Jt+i  -  ü-i)  ( F*+i  +  Fjk^) = p 

,  nach  d«r  obigen  Gleicjiung  offenbart 

■^u=     (^.-Jf^(n  +  F,) 

+  (ir,-ir,)(F,+F,) 

+  (J?,-A4)(F,  +  F4) 

U.  8.   W. 

+(Art_i-jrt)(r*_i  +  Ft) 
+(ii:t-jrt+»)(F»+F»+,) 

U.  8.  W. 

+(jr«-ir«+i)(F,+FH.i) 
+(jr.+,-2r,)(F.+i+F,) 

ir:  ■ 

+  (Ja-ir,)(F,+  F,) 
+  (X,-ir4)(F,+  F4) 

O.  8.  W. 

+  {JK«-ir,+i)(F«+F,+i) 
+  (Ä+i-J,)(Fh-i  +  F,). 
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Wenn  man,  indem  man  den  Umfang  des  (ü -f  I)eck9  nach 
Ordnung  der  Ecken 

Ai^  A29  A^B  A^t ....  An$  An-^l  I 

durchläuft,  sich  in  ungleichem  Sinne  mit  der  Bewegung  von  dem 
positiven  T heile  der  Axe  der  x  durch  den  Coordinatenwinkel  (j:y) 
hindurch  nach  dem  positiven  T  heile  der  Äxe  der  ^  hin  hewegei) 
niuss ;   60  wird  es  wieder  drei  auf  einander  folgende  Ecken 


^jt-i,    Akt    ^k^i 


geben»    die  eine  solche  Lage  hahen,    dass,    wenn  die  Diagonale 
Ak^iAki-i  gezogen  und  der  Flächeninhalt  des  necks 

Ai  A^A^..\,  Ak-i  Ak^i ....  AnAn^i 

durch  J  bezeichnet  wird,   die  Gleichung 


J'  =  J+  Ak^iAkAh^i 

Statt  findet»  indem  man  in   dieser  Gleichung  das  obere  oder  UB 
tere  Zeichen  nimmt,  jenacbdem  man,   um  von  dem  Punkte  Äk-i 
durch  den  Punkt  Ah  zu  dem   Punkte   -^jt-|^i   zu   gelangen,    sieb  inj 
gleicbem  oder  ungleichem  Sinne  mit  der  Bewegung  i^on  dem  po-j 
sitiven  Theile  der  Axe   der  ^  durch  den  Coordinaten winket  lxf)\ 
hindurch  nach  dem  poeitiven  Theile  der  Axe  der  ^  hin  bewegm 
rou£i£i.     Halten  wir  diese  Bedingung  wegen  des  oberen  ond  unti 
ren  Zeichens  immer  fest,  so  ist  nach  der  gemachten  Voraussetzaoi 
im  vorliegenden  Falle  offenbar : 


und 


u,  s.  w, 

-(jjt-i^jrt+i)(n-i+  n+i) 

U.    5«    W, 

—  {Xn  —  Xn^x)  (  Yn  +  F„+i) 

^ -fer^  -  =  ±  (^*-*  -  ^^>  f  ^^-^  +  ^*) 

MXk-Xk^üiYk'^Yk^i) 


Einu 


mmUttlbor  durch  die  mit  der  Boussoie  gtmachtt;n  Messungen^  X7S 
\'  weil 

i,i  —  Xu^y)  l  Fjt-1  +  Vk^i)  +  (Äk-i-i  -  Äk-i)  (  Vhi  4  yk-i)  =  0 
riacii  der  obigen  Gleichung  offenbar:  , 

a.  s.  w. 

~{Ät-Xt+i}(rt  +  ri+i) 

u.  e.  Vf. 

-(jr»-jr.+,)(r.+r„+i) 
-(J?„+l-^,)(F„^.I  +  F,) 


=-(JV,-X,)(F,  +  F^ 

-{J,-A'4){F,  +  F,) 
u.  s.  w. 

-(jr„-jr,+,)(F„  +  F„+,) 

-  (A«4-i  —  Jf|)  ( Fn+i  +  F, ), 


sino 


nach  i«t  also: 

k 


=  i:(^,-jrj)(F,+FJ 

+  (jr,-j:,){F,  +  F,) 

+(Jr,-A-,)(F,  +  F4) 

±(Ä'„+i^jri)(F„+i  +  Fi), 


ti  man  in  dieser  Gleichung  iJie  oberen  oder  unteren  Zeichen 
mt,  jenachdem  man  sich,  um  den  Umfang  des  (n^l)tckB 
I  der  Ordnung  der  Ecken 

litrchlaufen j  in  gleichem  oder  ungleicheni  Sinne  mit  der  Be- 
iiDg  von  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  ^  durcli  den  Coor- 
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dinatenwinkel  {xy)  hindurch  nach  dem  positiven  Theile  der 
der  y  hin  bewegen  muss. 

Wären  die  im  Allgemeinen  durch 

Ah—ij    Ahj    Ak-\\ 

bezeichneten  Punkte  die  Punkte 

^«4-1^    Ali    A^'^ 

so  bezeichne  man  einmal  vorläufig  die  Punkte 

Ali     A^f     A^,     A^, , . , .  Am     An-^-l 

respective  durch 

A%f         A^t         A^p         Af^y    ....    Anr^lf         Ai 

und  die  Coordinaten  in  entsprechender  Weise,  so  sind  diePu 

Ak-i,    Ak»    Ak^i 
die  Punkte 

Ai ,    A^  9     A^ ; 

und  man  erhält  nun  natllrlieh  wieder  ganz  eben  so  wie  vorhe 
obige  Formel;   ersetzt  man  aber  In  derselben  nun  wiederum 

A%f     A^t     A^y     ^5, ....  ^n-fl»     Ai 

respective  durch 

Alt     A^y     Aq,     A^,  ....  Am     -^n-f-i; 

80  erhält  man: 

±(j!r,-*,)(r,+r,) 

U.   S.   w.  ' 

+  (X„-i-^2r„)(F„-i  +  Fn) 

was  offenbar  wieder  ganz  derselbe  Ausdruck  wie  oben  ist. 
Wären  die  im  Allgemeinen  durch 

Ak-ly     Alt,     Ah^i 

bezeichneten  Punkte  die  Punkte 


Er  duren  tife  mH  der  BouBRtih*  gemachien  Messnnffen.n^ 
man  einmal  vorläufig  die  Punkte 
/f  1  ,      j4j  ,      A^  ,      A^,  ....  An— li      Ant     Ah^I 
|tife  durch 

■■  A^f     A^^     A^r     ^ö»  ..*.  ^a4-i  *    -"i  j     ^2 

ie  Coordinaten  in  entsprecliender  Weise,  fio  sind  die  Punkte 

Ak~i,     Ak,     Ak^i 
ptikte 

^H  Ai ,     ^2 »     ^^a  ? 

Hau  erhält  tiiiD  naturlich  wieder  ganz  eben  i»o  wie  vorher 
Mge  Formel;  ersetzt  man  aber  in  derselben  nun  wiederum 

A$  ^     A^,     A^,     Aq,  ,..i  Aii-\-i  f     Ai ,     jfj 

Be  durch 
I     Ali     /i^j     ^^s *     -^^4, -*..  An—ii 
fiält  man : 

+(jr«+i-jr,)(F»+,  +  F,) 

a.  s.  w. 
±  ( J[„_a  -  X,-i)  ( I —a  +  F„-i) 

»ffeiihar  wieder  ganz  derselbe  Aosdruclc  wie  oben  ist. 

lierniit  ist  nun  vollständig  bewiesen,  dass  das  bemerkte  Ge- 
wenn  es  bis  zum  neck  gilt,  jederzeit  auch  für  das  (»-fI)eGk 
ind  diiher  allgemein  gültig  ist.  Polglich  ist  in  völliger  All  - 
inheit  für  jedes   »eck,    dessen  Seiten   sich   nirgends  durch* 


J:(A4-jr,)(Fj.|F3) 
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wenn  niati  flie  oberen  oder  unteren  Zeichen  nimmt»  jenacbd« 
man  mch,  um  den  Umfang  des  neckä  oaeh  der  Ordnung  der  Ecken 

^i  I     ^%  *    A^ ,    A^  j  •  • » •  An 

zu  durchlaufen  in  gleichem  oder  ungleichem  8inne  mit  der  Bewe- 
gung von  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  w  durch  den  Coor 
dinatenwinkel  {x^)  hindurch  nach  dem  positiven  Tlieile  der  Aie 
der  y  hin  bewegen  muss* 

Weil  nun  nach  2) : 

^1  —  ^a  =  ^i  - ^^>     ^i  +  I«=ari  +^1  -^ ; 

u.  s.  w, 
Fii-i  +  Fn  =z^„_i  +  y„  ^26 ; 
F«  +  F,  =  i5,„  +  y,-26 


Äj     ^^  -^  ^3  —  ^4  > 

u.  s.  w. 

^«-1  —  Xn  ^  Ä^n— 1  '^"  Xn  i 


ist;  SO  erhält  man,  wenn  man  diese  Grossen  in  den  obigen  Aus- 

2J 
druck  von    -r—  einführt ^   die   folgende  Formel: 


sina 


=  ±(^,  -.Ta)  (1^1  ^-y^—U) 


J:  (^4  —5^3)  (^«  +  3^a — 2Ö) 
+  (:E3  —  x^)  iy^  +  j^4  —  2&) 
II.   s.   w. 

+  {ar„  — a:,)  {>  +  ^1  — 2A) , 
und  folglieh,  weil  ofenbar 

26{(xi— ar»)  +  (:r^— arg)  +  (3:3— j-4)  +  ....  +  (^n-i— :a?fi)  +  (^«-^i)l=*' 

ist: 

2/ 


3) 


sinnt 


±(xs— a:4)(^s  +  ^4) 
u.  s.  w. 

+  (^„_1  --Xn)  (ffn-1  +  '^m) 


unmHteiöar  dmcA  die  mit  der  ßotissöie  gemacklen  äfeisunpen. ) ^^ 


derselben  Bestimmung  wegen  der  Zeicheo  wie   oben,   welche 
Formel  also  ganz  allgemein  f{fr  jedes  beliebige  Coordinatensystem  gilt 

"     Aus  der  vorstebenden  Formel  folgt  durcb  Auflii^nng  der  Pro- 
lüde : 


sincf 


U.    8,    W, 

±  (^«3^1  --^^fi^i)  J:  >^ii^»i  T  ^i3fi , 


u.  ft.  w. 

Welche  Gleicbun^  aber  zur  numerischen  Rechnung  weniger  bequem 
als  die  Gleichung  3). 


f 


Man  kann    die   Formel  3)   auch   nach  y, ,  ,y^t  J/a , -..- y«   oder 
a^i,  x^^  x^ Xn  ordnen  und  erhält  dann  die  folgenden  Ausdrucke: 


±  {xi  —  x^)y^  T  ^2  (i^i  — Ä'a ) 

U.    8.    W,  U,    S.    W. 

Ferner  ist  nach  3)  auch: 
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2J  ■      •     (-.    •' 

±  (^8  ~  ^4)  t  (ys —yi)  +  (^4— yi)  +  ^i  ^ 
± (^4  -  ^6)  t  (^4—^1)  +  (»6 — yi)  +  2yi  I  • 

'      u.  9.  w. 

also,  weil 

2^1 1  (aJi—ara)  +  (ir«— «i)  +(*8— ^4)  +  ••••  +  («n-i-a^n)  +  (in— a:i)!=0 

ist: 

ö) ^-=±(^1— ^8)(y2— yi) 

±(^2  — ^4)(y3  — yi) 

±(^S— ^6)(y4  — yi) 

±(^4-^«)(yd  — yi) 
U.    8.    W. 

+  (Xn^2  —  Xn)  (y«-l  —  yi ) 

welche  Formel  den  Vortheil  hat,   dass  nur  Differenzen  der  Coor- 
dhia(]efi  darin  vorkommen. 

Man  würde  diese  Ausdrücke  noch  unter  verschiedenen  ande- 
ren Formen  darstellen  können;  von  vorniglicher  Wichtigkeit  für 
unseren  Zweck  ist  aber  die  folgende  Eotwickelnng. 

Es  ist: 

>fl?l  —  ^8  =^  (^1  ""  ^2)  +  (^2  — ^i)  f 

«2-:^4  =  (^2  — ^s)  +  (ä?8— ^4)# 

^S  ""  ^6  =  (^3  —  ^4)  +  (^4  — ^6^9 

U.    S.    W. 

^n-2  —  aTfi  ==  (^n— 2  —  SCn-l)  +  (aTn-l  —  ^«), 
^n— 1  —  ÄTi  =  (a:n— 1  —  a7n)  +  (^n  —  ÄTi)  ; 

also,  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichung 

(ari  — a?a)  +  (^2^  ^3)  +  (^s  —^4)  +  ••••  +  (^'n-i  —  ^r«)  +  (ar«  —  Xi)=^0, 

offenbar: 


unmitaihar  durch  die  mit  dar  Boussole  gemacMen  äfesstingen.  17^ 

=  (j^a  —  %)  +  (j:»  —  ^4)  +  (^4  — -^5)  +  —  +  (^n-i  —  ^«)  - 

=  -  (;r,  -  jtä)  +  (3:3 - 3-4)  +  (5^4-4:5}  +  ....  +  (ar«-i  -^») , 

=  -  (ar,  —  a:»)— (^»  —  ara)  +  (JP4—  ^a)  -f-  -  • .  +  (^««t -^ jt«)  , 

<:r»l2  — ^n)  +  (^it-i  — 3*1) 

=  —  (a^i  — ^a)  —  (.^2  —  ^s)  —....  —  (j-Ti-a  —  :ri,^i) 

b  —  .Vl=(.'/2--'?/l). 

11.  s.  w. 
lieh,  wenn  man  di^se  AugdrCicke  in  die  Gleichung  6)  einführt: 

Ü*    8,   VF, 


im 
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welche  Gleichung  man  nach  einer  leichten  Trane  Forma  tion  sogle 
auf  die  folgende  Form  bringt: 


2J 
sinor 


T  t  (.Vs  ^  ;y2)  (^4— ^sr)  ^  (^»^^3)  (^3—^1)  * 

u.  s.  w, 

+  1  (3^4  -  ^b)  (^5  —  ^4)  —  (y^—^i)  (^4  ^  ^3)  * 
U.   5.   w. 

+  1  (^4  -3^3)  f^«  -^  ^«-1)  —  (3^«  — ^«-X)  (^^4 -^^3)  t 


Bezeichnen  wir  nun,  indem  wir  von  jetzt  an  für  ein  rechtwink- 
liges Coordinjitensystcm  den  positiven   Theil  tJer  Äace  der  y,  bei 
willkührl icher  Annahme  des  positiven  Theils  der  Axe  der  x,  Mj 
annehmen,  dass  man  sich,  um  von  dem  positiven  Theile  der 
der  X  durch  den  rechten  Winkel  {xy)  hindurch  zu  dem  positif« 
Theile  der  Axe  der  y  zu  gelangen,  nach  einer  Richtung  bewegen 
mus9»  welche  der  Richtung  entgegengesetzt  ist,  nach  welcher  aui 
dem  Limhus  der  Bouesole  die  Grade  von  0  bia  360^  gezählt  mi^ 
die  Seiten 


AiA^r      '"%^%f      A^A^f  ....,   ^fi—iiTny      AnAi 


der  Figur 
respecttve  durch 


j4|  a4^A^  if  ^  ....  An—l  An 


*S4>      *4»* 


1  *ii— 1,  «j      *jil. 


xmiUeibar  durch  die  mit  der  Bous$oie  gemaehUn  Mesnmffen.  181 
ie  an  der  Boassole,  indem  man  dieselbe  in 

•^1»      ^%9      ^8»      il4,  ....,  A— 1>      An 

Ute  und  respective  nach 

•^a»      43  >      ^49      ^5>  ••••,  iljij      ili 

S   gemachten  Ablesangen  respective  durch 

**!«»     ^'m»     *'^»4»     «46»  ••••>  **«— 1,  «>     **»!> 

t  man  bekanntlich  *)  die  folgenden  ganz  allgemein  gfiltigen 
lungen : 

x-l+lx-l ,  X .  cos(«x-i ,  X-  w) ,  yx=yx-i+«x-i ,  x.8in(ax-i ,  x—  w) ; 

A-i+*A-i ,  A .  cos(aA-i ,  A-  w) ,   yA=yA-i+iA-i ,  A.sin(aA-i ,  A— od)  ; 

(yx  — ^x-i)  (a:A  -  a?A-i)  —  (yA— ^A-i)  (arx  —  arx-i) 
i,x5A-i,Atsin(ax~i,x — a))co8(«fA-i,A— 0») 

—  cos  («x-i ,  X  —  od)  sin  (cA-i ,  a  —  w) } 
=  f x-i ,  X *A-i , ;.  sin  C«x-i ,  X  —  «A-i ,  a)  ; 
h  nach  dem  Obigen: 
2J=+*i2j23sin(ai2- oja) 
T*i«*34S>n(«i2— 034) 
+  *i«*46sin(ai2  — «46) 

U.    8.    W. 

T*i»*n-i,nsin(a,a— ««-!,«) 

+  128^34  sin  («28  — «84) 

T  «28  *46  S'n  («J3  —  «4ö) 

U.    8.    W. 

T  *28  *"-l ,  »  sin  («23  —  «n-1 ,  n) 
T«84*46S>n(«84— «4») 

n.  s.  w. 

T*84*"-l,»S'n(0f84— «n-l,«) 

U.   S.   W. 

U.   8.   W. 
:p  5„__  :j  ,  „—2  Sn-2 ,  n-1  Sin  («n-  3  ,  n-«  —  ««-« ,  n-l) 
T*n-3  ,  n-a*n-l,  «sin  (««-3  ,  «-«— «ii-l,  «) 
T  ln-2 ,  n-1  *n-l ,  «  sin  («»-« ,  n-1  —  «n-1 ,  n)  • 


M.  8.  in  diesem  Theile  S.  86.  Nr.  2). 
il  XXXVIII.  12 


im 
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Diese  nach  einem  einfachen  Gesetze  rortschrei^ende  ganz  all* 
gemeine  Formel  für  den  Flächeninhalt  gestattet  die  uimiittelbare 
Einführung  der  gemessetien  Selten  der  Figuren  und  der  an  der 
Wadel  der  Boussole  gemachten  Ahlesungen,  also  der  Stilcke, 
welche  hei  Messungen  mit  de?  Boussole  die  unmittelbare  Beob- 
achtung gieht. 

Fiir  die  Messung  mit  eiogt^imnnten  Spnngsläudeii  lassen  sich 
ähnliche  Formeln  entwickeln ,  wobeies  jedoch  nrithigist,  die  bei- 
den folgenden  Falle  2u  unterscheiden. 

Wenn  n  eine  gerade  Zahl  i»t,  so  nehme  man  an,  dassi  m 
Bousgole  in  den  Punkten 

Ati ,     A^ ,     Ä^ ,     j4g ,  ....  1  An 

aufgestellt  worden  sei ;    dann  hat  man  mit  Anwendung  ganz  ähi 
licher  Bezeichnungen  \\w  vorher  die  rnl^enden   Gleichungen : 

^«  —  ^1^*1» -cos  (1X21  —  cü),     y%=^yi  —  if,2sin{«ai  —  cö); 
j;3  =  a;a+i2a<cos(ß23  — m),     t/s^^lf2  I  Jta.sin(a23  —  cö); 

"^4=^t— 'l4*«^0ßC«43— *<')*      .^4  =  ^3  — »M-S*»(«4a  — <»); 

J:^  =  X^+S^. cos («46  —  G>) ,      3/6  =  ^4  +  *46 *  **!"  («««  ^  ö)  ; 
U.    H.    \%\ 
Xn-^  —   Jrii-4  +  J11-4»  n-9  ^  COS  {«„-4,  n-^  —  Co)  , 
^rt_3  =  ,^n-4  +  Sn^4,  u^i .  «in  («1,-4,  n-3  —  0»)  ; 

Xn-a  =  ^fi-s  —  Jfi-3  ,  n-a  -  COS  (ffn-Ä,  «-3  *-  Ü>)  , 

y„_2  =  y„_3  —  i„_g ,  n~9  *ain  (flf«_a,  «-3  —  co) ; 

Xfi_l  ^  ^H_a  +  Sn-i^  n-i .  COs(an^B,  n-l  —  «) , 

^«—1  ^  jffi-'ft  +  *fl-2 ,  n-i .  sin  («fi^a ,  n-1  —  tö) ; 

CU«        ^  Xn^l  —  #rt^l ,  n  -  cos  (Ofii  ,11-1  —  *a) , 
tfn        =  ^ft-1  —  Sn-l ,  «  .  *in  (ttfi ,  ri^l  —  tu)  ; 

Xi       =  Xfl  +  *„i .  cos  (tXnl — m) , 
^1       =^11  +  *«i  -sin  (cr»i  —  ea) ; 
und  folglich  nach  dem  Obigen,   wie  man  leicht  findet: 


unmitttibar  durch  äfe  mii  derJlou8toi0  gtmachten  Mnsmmgen.  18S 

J)        2J=±*ia«2jSin(aai-a^) 

Tii.«848«n(a«i-«^) 
±*i2*4ftSin(a4i— «45) 

U.   S.    fV. 

+  iia  *n-i ,  n  sin  (oji  —  or» ,  «-1) 
±5„iöosin  («43  —  0^5) 

U.   8.   W. 
±J^«n-.l,  nSin  («2,  —  «n,  n-l) 

±*34*4öSin(a4s  — «4») 
u.  s.  w. 

+  **84*«-l ,  f*  sin  («48  —  «n ,  n-l) 

u.  s.  w. 
u.  s.  w. 

+  ««-3,  n-2«n-a,  n-l  Sin  (Ofn-« ,  n-s  —  «n— 2,  n-l) 
+  ln-3 ,  n-2  Jn-1 ,  n  Sin  (an-2 ,  ji-3  —  ttn ,  »«i) 
±  5«-2 ,  st  -1  *ii— 1 ,  fi  sin  («11—2 ,  «-1  —  Cfn ,  n-l). 

Wenn  n  eine  ungerade  Zahl  ist,  so  stelle  maa  die  Boussole 
den  Punkten 

^l  y      "%  9     ""6  9      "7  9   •  •  •  •  >  ^n 

f,  und  hat  dann  die  folgenden  Gleichungen: 

^2=^1  +*i2-cos(ai,— «),    ^2=^1  +<i«-sin(«i«-«); 
^3  =  ^2  — *23  cosC^s»—  <»)»    ^8  =^2 -%8 -sinCca,— 0») ; 

^4  =  ^8  +  «84-COS(«84  -  «>)»      ^4  =  ^3  +  «84 •  »>«  («84 -  »)  '» 

0:4  =  0:4— 545.  COS  («54— ©),      ^4=^4— *4ft-«>n(«i4— »); 

U.   S.   W. 

ar«--2  =  arn-8  —  ««-8 ,  «-2.  cos(a«_2,  «-8  —  »), 
yii-2  =  Jfn-8  -  *«-t , «-« •  «in  (ai.-a,  »-g  -  «) ; 

ar«-l  =  Ä-fi— 2  +  Äfi-2 ,  n— 1 .  cos  (aff_.2,  n-l  —  «)  , 
;/„_!  =  ?/fl-2  +  ln-2,  n-l  •  sin  (crn-2,  n-^  —  »)  ; 
a:n      =  itn-l  —  *n-l ,  n .  COS  («« ,  n-l  —  «) , 
yn      =  yn-1  —  5«-l,  n-  sin  («n,  n-l  •— .©)  ; 
a?!       =  a?n  +  «nl  .CO«  («nl  —  »), 

yi      =yn  +  «iii.8in(Ä«i  — w); 

12* 
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also  Dach  7): 

8*)       2J  =  J:fit#sa  win(o,a  -  og«) 

+  *1 2  *45  **»"  («1  a  ""  "fl*) 

±*ia*Msin(ff3ft-o^) 

Uv   8.    W. 
^  Sa»  Jn-l .  a  «"*  («32  —  <*n  .  '»-l) 
±Ä9**4s8"nK4-«M) 

u.  ».  w. 

+  ^R— a ,  Ti-2  Ita-'S ,  n-l  sin  (»»-2 ,  11-3  —  &k-2  ,  «-l) 
T*ft-3,n-2*«"l,nSin(Cfi*2,n„a  —  «„^„_i) 
jt  *a-«,  n~l  »n-l ,  n  si«  (ffn-a ,  n— 1  -*  a» ,  «i-l). 

Für  die  Zeichen  gilt  in  Mea  diesen  Formeln  die  aus  dem 
Obigen  bekannte  Regel,  die  man  jedoch  jetzt  für  den  vorliegen- 
den Ziveek  am  Besten  auf  folgende  Art  ausspricht :  Man  muss 
den  i^ors  teil  enden  Formeln  für  den  Flächentnhait  des  necks 

A^  A2  /I3  A^ . . » .  An 

die  oberen  oder   unteren  Zeichen  nehmen,  jenaehdem    man  sich«^ 
um  den  Umfang  diesem  »ecke  nach  der  Ordnung  der  Ecken 

zu  durchlaufen,  in  ungleichem  oder  gleichem  Sinne  mit  der  Rich- 
tung bewegen  muss,  nach  welcher  auf  deni  Limbus  der  Bous» 
soJe  die  Grade  von  0  bis  360"  gezählt  ßind. 

Die  Formel  7)»  »eiche  dem  Falle  ent^^pricht,  wenn  die  Bou 
sole  in  allen  Punkteji  der  Figur  aufgestellt  ivorden  ist,  wollen 
vFir  noch  an  einem  Beispiele  erläutern.  Da  rnir  gerade  keine 
wirklichen  Messungen  auf  dem  Felde  mit  der  Boussole  zu  Gebote 
standen,    so   zeichnete   ich  mn    auf  dem   Papier    ein    Sechseck, 
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maa5s  des^jen  Seiten  mit  einem  verjüngten  Maassstabe ,  bei  wel- 
ebem  25  Ruthen  auf  den  preusäisohen  Dedmalzoll  gerechnet 
iraren,  und  machte  die  Winkel  best  immun  gen  mit  eiuer  Orientir- 
fioussale  auf  dem  Papier,  so  dasi»  al^^o  von  einer  gewissen  Ge- 
(laulgkeit  hier  gar  nicht  die  Rede  ^ein  kann,  auf  welche  mir  es 
auch  gar  nicht  ankam,    da  ich  blosfi  ein  Rechnungs^Beiapiel  für 

t  Formel  7)  haben  wollte. 
Die  gegebene  Figur  war  das  Sechseck 
Ax  A^  A^  A^  A^  A^ , 

tind  die  Ordnung  der  Ecken  war  mit  der  Richtung,  nach  weicher 
luf  der  ßoiissoie  die  Grade  von  0  bi«;  36(F  ^rezählt  äind^  gleich - 
itimmig.  Da  man  also  hiernach  in  der  Formel  7)  die  unteren 
Seichen  nehmen  muss,  so  hat  man  für  den  Falt  des  Sechsecks 
lie  folgende  Formel: 

2/  =     $1 2  f J3J  sin  (üfia  —  <^t) 

+  *lt*84S"*(ßflÄ  — «34) 

+  fift*4j|S!n(cf,3-a4^) 

+  *fta*84S"i(%8  — «»4) 

+  *23*4&«""(«23'— «4*) 

+  lB4Jf4Äe«n(a34— öf^ft) 
+  J34%6«'n(<^34  — öftß) 

+  *46%eS"n('^46— «=^*e)' 

roraus  man  zugleich  siebt,  wie  teicht  die^ie  Formeln  ihres  sehr 
in  fachen  Gesetzes  wegen  im  Kopfe  zu  behalten  sind. 

Atts  den  freilich  nur  sehr  rohen  Messungen  *  die  aber  für  den 
ortiegenden  Zweck  völlig  genügen,    ergab  sich: 


#1^  =  47". 2' =472' 
#43  =  59  .%  ^598 
j».4  =  38  .8  =^388 
#45  =  32  .4  =324 

1^  =  48  .7  =487 
.f,i:^87  .2  =872 


€tx^^  63«». 45' 

£^33^132    .30 

£^^^==338  .45 
i.4,=  69  .45 

«ß6=:3l8    .30 

«,,^223  .30*) 


*)  S^^l  ijiid  ög,  wHien  mit  crcimeiisen  wuriScu,  sinrl  rtiicr  xiir  BerncJi- 
ung  de«  Flarlif^ninlinltii  nirbt  «rfurdcr}!«  b.  \;iliii:li(;K  konncii  dii'  oben 
tehenden  Grij«iieii  den  hiddi-iii  ßediji^iio^&gdnrhiingeii.  die  xwiacbtiji  den- 
\  jederzeit  Sttitt  fiRttcn  niiifiten,  nicht  lüllstnodig  genügen. 
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^^H                   Also  bat  man  folgende   Differenzen,    »o  die  ihren  absoinj 
^^H            Werthen  nach  9ßR  nicht  übersteigenden  Winkel,    von  denen  i 
^^B            Sinus  zn  nehmen  sind,  in  Parenthesen  eingeschlossen,   beigefl 
^^H            worden  sind:                                                                                     'm 

^^^                                «1,— «2,  =  -  680.45' 

(-68».  45')            ^1 

^^^B'                              «12— «,4=— 275  .  0 

(+85  .  0)             .JH 

^^^^^P                                    «,( — a^=^—     6  •   0 

(-6.0)             <  ■ 

^^^B                                   «,,-«,,=:— '254  .tö 

(+74  .45)               ■ 

^^^^H                                           l)r,3 — 11^4='— 206  .15 

(426.15)             '^1 

^^^1                                           «<!IS-<X46=+    62  -^ 

(-1-62  .45)'             '^1 

^^^^H                                  «u — aM  =  — 186  .  0 

(+6.0)               H 

^^^ft                                             «S4— «4«=  +  %ö   ■    0 

(-89  .  0)             '^1 

^^^B                                ''a«— "»  =  +   ^    I^ 

(  +  20.15)              H 

^^^1                                 «M— «„=— '248  .45 

(+68.45)              ^^ 

^^HP                                    log  si2  =2,673^42 
^^K                                     log<„=2.776701 
^^^B                    log8in(«„— ai,)=9,9694'20„ 

1 

^^^B                                                  5,4-20O63, 

num.  =—^63065,0  ^| 

^^^B                                    loRXt.2=2,673()42 
^^^H                                    log«a4= 2,588832 
^^^B                   \ogsm  («1, — ot^)  =s  9,998344 

1 

^^H 

mim.  ==  +  I824;i9,2   "^ 

^^^B                                     logt,, =2,673942 
^^H                                     loßf4j=2,510545 
^^^1                    iogsin(i«i3-a4,)=9,019235„ 

1 

^^H 

num.  =-   I598ö,3       1 

^^H                                     log.(M  =  2,687529 
^^^H                   logsin  («12  —  «es)  =9,984432 

J 

^^^1                                                  5.345903 

num.  ^  +2ii770.0  ^1 

^^H                                    I»gf23  =2.776701 

^^^B                                    Ins  1,4=2,588832 
^^^H                    logsin(a23  — a34)  =  9,64570G 

1 

^^H 

imm.  =  +  mmM^^Ä 
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log  jj3  =^2,776701 

10^145=2,510045 

logsm  {a„  ^  Ö45)=*A948910 

5,236156 

lo^4f43  =  2,776701 

__  log  1^^2,687529 

log  siii  («a, — a^) = 9,ül  9235 


oom.  =+  172248,8 


4,483465       num.  ==+   30441,4 


nuin  =  ^  125692,9 


log^46z^-2,510545 
iogfiiD  (fla*-  «4») =9,999934^ 

5,099311^ 

(0^*^4=2,588832 

logf,^=2,687529 

TSg8in(«a4  ™  ß«)=in5392^ 

4,815584       num.  ^  +   65401,0 

log*4fi=2,510545 

lo^s,,  =2,687529 
log  sin  («45  -  «5^)  ^  9,969420 

5  J 67494       n unk  :^  +  J  47059,7. 
findet  man  ^en  Inhalt  durch  folgende  Rechnung: 

-  263065,0 
+ 1 82439,2 

-'806253 
-J5985,3 

—  9661i;i 
+  221770,0 
+  125158,9 
+  102621J 
+  227780,6 
+  1722483 
+  400029.4 
+  jMMiM 
+  430470,8 
— 1->5692,9 
f  304777,9 
+  65401,0 
+  370i7B;9 
+ 147059,7 

2J=5J72m6 
,1  =  258619,3^'. 
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XTIT. 

Carl   Friedrich   Gauss    Werke. 

Herausgegeben    von    der    Königlichen    Cfestfüscliait  der    WUse 
§choften   zu   Göttin  gen* 


Vorbemerkung    des    Herausgebern, 

Die  Küniglich  Haiinoverscbe  Geeeibelialt  rler  Wis^eiischafl 
in  Göttiugeii  bat  heschlossen,  eirie  vollistäudige  Aui^^abe  rler  Werke 
von  Gauss  in  sieben  Bänden  in  Quart  zu  verauestaHen,  vvodureb 
Dieselbe  sieb  den  ffrössten  Dank  der  Mit-  und  Nacbi^'elt  erwerben 
wird*  Diese  Werke  sind  ein  ewig  uiivergängbcbes,  hocb  erhahe* 
Des  Monument  deutschen  ^cbarfsinDest  dentscben  Fleisse«  uoil 
deutsober  Grrisse,  sovvobi  im  Allgemeinen,  als  auch  in  unserer 
berrlicben  Wissenscbal't  in*  Bewunderten,  und  die  \>ranstaltüt»|f 
einer  vollständigen  Ausgabe  derselben  in  scbrmster  und  treflFlich' 
ster  Ausstattung  dureb  die  Königliche  Gesell^^icban  der  W'is^eo 
scbaften  in  Göttiugen  ist  ein  iur  alle  Zeiten  denkwürdiges  Factum 
tu  der  Gescblcbte  der  Mathematik,  von  welchem  auch  in  diesem 
Archive  Act  7m  nehmen  der  Herausgeber  i'ür  eine  besonderM  fre«' 
dige  Pflicht  erkennt*  Für  die  Leser  iles  Archiv«  ninss  die  von 
der  Königlichen  Gesellschaft  der  W'is^enscbarten  erlassene  An- 
kündigung der  Gesamnit- Ausgabe  der  Gauss'schen  Werke  schon 
deshalb  überaus  wichtig  und  lnt€re.^4«ant  *aein,  weil  sie  darin  eJD 
vollständiges  Verzeichniss  aller  Arbeiten  des  grossen  Geotneter» 
bnden^  weshalb  der  Herausgeber  durch  eineu  ganz  unverkürzten 
Abdruck  dieses  wahrhart  hij^torischen  DoLumeiits,  wie  er  im  Nachr 
stehenden  —  und  zwar  im  Archive  selbst,  nicht  blo^s  im 
Literarischen  Berichte  —  gegeben  wird,  dem  Interesse  s*"inef 
Leser  am  Besten  zu  dienen,  und  atrch  atn  Meisten  die  Würde  rfei= 
Gegenstandes  im  Auge  zu  behalten  geglaubt  hat. 


Greitswald  am  23.  Maris  ]8t>2. 


Der  Herausgeher. 
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fach  dem  Totle  von  €.  F,  Gau*«»  hat  die  Königlkhe  Gesdi- 
ichaft  der  Wissensehafteii  zu  Göttinnen  diö  Herausgabe  seines 
literarisch en  NachJa^ese»  übern ommeu.  Da  aber  viele  seiner  ge« 
tlfuckten  Werke,  namentlich  die  Disqniöitiones  arithnieticne,  schon 
seit  langer  Zeit  nicht  mehr  im  Buchhandel  ^ind  und  der  Wunsch 
nach  einer  neuen  Auflage  derselben  itiimer  reger  geunrden,  so 
bat  die  Königliche  Gesellschaft  heschiossen ,  eine  Au^^gabe  von 
Gauss  sammtltchen  Werken,  mit  Einschluss  des  Nachlasses^  zu 
veranstalten. 


Von  den  gedruckten  sind  noch  mehrere  im  Buchhandel  vor- 
batiden,  viievi-ohl  theils  in  weniiien  Exemplaren,  wie  die  Theoria 
tnotas  corporum  roelestinni,  theils  als  Bestandtheile grosserer  Sam- 
mehverke,  wie  die  in  den  „Abhandlungen  der  Königlichen  Gesell- 
Schaft  der  Wissenscbaften  zn  Güttingen"  und  in  den  „Resultaten 
ms  den  Beobachtungen  des  magnetischen  Vereins  in  den  Jahren 
ron  1836  bis  1B41  '^  enthaltenen.  Es  hing  daher  das  Erscheinen 
ler  ,,Sämmtfichen  Werke**  des  grossen  Verstorberien  ¥on  der  Zu- 
ttimmunir  der  Verlags bandlungen  jener  Werke  ab,  Üni  so  mehr 
'erdient  es  dankbare  Anerkennung,  dass  diese  Bucbhandinngen, 
D  dem  Bestrehen,  das  hiihere  Interesse  deutscher  Wissenschaft 
D  diesem  Unternehmen  zu  hefürdern,  auf  die  von  der  Königlichen 
Sesellscbaft  an  sie  deshalb  cr(j;atigene  Är^frage  ohne  alles  Beden- 
:en  ihre  Zustimmnni^  7a\  ertheilen  sich  bereit  gefunden  haben ; 
ilos  die  Buchhandlung  von  Andreas  Perthes  in  Gotha,  welche 
He  Theoria  motus  corporum  coelestitim  in  ihrem  Verlage  bat. 
ersagte  die  Zustiramung,  und  e*ä  haben  auch  die  nnt  derseltren 
geführten  Entschädigungs- Verhandlungen  zu  keinem  Resultate 
^effihri  Es  wird  also  vor  der  Hand ,  bis  die  Verlagsrechte  er- 
Dschen  shid,  die  Theoria  molus  von  der  sonst  volletSndigen  Aus- 
gabe ausgeschlossen  bleiben,  den  Fall  jedoch  ausgenommen,  dass 
jine  zweite  Auflage,  nachdem  die  wenigen  von  der  ersten  noch 
vorhandenen  Exemplare  vergriffen  worden,  nicht  zu  Stande  kom- 
nen  sollte. 

K  Von  grösserer  Wichtigkeit  Tut  die  Wissenschaft  ist  die  Her- 
iQSgabe  des  bjindschriftlichen  Nachlasses,  welcher  durch  seine 
Heicbhalttgkelt  und  Bedeutsamkeit  für  den  ganzen  jetzigen  Zu* 
ttand  der  W^ii?scnschaft  in  stofflitber  sowohl,  wie  historischer 
iStefauüg  hohes  Interesf^e  bietet. 


r 


Zn  diesem  Zwecke  haben  die  Gaussischen  Erben  nicht  blos 
klle  auf  sie  übergegangenen  Autorrechte  an  die  Königliche  Ge- 
(ellscbaft   der    Wissenschaften    übertragen,    soadern   haben   aueb 

r    den  ganzen   wissenscbaftlichen  Nacblass   In   solcher  Weise 
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verCügt,    dass    der   Kütir^lkhen  liefiellsehaCt   der  Wissensetiafteii 
die  Benutzung  det^s^lbei»   volf kommen  frei   gestellt  ist 

Zugleich  \»t  durch  die  Ltberalität  der  Koniglif^h  Hannos  ersehen 
Regierung  die  GauRsi.sche  Bibliotbek,  In  welcher  sich  sehr  zahl- 
reiche handschriftliche  ßenterkutigen  von  grossem  Werthe  vorlia 
den,   zu  diesem  Zwecke  gewonnen  worden. 

Sofort  nach  dem  Tode  des  grossen  Mannes  wurde  die  Aus- 
führung des  Unternehmens  heschlossen*  Aber  es  erfitt  dadurch 
eme  Verzögerung,  dass  Lejeune-Dir ichlet,  welcher,  an  seine 
Stelle  nach  Gotlingep  berufen,  die  Bearbeitung  des  ganzen  hand- 
schriftlichen iSachtasges  übernommen  hatte,  ebenfalls  der  IContg* 
liehen  Gesellschaft  unerwartet  durch  den  Tod  entrissen  wurde, 
und  zwar  ohne  von  den  durch  ihn  für  die  Herausgabe  weit  gefor- 
derten Vorarbeiten  etwas  schriftlieh  zu  hinterlassen. 

Diese  Vorarbeiten  mussten  somit  wieder  von  vorn  begonu 
werden  E«  sind  daher  die  sämnitlichen  Manuscrtpte  von  Neuem 
geordnet,  nach  ihrem  Zusaumjen hange  mit  allen  Obrigen  Gauss- 
f sehen  Arbeiten  durchforscht  und  tbeils  unter  eiikander,  theils  mit 
den  schon  gedruckten  Werken  in  die  für  das  Verständniss  6ber* 
sichtlichste  und  zweckmässigste  Verbiiitlung  gebracht  worden. 

Die  sänuntlichen  Werke,  die  gedruckten  sowohl,  wie  die  un- 
gedruckten, sind  nach  ihrem  Inhalte  in  mehrere  Hauptgruppea 
vertheilt  worden.  Die  erste  Gruppe  umfasst  das  Gebiet  der  höhe- 
ren Arithmt^tik .  die  zweite,  dritte,  vierte  und  fünfte  umfassender 
Reibe  nach  aus  der  Analysis  die  Gebiete  der  algebraischen  Functio- 
nen, der  Gau  SS  Ischen  /"-Function,  der  elliptischen  FunctioneQ 
und  der  interpolatioos-Rechnnng,  die  .sechste  das  Gebiet  der  aaa* 
Jytischen  Geometrie,  die  siebente  das  der  Methode  der  kleinsten 
Quadrate,  die  achte  das  der  mathematischeil  Physik,  die  neunte 
d&s  der  Astronomie. 

In  jeder  Gruppe  vverden  die  schon  früher  publicirten  Schrif- 
ten, meist  in  chronologischer  Folge,  den  ersten  Platz  einnehmen. 
Die  eigenthümlicben  Gesichts|mnkte,  die  Gauss  selbst  in  kur- 
zen Berichten  von  vielen  seiner  Abhandlungen  in  den  Göttingischen 
gelehrten  Anzeigen  gestehen,  f»der  einzelne  8ntze  und  Methoden, 
die  er  darin  besonders  hervorgehoben  odf^r  erläutert  hat,  Hessen 
es  zweckmässig  erscheinen,  den  Abhandlungen  jeder  Gruppe  diej»e 
Selbstanzeigen  folgen  zu  lassen,  denen  sich  alsdann  norh  die  ron 
Gauss  herrührenden  Recensionen  ariderer  Werke,  dte  dem  In* 
halte  der  Gruppe  angehören  oder  in  nächster  Beziehung  dazu 
stehen^   anscbliessen. 
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Den  8chlu58  jeder  Gruppe  bilden  die  iiu  Naehia^H  vor^efun- 
ilenen  Schriften,  iiber  welche  noch  i'olgeiide  Benierkungen  hier 
Natz  iloden  mögen. 

Unter    den 


Nachlas 


»fundf 


Schriften    üridc 


vitr^etundpnen 
zahlreiche  Maniiscrijite,  deren  iuhiilt  in  den  von  Gauss  seihst 
(HibMcirter»  Werken  schon  vollständig;  enthalten  ist,  Ejh  ist  als 
Regel  anjrennmmen,  dieselhen  unberücksichtigt  zu   lassen,  ausser 

I     uo   eine   in   ihnen    nie^lergelegte   Methode   eine   theihveise    V-eruf- 

^Bftnttiehung  wünschenswerth  er.^eheinen  Hess. 

^B      Zu    den   vorgefundenen  Schriften^    weiche  ahc^ed ruckt  werden, 
P^|eh5ren  vor  Alleui   die   achte  Sectton  der  Disquisitianes  arithnie- 
I     ücae  und  einiire   vollkoinn»en   druck ff^rti^e  Manuscripie,    unter  an- 
dern  eine   Ahhandluni?   liher  Interpolation   und  eine  üher  die  St<V 
fun!*en  der  Pallas,     Andere  Manuscripte  dagej^en,  von  derben  sich 
oft  viele  auf  einen  und  denselben  Gegenstand  beziehen  und  »egen- 
Äeiti^   ergänzen,    stammen   meist  aus   sehr   verschiedenen    Zeiten 
und   finden  sich  so  zerstreut^  dass  sie  zum  Zweck  der   Veroffent- 
■Michuns^   erst   sori;laltie:   zustimniengestellt   w  erden   ninssten ;    auch 
^■ie  werflen .  nur  mit  Vermeidung  tmnöthi£!;er  Wiederholungen^  un- 
veräDdert   abgedruckt  werden*     An   einigen   Stellen   haben  jedoch 
L^ur^ze  Noten  hinzugefiigt  werden  müssen,   um  den  Zusammenhang 
^perzustetleit  und  das  Verf^tändniss  möglich  zti  machen.     Zu  diesen 
'    Schriften  aus  denj  Naehlass  geboren:    die  Besfimmung  der  Anzahl 
der  Classen  der  binaren  Kormen,  die  Fortsetzungen  zu  den  publi- 
cirten  Abhandlungen  über  die  hlquadratischen  Reste  und   die  Un- 
tersuchungen  über  elliptische  Functionen» 

^»  Von  diesen  Gruppen,  in  welche  die  sammtlicben  Werke  ihrem 
^nihalt  nach  vertbeilt  sind,  wird  die  erste  in  zwei  Bänden  erschei- 
■^ien,  die  zweite,  dritte,  viert«  und  fünfte  werden  den  dritten  Band 

M lüden,  die  sechste  und  siebente  den  vierten  Band,  die  achte  wird 
bn  fünften  Band  nnd  die  neunte  die  beiden  letzten  Bände  um- 
assen. 

Sammtliche  Werke  werden  also    in  sieben   Bünden    unter   fol 
tuden  Titeln  erseheinen: 

Bisquisitinnes  arithmeticae. 

Höhere  Arithmetik, 

Analysis. 

Geometrie  und  ^letbode  der  kleinsten  Quadrate. 

Mathematische  Physik. 

Astronomie* 

Theoria  niotus  corporum  coelestinm. 

Die  Theoria  motus  co^orum  eoelestium   igt   zuletzt   gestellt 
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fvoideii ,    für  den  Fall,    dass   ihr  E^rscbelnen   erst  iiach  Ertagchen 
der  oben  erwähnfeTi  Verlagi^sr^^chte  ermöglicht  werden   sollte. 

Zur  näheren  Einsicht  diene  endlich  folgende  auisfithrlicbe  (fl 
haltsangahe  der  üinzelnen  Bände. 

BAND  I.     DISQUISITIONES  ARITHMETICAE. 

(Diese jj  im  Jahr©  1801  erschienene  Werk  wird  hier  u\  unveH 
änderten»  Abdruck  wiedergegeben ^  nur  werden  zur  besseren  UeberJ 
sieht  die  Hauptfornieln  io  ein  [gerückten  Zeilen  hervorgehoben,  dii 
einzelnen  Abschnitte  und  die  Seiten  mit  den  aus  dem  Inbaltsver' 
zeichnis8e  entnommenen  ÜeberschrifteTi  versehen.  Diejenigen  No* 
tizen,  welche  Gauss  in  sein  Handexemplar  elnget^cbrieben  hat, 
und  die  meist  die  Data  der  Entdeckung  der  Hauptsätze  angeb 
werden  als  Anhang  in  diesen  Band  aufgenommen.) 


BAND  IL     HUHERE   ARITHMETIK, 

Abhandiungen*     Theorematis  arithmetici  demonstratio  nova  (tertia). 

(1808,) 
Summatlo   quam m dam  i^erlerum  stngularium.     (1808.) 
Theoremati^  fundamentalis  in  doctrina  de  residui^  quadratii 

demonstratlones  et  ampliücationes  nov.     (1817.) 
Theoria residunrum  biqundrjiticoruni.  Comm,  f,  etil.  (1825. 1831.J 
SeiifSianzeiffen  dieser  fünf  Abbandlungen. 
An%eiffen,    (Dalberg)   Recberches  sur  rirr^ductihilit^  Arlthmäl 

que  et  (it^om^trique  des  nonibres  etc.     (1809.) 
Chernac  Cribrum   Ärithojeticum.     (I8I2  ) 
Burckhardt  Tabfes  des   diviseurs.     (1814.   1816.   1817.) 
Erchingei  Construction  des  Siehenzebnecks.     (1825.) 
Seeher  Untersuchungen  über  die  Eip;enscbaften  der  positiven 

ternären  quadratischen  Formen.     (1831.) 
Nachlasse     Disquisitiones  aritbmetlcaej  sectio  octava. 

Disquisltionum  circa  aequaüones  puras  nlterior  evolutio. 
Üemonstniiion  de   quelques  Theori^mes   concernant  les  p^rio- 

des   des   claj^ses  des  form  es  binaires  du  seeond  degre. 
Bestirauiung  der  Anzahl  iler  Claösen  der  binären  quadratrscliei) 

Formen. 
Geometrische  Seite  der   ternären  Formen- 
Theorie  der  bi quadratischen  Reste. 
Neue  Theorie  der  Zerlegung  der  Cuben. 
Quadratoruni  numerig  primis  divisorum  residua. 
Verwandlung  gemeiner  Brüche  in  Decimalbrücbe. 
Frequenz  der  Primzahlen. 
Zur  Cyclotechnie.  • 
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BAND  m.     ANALYSIS. 
A.     Algebraische  Functionen. 
bhttnähinffen.    Demonstratio  noTa  tlieorematis  otnnem  functioneni 
alijebraicam  ratifinaiem  iptegram  eiv.    (1799.) 
Demonstratio  tiova  altera  theoremati^  onrnenn  functionem  atge- 

hraicam  rationalem  ifitegram  etc.    (1815.) 
TheoFeinati^  de  re^^otiibilitatetunetionum  afgebraicamm  integrar. 

Pin  factores  reales  demonstratio  tertia.     (1816.) 
Beweis  eines  alj^ebrai sehen  I^ehrsat^es.     (1821.) 
Beiträsje  zur  Theorie  cier  alt^ebraischen  Gleichungen.    (1819.) 
lelh^tanfteigen  der  zweiten ,  dritten  und  fönften  Abhandlung. 

figen,     Coytier  Recherehes  matb^niatiqueftr  ou  diverses  que- 
f^Honji  11  on  reKoliies  ou  dont  la  Solution  etc.     (1813.) 
Fourier  Analyse  des  4quationf?  dötermim^es.     (1833.) 
B.     Gaussische    F- Function. 
{jbhandtungen.     Disqui^itiones  gencralej^  circa  seriem  intinltam  etc. 

Pari*  prior.     (ArL  1^37,)    (18 li.) 
^   MetboduK   nova   integraliuni    valoreiiü   per   approsimationem    in- 
P  ventendi.     (1814.) 

feiästaimeiffe  dlei^er  beiden  Abhandlungen. 
tki€tS4t*     Oeterniinatio  seriei   iiostrae  per  aequationem   differen- 
tiafem  secundi  ordinis.     (Art  38—570 


r.     Elliptische    Functionen, 
Mang»     Detemiinatio  attractlonis»  quam  in  punctum  quodvis 
poftitioni>«  datae  exerceret  planeta  etc.     (IHIH.) 
SelMan^eige  dieser  Abhandlung. 
Naehlass*    Zur  Theorie  der  neuen  Transcendenten, 


hmeige*  Pfaff  Metho<ius  generalis,  aequationes  differentianim 
partialinni ,  nee  non  aequationes  ptc.     (1815.) 

KackiasM,    Theoria  Interpcdationis  methodo  nova  tractata. 

Bemerkungen  über  mathemaiiscke  Tafeln.  (Gaussische  Loga- 
rithmen, Tafeln  von  Prasse,  Vega,  Pasquich  etc.) 


mka 


BAND  rv.     GEOTblETRlE  UNB   METHODE  DEB  KLEINSTEN 
QUADRATE. 

A.     Geometrie. 
ndiungen.    Allgemeine   Auflosung  der  Aufgahe :     die  Theile 
einer  gegebeiten  Fläche  auf  einer  andern  etc.     (1822.) 
Disquisitiones  generales  circa  superficies  curvas.     (1827.) 
Untersuchungen    über   Gegenstände    der    hohem    Geodäsie. 
Abhandlung  L  und  It    (1843*  1846.) 
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Selb8tan%eigen  der  zweiten,  tlntten  und  vierten  Abhandlung. 
Verschiedene  Aufsätzen    Zuj^ntxe  zur  Geometrie  der  Stellung  von' 

Carnot,   übersetzt  von  8chumac}ier«     (1810.) 
ßei^tiruiiiufig    der    sjnissten    Ellipse,    ivelche    die   vier   Seite 

eine^ii  gep;ebenen   Viereck«;  berührt.     (1810.) 
ÄiifltJsung  einer  ireonietnscHen  Ätil'gabe  (betreffend  das  eben 

Förifeek),     (1824.) 
Elementare  Ableitung  eines  zuerst  von  Legendr e  aufi^estein 

ten  Lehrsatze«  der  8|jliSrischen  Trigonometrie.     (184J,) 
Anzeigen.     Moli  weide  de  Methodo  ab  Arehiniede  adbibita 

rationem,  in  qya  inter  se  f^urit  latus  etc,     (180S.) 
Mon^e   Geometrie  descriptive.     (J813.) 
Herf^chel  über  eine  merkwurdifFe  Anwendung  des  Cotesischfl 

Lehrsatzes.     (1814.) 
Moll  weide  fiber  eine  donkle  Stelle  in  Plato^s  Menon.   (181i)_ 
Schwab   Comnientatio    in    primum    elementorum    Euclidil 

librum.     (1816.) 
Mettern  ich  vollständige  Theorie  der  Parallel- Linien.  —  Mil^ 

ler,  Theorie  der  PnralMen.     (18L>2.) 
Naeklass.    P  <>  t  b  e  ii  r»  t  seh  e  A  nfsjah e. 

Zu  der»  UnterÄuchuniren  i* her  Gegenstände  der  höher n  Geodff*^ 
Pentasrramma  mirificuni. 
Zur  Geometrie  der  Lage. 

B.     Methode    der  kleiosten    Quadrate 

Abhandlungen*     Theoria  eombinationis  observationum  erroribug 
nimis  obnoxiae.     Pars  I  et  IL    (182L   1823.) 
Supplenientum  Theoriae  combinationis  observatiotinm.   (1826.) 
Seibsian^eigen  dieser  Abbandlunsien. 

Verschiedene  Anwendungen,    Bestimmung  der  Genauigkeit  der  I 
obach  tunken.     (1816.) 
Anwendung  der  Wabrscheinliehkeitsrecbnung  auf  eine  Aargabt' 

der  practiscben  Geometrie.     (1823.) 
Anwendung  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  auf  chrorich 

metrische  Längenbcsttnimung,     (1827.) 
Anwendung  auf  ßilaiizrechnung  der  WiUweneasse.    (1845.) 


BAND  V.     MATHEMATISCHE  PHYSIK, 

Abhandlungen.      Theoria    attractionis    corporum    sphaeroidicorud 

ellipticorum   homogeueorum*     (1813.) 
üeher  ein  neues  allgemeines  Grundgesetz  der  Mechanik.   (1829.) 
Principia  (^eneralia  theoriae  tigurae  fluid orum    in  atatu  aeqa 

librii.    (!830.)  II  fc-»». 
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i      Intensitas  vis   magneticae  terresfris   ad   niensuraru   absolutam 

■  ^evpcata.     (1833.) 

Allgemeine  Theorie  des  Erdmagnetismus*     (1838) 
Allgemeine  Lehrsätze  in  Beziehuiij;  aof  ilie  im  verkehrten  Ver 

hälttiisse  des  Quadr^tn  der  Entreniuni;  etc.     (1839.) 
Dioptri^che  ÜHtereucfnipgen.     (1840.) 
Wibstanbeigen  der  ersten,  dritten,  vierten,  sechsten  und  eieben- 

§ten  Abhandlung. 
wchiedene  Äuftät%e  über  Magnetismus,    Erdmiignetistnus  und 
(Vffignetmueter,     (1835.) 

I Einleitung  in  die  Resultate  aus  den  Beobachtungen  des  mag- 
netischen Vereins.     (1836.) 
Ein  neues  Hüir«tmitiel  fifr  die  magnetisch.  Beobachtungen.  (1837.) 
üeber  ein  neues,  zunächst  zur  nnmittelb.iren  Beobachtung  der 
Veränderungen  in  der  Intensität  etc.     (1837.) 
Anleitung  zur  Bestinimung  der  8ch\vingungKdaner  eirirr  Mag- 
netnadel,    (18370 
Deber   ein  Mittel,    die   Benbacbtung  von   Ablenkungen   zu   er- 
leichtern.    (1S30.) 
ZurBestimmunjjderConstanteudeisTlifilarmngneliimeters.  (1840.) 
Vorschriften  zur  Berechnung  der  niagnetipchen  Wirkung,  welche 
K  ein  Mflgnetstab  in  der  Ferne  ausübt.     (1840.) 

PUeber   die   Anwendung  des   Magnetrtmeters   zur   Bestimmung 
der  absoluten  Declination.     (184L) 
Beobachtungen  der  magnetisch.  Inclination  zu  Göttingen.  (1B41.) 
mflgäi^e   ii^er   terscfäedene    ^egenslänäe   der   ?naihemaiiscken 
m     Physik. 
H  FoTidamentalgleicbungen    für   die   Bewegung   schwerer  Körper 

■  auf  der  rotirenden  Erde.     (1804.) 

^  lieber  die  achromatischen  Doppelobjective^  besonders  rn  Rück- 
sicht der  vollkonimnern  Aufbebung  etc,     (1817.) 
Brief  an  Brandes  Ober  denselben  Gegenstand.     (1831.) 
Berichtigung  der  Schneiden  einer  Wage.     (1837.) 

r  netische  Beotacktungen.    (11  Alittbeilungcn  in  den  Resultaten, 
Astronomischen  Nachrichten  und  Po  gg.  Annalen.) 
wmeig^n.     Benzenberg  liber  die  D alt on sehe  Theorie.     (18300 
Fifitcher  jjractisclie  Anweisung  zur  vortheilhaften  Verfertigung 

»künstlicher  Magnete.     (18320 
Gerling  über  die  neue  Einrichtung  des  m.'^tbeniatisch-physi- 
caliscben  Instituts  in  Marburg.     (ISMO 
Wchi€iMS,     Grundgesetz  für   alle    Wechselwirkungen    galvanischer 
Strome. 
Wirkungen  eines   leuchtenden  Punkts  P  auf  einen   Punkt  p. 
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BAND  VI.     ASTRONOMIE. 
A.     Theorie  der  Bev^'egurtß  der  HimmeNkorper. 

Abhandlungen,     IVmiimmWo  de  elementi^  eltipüciij  Palladis  exopp 

Hitiombu8  annonim  180^,   IH)4.  1805  etc.     (1810.) 
Observatioiie«;  cometae  seciindi  a.  1813  in  observ.  Gottin^ea 

factae  adjectb  noniiullis  adiiott.  etc.     (1813.) 
Selbsiam&eiffen  dieser  beiden  Abhandlungen  und  der  Thearia  moto 
Verschiedene  Aufsätze, 

Vorschriften,   um    aus    der    ^eocentrfschen  L^nge   und  ßreih 

eines  HimnielKkörpers,  dem  Orte  etc.     (1802.) 
Verein lacbyng    der  Rechnung   für   die   creoceiitrischen   Oertl 

des  Planeten.     (1804,) 
üeber  die  Grenzen  dergeocentriRchenOerter  d.  Planeten,  (If 
Der  Zodtacus  der  Juno.     (1805.) 
Summarische  Uehersicht  der  zur  Bestimmung  der  Bahnen  de 

beiden  neu^n  Haujitjdaneten  angewandten  Method.   (1809.) 
Uehi*r  die  Taiel   für  die  Snnnencoordinaten  in  Besciehung  ail 

den   Aequator,     (1812.) 
Üeber  die  Rechnung  mit  der  Bark  ergehen  Tafel.     (1843.) 
üeher  die  Limiten  des  Zndiaku«;  eines  die  Sonne  nach  Kep* 

I ersehen  Gest*tzen  umkreisenden   Himmels kr>rp.     (I847J 
Na€hi€L8S,    Exposition  d'une  nouvelle  methode  de  ealcoler  les  pe 

tnrhations   plan^taires    avec   rapplicatien    au   caicul   de 

perturbations  du  mouvement  de  Pallas.   —  Pallastafeln. 

B.     Chronologie   und   sphärische    Astronomie. 

Berechnung  des  Oster  festes,     (1800*) 

Berecbnung  des  jüdischen  Osterfestes.     (1807.) 

Noch  etwas  über  die  Bestimmung  des  Osterfestes.     (1807.) 

Methedus   pectiüariß    elevationem    pnli   determinandi,    (1808.)   un 

Selbstanzeige  dieser  Schrift* 
Ueher  eine  Aufgabe  der  sphärischen  Astronomie.    (1808.  1809.) 
Neue  Aussicht   zur  Erweiterung   des  Gebiets   der   Himmelskuud 

(1813.) 
Allgemeiue  Tafeln  für  Aberration  und  Nutation.     (1808.) 
Deber  Tafeln  für  die  1^1  ittags- Verbesserung.  (1811.)  —  Refraetion 

Tafeln.     (1822.) 

C.    MathematiBcbe  Geographie. 

Bestimmung  des   Breitenunterscbieds   zwischen    den   Sternwarte 
von     Gijttifigen    und    Altona    durch    Beobachtungen    aitt^ 
Ranis denschen  Zenitbsector  (1828)    und   Selbstaozeia 
dieses  Werkes. 
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terkunffen  über  verschiedene  Gegenstände  der  mathematischen 
Geographie,  insbesondere  über  die  hannoversche  Tri- 
angulirun^und  die  dabei  angewandten  Instrumente.  (Geo- 
graph. Ephemeriden,  Astron.  Nachr*  etc.) 

igen,  fCrie^  Lehrbuch  cler  niathematlfichen  Geographie.  (1K14.) 

Operations  geodeäiques  et  astrononilques  pour  Ja  mesyre  d'uo 
arc  du  parallele  tDoyen.     (183Q.) 

IVlexnortal  da  dej^dt  g^nerai  de  la  guerre,  imprinie  par  ordre 
du   fuinistre.     (]8tJ0.) 

Wertungen  über  Sternwarten  und  astronomische  Instrumente. 
(17  Mittlieiluti^eo  in  deii  Götting.  jrel.  Anzeigen,  der  Zeit- 
schrift von  Liiidei>aü  und  Bohnen  berger  ynd  den 
Astron.  Nachr.) 

obachtungen.  ('257  fl^litlheilungen  In  Bode's  Jahrb.,  in  der 
Monat.  Corresp. »  den  Göttlng.  gelehrt.  Anzeigen  und  den 
Asitron.  Nachr.) 

igen  nicht  eigner  Schriften.  (70  Recen^sionen  in  den  Gottin- 
gischen  gelehrten  Anzeigen.) 


BAND  VU.  THEOKIA  MOTUS  CORPORUM  COELESTIUM. 

Fird  erscheinen  sobald  sin  eiri  ohne  ßef^lnträchtigung  der  Rechte 
der  Yerlagshaadlung  ges^chehen  kann.) 

Diese  Ausgabe   der  Werke  von   Gans^  wird  in  dem  Format 

Bt  Abhandlungen  iler  Kijnigllehen  Gesell j^ehaft  der  Wkäen^chaf* 
in  Göttingen  in  4^.  im  Verlag  der  Kunifjichen  Geseüschaft  er- 
heinen   und    Rfr    die   Ausstattung   in   Be^ciebung  auf  Papier   und 
fttern  dient  die  ausgegebene  Ankündigung  ^^ejbst  als  Probe. 

Sobald   der   Druck    lolleiidet   ist»    wird    das    Ganze   auf   dem 
^ege  des  ßuehbandeh  vertrieben  werden  ;  dotb  wird  für  die  Datier 
Drucks 

EINE    SUB8CR1PTI0N 

5ifnet»    welche  durch  einen    sehr  herabgesetzten  Preis«  sowohl, 
dadurch^    dass   Subscription    auf  einzelne    Bände    zugelassen 
rd,   auch  «n  weiteren  Kreisen»    in  welchen   die   Verbreitung  der 
Russischen  Werke   wichtig  und    wönscbenewerth   ist,    die  Er- 
erbung derselben  ermöglichen  und  erletchtern  wird. 

Der  Subscriptinnupreis  Im  Ganzen,    wie  jedes  einzelnen  Ban- 

,    wird   sich    am   Orte   de«   Erscheinens   nach    der    Bogenzahl 

fite«,    nach   dem  Verbältniss,    dass  er   für   einen   Band    von  50 

I  60  Bogen  auf  dem  Papiere  deii  ausgegebenen  Prospectus  4Tba- 

Coarant  beträgt,   wozu  bei  auswärtigen  Bestellungen  noch  die 

brto*  und  Fracht- Auslagen   hinzukommen. 


h'Jieil  XXXVIIL 
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Bohlen:    l'eder  die  Bedeutung  und  Anwendung  der 


SubActlptionen  sind  durch  die  Post  franco  efnzus^oden  na 
der  Adre8«ei 

ÄD   das   Secretariat   der  Konigiichen   OeselUchaft  d^ 
Wi^senachaften   zu    Göttiugen* 

Der  nach  Vollendung  des  Ganzen  eintretende  Ladenpreis  i 
netto  im  einen  Band   vou  50  bis  60  Bogen  auf  %  Thaler  und  fui 
ein  ExeiBplar  auf  Schreib- Velinpapier  auf  7  Thaler  Courant  fei 
gestellt 

Der  Druck  hat  begonnen  und    wird   so  bescbleunigt  werdd 
dass  mitidestens  binnen  5  Jahren  die  eraten  sechs  Bände  ers 
nen  werden. 

Gott  in  gen  im  Januar  1862. 

Die  KünigUche  Gesellschafl  der  fyissenschaflen. 


[Ueber   die  Bedeutung   und   Anwendung   der  in  The 
\  iXXXVIL  Nr.  IV.  S- 124-  entwickelten  Relationen  in  M 
analytischen  Geometrie. 

Von 

Herrn  Doctor  Otto  Baklen 
zu  Suis  a*  ^'.  im  K5vii|i^rfiiEih  Würtembcrg 


In  Tbl.  XXXVIL  de^  ArcbWi?  S.  124.  bat   der   Herr   He 
ausgeher  unter  der  Rubrik  Mt reellen  aus  der  Gleichung 

1)  {öci  —  cÄjl)  ^  +  (cai — a^i)  ^  +  («^1  ^  ^f^i )  «  —  0 

mittelst  der  Identitäten 


l  in  TkL  XXX VIL  Nr.  I V.  S.  (24,  entufic&elt,  Heiat^  in  der  analyL  Geim.  199 

I)  {bcx  ~-  cbi )  ff i  +  (cö,  —  aci )  ßj  +  (abi  —  6 a, )  C|  ^  0 

Relationen : 


I) 


abi  —  ^"i  •  ^^t  ~  <?^i  '  *^^i  ^~  ^^i 
^ay  —  bxibz  —  cif  ica:  —az 


ireleitet,   über  deren   Bedeutung  «nd  Anwendung  In  der  analy- 

ehen  Geometrie  Einiges  gesagt  werden  möge. 
Wir  nehmen  drei  Gerade  \m  Räume  an,  M,  iV^und  O,  welche 
den  Axen  der  ^,  y  und  2  Winkel  bilden ^  deren  Cosinus  den 

iissen  a,  b,  c;  ai,  b^p  q  ;  .r»  y»  z  proportional  sind,  so  l'olgl 
1),  dass  diese  drei  Geraden  Einer  Ebene  parallel  sind.  Wenn 
unter  Axe  einer  Ebene  irgend  eine  auf  derselben   senkrechte 

prade  verstehen,  so  sind  nacb  bekannten  Sätzen  die  Cosinus 
Winkel  j  welche  die  Axen  der  den  Geraden  M  und  N{  M  und 
h  N  und  O  parallelen  Ebenen  mit  den  ^t  iy  und  z-Axen  bilden^ 

lieh  lieh  den  Ausdrücken 

bci  —  cbi ,     c*i|  —  ffCi ,     nbi  —  öaj ; 
bz  —  cifj       ex  —  ax,        tttf^bx; 
bi^^Ci^f    CiW — flix,     liip—bio: 

^portionaL  Ferner  ist  der  Cosinus  des  Winkels  zweier  Gera- 
,  die  mit  den  Axen  W^inkel  bilden,  deren  Cosinus  den  Griis- 
aßy,  ö'ß'y'  proportional  sind,  gleicb 

ofa'+^ß' +  yy'  — 0,    wenn    beide    Gerade   auf   einander  senk- 
^ht  stehen.     Hiernach  bedeutet  die  Gleichung  I),   dass  die  Ge- 
le O  und  die  Axe  der  den  Linien  M  und  JV  parallelen  Ebenen 
einander  senkrecht  stehen    oder^    wh^  dasselbe  Ist,    dass  die 
Uten  M,  N  und   O  Einer  Ebene  parallel  sind. 

Die  Identitäten  2)  und  3)  bpHenteii ,  da«s  die  Ax**  der  Ehenc 

'  und  N  sowohl  senkrecht   steht  auf  der  Geraden  M,   als   auch 

iV,   welches   der    bekannte   stereonietrische   Satss  ist;    die  Axe 

H   Ebene  steht   senk  recht   auf  äUi^u    m   derselben   enthaltenen 

raden.     Aus  den   Relationen   4)   s^eht  hervor,    dass  die  Cosinus 

Bf  Winkel,  welche  die  Axen   der  den  Geraden  M  und  iV,  M  und 

N  und  O  parallelen  Ebenen  mit  den  Coordinatenaxen  bilden, 

er  einander  proportional  sind. 


200  Bökienr  (Jet.  die  ßeäeui.  e£c,  wm  Relailonen  in  d.  analpL  Ge&ii 

Als  erstes  Beispiel  wollen  wir  die  Determinante  nel 
vrelcbe  die  DiffereDtialgleicbung  der  geodätischen  Linien  an 
Flächen  enthalt:  | 

5)  I 

{d^d^t  -  (%rfi)  X  +  (di^a:  -  d^zdx)  F+  {dxdhß  -  d^xdy)  Zi 

da:,  d^,  dz  sind  die  Projektionen  eines  Elements  der  Lini 
den  Axen,  und  mithin  den  Cosinus  der  Winkel,  welche  i 
Element  mit  den  Äxen  bildet,  proportional  X,  \\  Z  sindj 
senj  welche  den  Cosinus  der  Winkel  proportional  sind,  j 
Flächennorniale  mit  den  Axen  macht.  Die  geometrische  B 
tung  der  Formel  5)  besteht  darin ,  dass  sie  angibt,  dass  dei 
kel  zwischen  der  Axe  derjenigen  Ebene,  welche  zwei  auf  eiD 
folgende  Elemente  der  geodätischen  Linie  entbSlt,  und  der  FIl 
normale  ^=90*^  ist.  Wenn  wir  die  Determinanten  1)  und  Q 
gleichen,   so  haben  wir  zu  setzen: 

(' 

^=dff,        ti—d^ff,        y=y.  I 

c^^dz'^         C|^c?*i;         z^=,Z\ 


und  erbalten  nach  4)  folgende  Relationen  für  die  geodä^ 
Linien : 

0)  dxd^y — dyd^x :  dzd^x  —  dxd^z :  dydH  —  dzd'hf     ,j 

=  Fdx    —Xdy    iXdx    —Zdx   iZdy  ^  Vdz        | 

=^  Vd^x  --Xd^y  iXdH   —  Zd^x  iZd^y  —  Yd^z. 

Eine  andere  Determinante  enthält   die  Gleichung  der  | 
mungslinien :  | 

7)    ( YdZ^Zd  ¥)dxHZdX-XdZ)difUXd V-  YdX)d2=J]i^ 

Diese  Formel  hat  ihren  Grund  darin,  dass  der  Winkel  2w( 
der  Axe  derjenigen  Ebene,  welche  zwei  nuf  einander  fo| 
Fläcbennormalen  enthält  und  zwischen  einem  Elemente  der  | 
mungslinie  gleich  90^  ist*  Bei  der  VergJeichnng  von  1)  i 
haben  wir  zu  setzen : 


a=S, 

ai^=dX, 

«  =  rfar, 

6=F, 

bj  =  dY, 

U=dy, 

c  =  Z; 

c,=dZ; 

i=rfi; 

und  finden  nach  4)  folgende  Relationen   für  die  Krömniuiigf 
der   Flächen : 
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XdY-  YdX  iZdX  -XdZ  :  YdZ^ZdY 
^Xdx  ^Ydj:    iZdx   —Xdz    vYdz   -Zdy 
=dXd^'^dYdxidZdx  —  dXdzidYdi^dZd^, 


ibrsatz  von  den  kürzesten  Linien  auf  Ratationsflächen. 

Von 

Herrn   Eugen  Lammet ^ 

Friifeftflor   in   Scliwyz. 


Der  zu  beweisende  Lehrsatz  ist  folgender.* 

Prajicirt  raan  «in  Stock  AP  (Taf.  Vll.  Fig.  4)  der  kür- 
^ten  LiTiie,  welche  sich  atif  einer  beliebigen  Rota- 
(nsfläche  zwischen  zwei  Punkten  A  und  ß  derselben 
shen  las  st,  sammt  den  Geraden  AC  und  PC,  welche 
|end  einen  Punkt  €  der  Rotationsaxe  mit  den  Punk^ 
A  und  P  verbinden,  auf  eine  zur  Hotationsaxe  senk* 
Ehte  Ebene  XC*Yp  so  ist  das  iron  den  Projektionen 
Is  Curyenfltücks  AP  und  der  Geraden  AC  und  PC  be- 
grenzte Flächenstück  A*PC  stets  der  Bogenlänge  AP 
proportional,  oder  gleichen  Bogenlängen  ^P  entspre- 
^en  immer  gleiche  Flächenstüclce  A*PC'> 

BewBtt.    Damit  der  Bogen 
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unter  albw,  welclie  auf  der  Rotationsfiäche  zwischen  denPu 
A  und  B  (deren  t-Coordlnaten  resp.  durch  a  und  6  bezel 
sind)  gezogen  werden  können,  der  kürzeste  sei»  mu«s  seini 
riation  ^L  verschwinden,  d.  h.  es  mass 


ff    j;Hg)_,         'MI)        \ 

-<  W'*m'<n  v"h(S'+(|)7 

oder»   wenn   man   von   nun  an  x  als  die  unabhängig  Variab 
trachtet j  es  mußs 

P^  fdx   ddx      du   däu\  ,       ^ 

o 

sein.     Integrirt  man  hier  theilwei8e,  um  die  Dlfferenziate  de 
riationen  wegzuschaffen^  so  erfaüll  man: 

ü 

Weil  aber   die   gesuchte  kürzeste  Linie   auf  der  Rotationi 
liegen  muss,  deren  Gleichung  in  der  Form 

t      3)  z=f{x^  +  y^)     oder     i-f{u) 

(u  statt  x^-h^^  gesetzt) 

gegeben  sei^  so  sind  die  Variationen  6a:  und  ö^  ¥ermc*ge  der  Glei 


A) 


df 


df 


a:,^^.^ar  +  ^.^.<5^y5=0   oder   x(5^  +  ^d^  =  0. 


«reiche  dufch  Varüren  der  vorhergehenden  erhalten  wird,  v< 
ander  abhängig.     Setzt  man  aus  4) 

in  Gleichung  2),  so  ivird  dieselbe  jetzt: 

0 

Da  der  Anfangs-  und  Endpunkt  der  Curve  bestimmt  gi 
sind,  so  ist  öa:fy^6Xf^^0,  und  das  ausserhalb  des  Integ 
chens  stehende  GJied  verschwindet  von  selbst;  zur  Erfullü 
Gleichung  ist  daher  nur  noch  nöthig,  dass  der  Faktor  von  ii 
dem  Integralzeichen  Null  werde,  dass  also 


üHf  Rotaiionsßächen. 
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Die  Integratior»  dieser  Gleichung  gibt  aber  sogleich : 

er  c  eme  wiUk^hrJiehe  Constante  versfanden.  Die  linke  Seite 
Gteichung  7)  stellt  nun  bekanntlich  das  dreieckige  FJäclien- 
iient  0P*Q*  vor,  oder,  nenn  man  das  zum  Bogen  AP^t 
Sgefaorige  F!ächen8tuck  A^P^C  tuit  l  bezeichnet,  das  Dlffereu- 
|al  von  A.  Integrirt  man  daher  von  Neuem «  indem  man  berück' 
iicbtigt,  da  SS  X  mit  i  zugleich  Null  sein  muas,  so  erhält  mau 
^11  dl  ich : 


f 


s  ist  aber  der  analytische  Ausdruck  des  oben   ausgesprocbe- 
Lebrsatzes. 


Derselbe  Lehrsatz  gilt  auch  uocb  für  die  kürzeste  Linie,  welche 
^uf  einer  beliebigen  Rotationsfläche  zwischen  zwei  zur  Rotations* 
.xe  senkrechten  Ebenen  gezogen  wird;  denn  diese  Linie  wird 
Inrch  die  nämliche  {Gleichung  5)  be^timint,  nur  da^^s  jetzt  das 
liisserhatb  di*8  Infegratzeichens  stehende  Glied  nicht  von  selbst 
'erschwindet,  sondern  wegen  der  Willkübrlicbkeit  von  öx^^  und 
^Xj^  m  zwei  Grenzgleichutigen  zerfallt,  welche  zur  Bestimmung 
ler  bei  Integration  der  Differentialgleichung  6)  eingehenden  will- 
ifihrlicben  Constanten  dienen,  für  den  Beweis  unseres  Lehrsatzes 
^ber  ohne  weiteren  Belang  sind. 

Auch  £?i|t  der  Lehrsatz  noch  für  die  kürzeste  Linie,  welche 
uf  einer  Rotationsfläche  von  einem  gegebenen  Punkt  zu  einer 
:egebenen  Cnrve,  und  für  diejenige,  welche  zwischen  zwei  gege- 
lenen  Curven  gezogen  wird,  indem  diese  beiden  Fälle  die  nam* 
«he  Differenziaigleichung 6)  liefern,  und  sich  von  den  vorhergeben 
en  nur  durch  die  Beschaffenheit  ihrer  für  den  Beweis  des 
^elirsatze^  unweBentltcben  (vre  nzgl  eich ungen  mitersübeiden. 


b 


Nachschrift    des    Ilcra  uKgeberi. 


Der  verehrte  Herr  Verfasser  des  vorstehenden  Aufsatzes  hatte 
hesseu  Abdruck  meinem  Ermessen  anlieim  gestellt,  oEimentlicb 
es  meiner  Entscheidung  überlassen,  oii  der  darin  bewiesene  Satz 
neti  sei  oder  nicht  Absotyt  neu  ist  nun  der  Sats^  allerdings  nicht 
und  findet  sich  u.  A.    schon    für   das    Rotations*  Ellipsoid,    ohne 
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Variatioosrechniiiif;  beniesen,  in  meiner  Abhandlung:  Ueter 
die  kürzeste  Linie  zwischen  zwei  Punkten  auf  einer 
bei ieb iget]  Fläche  und  über  die  Grün dfornieln  der  ^phä* 
raidi sehen  Trigonometrie.  Tbl.  XXII.  S.  89.  Nr  10)  ganz  in 
derselben  Weise,  wie  er  von  dem  Herrn  Verfasser  in  No.  7)  ana- 
lytisch ausgesprochen  worden  ist.  Nun  hat  aber  der  Herr  Ver- 
fasser den  Satz  für  Rotatiooüiflächen  überhaupt  beiviesen,  —  was  , 
sich  übrigens  auch,  wie  ich  nachher  zeigen  werde,  sehr  leicbt 
ans  den  bekannten  allgemeinen  Gleichungen  der  geodätischen 
Linie  ableiten  lässt^  —  und  hat  denselben  zugleich  auf  einen  be- 
merkenswerthen  geometrischen  Ausdruck  gebracht^  auch  ooeb  j 
andere  Bemerkungen  beigefügt;  ausserdem  bietet  die  %on  dem 
Herrn  Verfasser  gegebene  Ableitung  durch  die  Variationsrechnung 
elo  zweckmässiges  Beispiel  für  die  Anivendung  dieses  Calculs 
dar^  so  dass  ich  glaube  und  hoffe,  in  dessen  Sinne  gehandelt  zu 
haben,   wenn  ich  seinen  Aufi^atz  habe  abdrucken  lassen. 

Ich  will  nun  noch   zeigen,    wie  der  Satz    für  RotationsHäcb 
überhaupt  aus  den   bekannten   allgemeinen  Gleichungen   der  geo 
dätischen  Linie  sehr  leicht  abgeleitet  werden  kann. 

In   meiner  vorher  erwähnten  Abhandlung   S.  87.  No.  8)  ba 
^  ich  ohne  unmittelbare  Anwendung  der  Variationsrecbnung  die  fol- 
genden Gleichungen  der  geodätischen  Curve  bewiesen: 

a^  8^«~ir*3i«  ^"' 

Bz  'Bji^~Bx  *a**— **' 


;  zu 

hfl 


Wf> 


il  =  F(ar,3f,  i)  =  0 


die  Gleichung  der  Fläche  bezeichnet,  auf  welcher  die  geodätieobe 
Curve  gezogen  worden. 

Für  Eotationnflächen   ist   nun   in   der  Bezeichnung   des  He 
Verfassers : 

t~f(a;^-i-^^)=f(u)    für   ii^a?*  +  ^* 
im  Obigen  also 


Loder 


\  setzen^  and  folglich,  da  alle  Differentialqaotienteti  von  Sl  par- 
ille  PiffereDtialquotienten  sind : 

Iso  hat  man  naeh  1)  uDmittelbar  die  folgenden  Gieicfanngen: 

Bter  denen   die  von  dem  Herrn  Verfasser  gegebene  Gleichung 
ie  erste  ist. 

Dass  jede  der  drei  vorstehenden  Gleichungen  eine  Folge  aus 
BD  beiden  anderen  ist»  fibersieht  man  anf  den  ersten  Blick  und 
ersteht  sich  auch  ganz  von  selbst. 

Möge  der  Herr  Verfasser  hieraas  die  von  mir  seinem  Aufsatze 
(widmete  Aufmerksamkeit  erkennen! 
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XTI. 

Einfachste  Herleitung  zweier  bekaimter  Integralfonoi 

Von 

HeiTfi    Eugen    Lommel^ 

P r ti f e M «*j r    in    S  r  h  w  v  z . 


—:r — \f{x),dXf    in  welchem  k 
n 

lieh  gro^s,   aber  positiv  ganz,   und  h  beliebig  positiv  gedacht^ 
auszuwertheo,    schreibe  roan  dasselbe  tn  der  Form; 


und  bemerke,  dass 


sin  ^^ 


fSinor 


^0 


ist  för  jeden  Werth  von  jr,  mit  Ausnahme  der  Werthe 

a:  =  0,     7c,     27r>    Stc,  ....  «Ä 

Für  diese  hat  man: 

Ä  sin  WTC  ^    ' 
wenn  k  ungerade  ist;    ist  dagegen  k  gerade^  so  hat  man: 

je  nachdem  n  gerade  oder  unp;erade  ist.  Oenkt  man  sieh  d\ 
fias)  als  Ordinate  e'mer  auf  ein  Orthogonal-Coordinatensystero 
zogenep  Curve  (Taf.  VI!.  Fig.  5.),  und  demnach  f(x)dx  als  ElenH 
des  von  dieser  Curve  und  der  Abscissenaxe  begrenzten  Ftächl 
Stucks,  so  wird  das  Integral 


»leeier  öe/iannter  Iniegratfiirmeln, 
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/ 


^kx 


knm:^ 


f{x).dx 


iur  die  Suroine  derjenlgefi  Fläcbeneleinerite  vorstellen,  welche  den 
Wertbea  ;r=^0^  jt,  2je,.,*.nfp  entsprechen    (wenn  A  >  nfc,   aber 

r(n  +  l)3r  gedacht  wird),  jedes  Flächenelement  noch  niultiplickt 
H%%\  lex 

mit  dem  zugehürlgen  Wertbe  des  Faktors  -^-ü- — ■     let  2.  B,  Ä>0, 

aber  <^n^  so  bleibt  nur  das  Element  f{i}).dx  übrig;  ist  ferner 
A^JT,  so  stellt  da«  Integral  die  Summe  f^),dx^f{n).dx  ¥or, 
wo  das  obere  oder  das  untere  Zeichen  !4enonitiien  werden  mu^, 
je  nachdem  k  ungerade  oder  gerade  ist.  Läf^e  aber  h  zwischen 
n  und  27Cj  so  wurde  nicht  bloss  das  Flächenelement  zu  nehmen 
sein,  welches  der  Ordinate  /(n)  nnmilielbar  vorausgeht,  sondern 
auch  noch  dasjenige,  welches  ihr  unmittelbar  nachfolgt;  in  die- 
sem Fatle  wäre  also  das^i  Integral  aufigedrOckt  durch  die  Summe 
f{^),ilx  J-  2f{n).dx,  So  weiter  fortscbliesüiend  gelangt  man,  wenn 
h  zwischen  n^  und  [n  ■{-  \)n  liegt  und  k  ungerade  bt^  zu  der 
Sleichuiig 


:/ 


*  sin  kx 
sin^ 


f{x).dx  =  Udx  {\m  +  f{7t)  +  f{^7t)  +  ....+  finn)) , 


lo  von  dem  letzten  (iliede  nur  die  Hälfte  genommen  werden  darf, 
■enn  A  — tinr  ist.     Für  ein  gerades  k  dagegen  erhält  man: 


7' 


i^;r 


./(:i:).«i^=2Ärf^a/tO)-/i;^)  +  A'-ä^)-   -"(-i)"./?«»«)). 


Um   den    Faktor   %kdx    zu    bestimmen,     setse   man  f{x)=z\    und 
4=xj^7r,   so  ergibt  sich  aus  beiden  Gleichungen: 


10  das«  man  schliesslich  die  beiden  Formeln 

l. 


gefanden  hat,  von  denen  die  erstere  für  ein  ungerades«  die  letz- 
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tere  für  ein  gerades  k  gilt,  während  m  beiden  h  zwischen  nk 
und  {n'\-  l)n  Hegend  gedacht  wird;  wäre  dagegen  k-^nirtj  so  darf 
in  beiden  Formeln  vom  letzten  Gliede  nur  die  Hälfte  genommen 
werden. 

Auf  eben  so  einfache  Weise  lässt  sich  der  Wertb  des  Integrals 

■  sin  kx 


r 


*f{ä;).ds 


für   ein   uneodlicb   grosses   U  ermitteln»    wenn   man   dasselbe  m 
der   Form 


schreibt.     Weil  nämlich  ~^t^0  ist    fflr    alle  Wertbe   von" 
aasser  für  :r=0«   wo 


[sin^~|    I 


sieb  ergibt j   so  bat  man: 
'  ^  sin  ks 


/*Ä6inÄ^ 


.f(a-)dx=kdx,f{0). 


oder,    weil  der  Faktor  kda:,    indem   man  f{w)  =  l   nimmt,   =j 
gefunden  wird, 

H J*''^.nx)dx=i«.m)' 

o 

Diese  Herlaitung  der  Formeln  I.  und  II.  lässt  zugleich  erke 
nen ,  dass  dieselben  stets  gelten ,  so  lange  nur  innerhalb  der  Greih] 
^en  des  Integrals  die  Funktion  f{x)  nicht  unendÜcb  wird,  oderl 
wenn,  falls  dieses  doch  eintreten  sollte j  der  Exponent  des  Fik-f 
tors,  welcher  im  Nenner  von  fia)  verschwindet,  kleiner  ist  alfl  1« 
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lieber  die  Beugung  des  polarisirten  Lichtes. 


Herrn    Eugen    Lommct^ 


}.  L  Die  Formehl,  welche  ich  in  meinem  Aufsätze:  ,tB^>' 
träge  zur  Theorie  der  Beu^un^  des  Lichts"  im  XXXVL 
Tbeile  des  Archivs  S,  385  ff.  zyr  ßerechnung;  der  Beugungs- 
erscbelrmngeTi  angesehen  hahe,  iiehmeri  keine  Rücksicht  auf  die 
Polarisationsverhältnisse  der  ein  fallenden  Strahlen.  Es  soll  pur 
hier  zunächst  gezelgl  werden,  ivie  dieselhen  zu  moilificiren  mnd, 
um  für  polariairte  Strahlen  zu  gelten. 

Wenn    dort  behauptet   wurde,    ein  vom   Elemente   dtfdx  der 

beugenden  Oeffnung  auegehendes  Strahtenbündet,  welches  mit  den 

^ei  rechtwinkligen  Coordinatenaxen  Winkel  bildet,  deren  Cosintis 

B^A,  c  Rind,  bringe  auf  der  halbkugeligen  Bildflüche   (deren  Ra- 

aiDfi  gleich  der  Brennwette  des  OhjektiVJ^  'wt),  die  Eircursion 

»sin  (p  +  ^.r  +  f  ^) ,  dtfdjr 
vor   (wo  der  Kurze  vregen    -=-(rr— /)^pf    -r— =  ^,      —r-^r 

gesetzt  wurde),  so  geschah  diess  unter  der  stillschweigenden  An- 
nahme, dass  die  Iwugel welle,  welche  sich  von  einem  Aetberthetl- 
eben  der  Oeffriung  aus  im  isotropen  Aether  ausbreitet,  m  allen 
■bren  Punkten  die  n;im1iche  Belehn fienheit  aufweise,  oder  dass 
alle  von  jenem  Aetbertheilchen  ausgehenden  Elementarstrahlen 
bmsichtJk'h  ihrer  Lichtwirkungen  unter  sich  identisch  seien.  Nun 
Ut  aber  klar,  daas  bei  geradlinig  polarisirfeni  Licht  eine  solche 
Gleichheit  der  Elementarst rahleo  nicht  stattfinden  kann.  Er l'o (gen 
»fimlich  die  Oscillationen  des  erregenden  Aetherth eilchens  in 
einer  bestimmten  Geraden,  so  werden  die  Schwingungsricbtungen 
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aller  Aethertheitchen  eliieu  betiebigen ,  von  jenem  aasgehend 
Elementurstrahle}»  parallel  mM  dieser  Geraden  8ein;  es  werd^ 
daber  nur  iti  jenen  Strablen,  welcbe  in  der  durch  das  erreg:ende^ 
Aetbertbeilcben  senkrecbt  zu  seiner  Sebningung^ricbtung  gelegte 
Ebepe  (im  Aequator  der  Kugel  welle)  ^ich  ausbreitend  die  0»d 
lationen  senkrecht  %nm  Strahle  erfolgen;  hei  allen  übrigen  Striil 
lesricbtuns^en  sind  die  Schwingungen  zum  Strahle  geneigt,  ja 
der  OsciUatmnsrichtung  aelbst  (in  der  Äxe  der  Kugeln  eile)  pfl 
zen  sich  nur  longitudinale  Schwingungen  fort.  Da  nun  bekanij 
lieh  die  longitudinalen  Schwingungen,  auch  wenn  sie  vorbandJ 
dind^  nicht  in  die  Erscheinung  treten^  so  wird  sich  in  den  Polq 
der  Kugelwetle  gar  keine  Lichtentwickelung  zeigen,  dieselbe 
aber  zunehmen^  je  mehr  man  sich  von  den  Polen  entferDt« 
endlich  Im  Aequator  ihr  Maximum  erreichen ,  weil  jede  zum  Strali 
geneigte  Ojsicillation  in  eine  transversale  und  in  eine  longitudina 
Composante  sich  zerlegen  lässt,  von  denen  die  letztere  fiir  i 
Wahrnehmung  verschwindet.  Bezeichnet  man  daher  mit  cp  d«l 
Winkel,  welchen  der  nach  a,  6,  c  gerichtet«  E lernen tarÄtrahl 
der  Oscillationsricbtung  de^  einfallenden  polarisirten  Lichtes  hil 
det,  so  hängt  die  auf  der  Bildfläche  von  ihm  erzeugte  Wirkuii 
bloss  von   der  transversalen   Excursioli 

Kin  v .  sin  {p  +  qx  +  ry) ,  dydx 

ab.      Nimmt   man   alsdann,    um    die    Resultante    aller    im    Ponk 
ff,  br  c   der  ßildfläche  zusammenwirkenden   Flementarstrahlen 
erhalten j   das  Doppelintegral   diese*«  Ausdrucks   über   alle  Punktd 
des  Schirma^    welche  dem  Lichte  den  Durchgang  veretatten, 
tritt    der    Faktor   sm^p^   well    von   ^  und   ff   unabhängige    vor  di 
Doppermtegralzeicben,  und  folglich  wird  der  im  oben  citirten  Auf- 
satz unter  der  Form 

(wo  der  Kürze  wegen 

jQTcos  (g:i:  +  r^}  dydx  :=  C  und  Jf&iw  {qx  +  ry)  dydx  =  S 1 

gesetzt  ist)  aufgestellte  Ausdruck  für  die  Intensität  des  Bild 
tes  flt  6,  c  jetzt  unter  der  Form 

»in^g?,  J^ 

erscheinen.     Wenn  z.B.,  wie  fs  hei  einem  zur  Scbirmeliene  seirll 
recht   stehenden    geradlinig    pnlarisirten   Lichflnindel    der  Fall  W 
die  Oscillatlonsrichtung  in    die  Schirmehene  selbst    (ällt   und 
der  positiven  orAxe  den  W^inkel  ip  bildet,  so   ist: 


also 
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sin  V~  '  —  (acofit/^  +  ösin^)'. 


Dieser  Faktor  erreicht  «einen  grö^nteii  Werth  J\  wenn  man  hat 
«rcos^ -|- 6aitii^^ü  oder  A=^ — ^a*cotg;i|i.  Denkt  man  «tieli  daher 
4as  durch 

forgestellte  Bild  auf  die  Schirmehene  projicirt,  so  das»  a  und  h 
Ahscisfie  und  Ordinate  ei  «es  Pixi^ktes  fter  Bildprojektion  Torstel- 
len^  &o  erkennt  man,  dass  die  von  geradlinig  pofarijiirtem  Lieht 
hervorgebrachte  Erscheinung  mit  der  früh  er  unter  Annahme  völlig 
gleicher  ElenientarstrahLen  erhaltenen  nur  in  einer  dtirch  die  Bild- 
mitte «senkrecht  zur  08cillationmchtuTig  gezogenen  Geraden  voll* 
kommen  übereinstimmt;  in  jedem  andern  Punkte  aber  ergeheint 
das  fetzige  Bild  gegen  das  frühere  verdunkelt,  und  znar  um  so 
mehr,  je  «eiter  dieser  Funkt  von  der  s:erjaiiutefi  fieraffen  entfernt 
liegt;  alle  durch  den  Faktor  sin^g?  gleichstark  beschatteten  Punkte 
liegen  demnach  aul'  geraden  L)iiii*Ti^  ivelche  zur  Oscillation^rich- 
timg  senkrecht  stehen. 

Wäre  die  Oscillation^richtun^  der  einlallen<len  Strahlen  ein 
Mal  der  Ordinatenaxe^  da:^  andere  Mal  der  A b^ct^senaxe  parallel 
(i|;^90<*  und  1^  =  0),  und  betrachtet  man  in  beiden  Fällen  nur  die 
Inteosität  der  Abscissenaxe  (6=rO)f  ^r>  erhält  man  im  ersten  Faile 
den  Ausdruck: 

im  Bweiten  dai;egen: 

nenn  ;(  den  Beugungsuinkel  bezeichnet. 

Auf  die  t^o  eben  entwickelten  Betrachtungen  gestuitzt,  ver- 
mochte bereits  Holtzniann  nutteist  Jer  GittererRcheinungen  die 
Frage,  ob  die  Oscillationen  eines  polartsirten  Strahles  in  die  Pola- 
risationsehene  fallen  oder  senkrecht  zu  derselben  «»tehen,  direkt 
zn  entscheiden.  8ch%vingt  nämlich  der  einfallende  Lichtstrahl 
parallel  zu  den  Stäben  de»  Gitlerf«,  ^o  mussten  die  Spektren  in- 
tensiver erscheinen^  als  vvenn  die  Oscillationen  zu  den  Gitterstl- 
ben  senkrecht  stehen.  Hoitzmann  ur»d  Stokes  glaubten  aus 
ren  Versuchen  auf  Schwingungen  im  Sinne  der  Polarisattons- 
bene  schlies^en  zu  dürfen,  Eisenlohr  auf  solche  in  senkrech- 
Rtchtung.  Die  Unsicherheit  dieser  Hesultate  erklärt  sich 
Acht  durch  folgende  ErivSgungen  Das  menschliche  Auge  ver- 
einen Unterschied  zwischen  den  Intensitäten  zweier  au  eiii- 


4 
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arider  grenzeodei»  Lichtfläcben  erst  dann  mit  Sieherhett  £d  ge^ 

59 
reu,    weoo  die  Liehistärke  der  einen  wenii^er  beträgt    als  ktj 

der  Lichtstärke  der  andern.     Hatte  man  daher  die  beiden  za  v( 

gleichenden  Spektrenreihen  hart  neben  eii>andDr*    so   viurden 

hrillanteren  Spektren  der  Mitte  in  beiden  füidern  vollkomnien  gicl 

hell  erscheinen»    nnd  der  üntersefiied    iviirde   sich   erst  zu  %^\\ 

50 
beginnen^    wenn   cos^jj  kleiner  als    ^,    oder  der  BeugungswinI 

griSsser  als  7**  25'  gewonfen  wäre.  Beobachtet  man  aber  die  bei- 
den Gittererscheinungen  nicht  gleichzeitig  neben  einander,  sondern 
successive,  so  werden  sie  noch  weiter  hinaujii  merklich  gleicb 
erscheinen ;  ein  frappanter  Unterschied  würde  erst  in  den  aussen 
Spektren  auftreten,  welche  ihrer  Liehtscli^vgehe  wegen  sch^ver  xn 
beobachten  sind.  Die  Unsicherheit  ninl  ferner  noch  dadurch  e^ 
bohtj  dass  die  einfaflefiden  Strahlen  durch  die  auf  Glas  gezeick 
neten  Gitter  noch  zvvei  lirechnngen  t^rleiden,  welche  auf  verscbi«- 
den  gerichtete  Schwingungen  ungleich  wirken. 

§,  2.  Das  natürliche  Licht  besteht,  nach  der  gebräuchliche 
Vor«tellung,  aus  zum  Strahle  tüenkreehten  Oscillationen,  weicht 
in  unmesshar  kleiner  Zeit  alle  ivir>glicben  Azimute  ilurchlaufeo. 
Diejenigen  Oscillationen  eines  natürlichen ,  zum  Schirme  senkrech- 
ten Strahlenbündels,  welche  dem  Azimute  %y  angehören ,  wurdi 
ini  Punkte  a,  b,  c  des  Beugungsbitdes  die  Intensität 

[1  —  (a  cos  ip  +  Äsirr  ^f] .  J* 

bervorbringen.     um  den   von  allen   Oscllblionen   des  Strahles 
zeugten  Lichteindruck  zu  bestimmen ,  nm^s  man  das  arithmetisel 
Mittel    nehmen   aus   allen  Werthen    des   vorstehenden  Ausdrud 
welche  derselbe  annimmt,  wahrend  i/'  alle  um  das  unendlich  kleii 
diff  von  einander  verschiedenen  \^'ertbe  vnn  0  bis  2ä    durchläuj 

Da   nun    -tt   die    Anzahl    aller    Azimute    ist,    so   ergibt   sich 
Intensität 


-/ 


2n?   L*' 


^  {e  cos  1^-1-6  sin  Tfj}^]  ^  (l  - 


=!±l',.^=l+^.,.. 


Das  Beugungsbild,  welches  ein  nsUiirlicbes  Strahlenhündel  von 
der  angenommenen  RescbaflFcnheit  bervnrbrii]gt,  ist  demnach  nur 
in  der  Bildmitte,  wo  «ich  die  ungebeugten  Strablen  sammeln,  mit 
dem  früher  berechneten  irlejifiscb;  alle  übrigen  Punkte  des  Bil* 
des  erscheinen  um  so  mehr  geschwächt,  je  iveiter  sie  von  der 
Bildmitte   entfernt  sind,    so   dass   die  gleich  stark  geschwächten 
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ikte  in  concentr lachen  Kreisen  um  die  BiUl«nitte  gereiht  s^id;, 
ftm  Hände  de8  BÜdes  beträgt  die  Lichtstürke  nur  niebr  die  HäJfte 
der  ^ruberen. 

Sollte  der  Aufdruck  J*^  für  sich  allein  der  Erscbeinuug  ent*<, 
sprechen,  eo  müs^te  tnan  LichtstraliJen  annehnien,  deren  Oscii^. 
btionen  nicht  hloss  in  einer  Äpm  Strahle  senkrechten  Ehene^  SQn- 1 
dern  in  allen  möglichen  Richtungen  des  Raumes  erfolgen,  wobei, { 
A^r  nur  die  transversalen  €(?mponenten  der  OscillatiQnen  Licht<«f 
^BlEiing  hervor  bringen  h*  Orden. 

§.  3.  Obgleich  die  ven  den  Polansations- Verhältnissen  der 
etnfallenden  Strahlen  herrührenden  Modifikationen  des  ßengungs- 
bildes,  so  weit  sie  neii]g.>^tens  den  brillanteren  Theil  ^es  Bijde»^ 
betreffen^  der  Wahroehniung  so  leicht  entgehen,  dass  «ohi  in  all^i^^ 
Fällen^  wo  es  nicht  gerade  auf  Diskus#;ion  jener  ModiJikationen 
abgesehen  ist,  der  Ausdruck  J^  allein  schon  den  Erscheinungen 
genügt»  so  dürfte  doch  eine  üntersuthuBg  der  Aenderiingenj  welche 
doppelthrechende  Krystallplatten  im  Beugungsbilde  hervorbringen, 
nicht  ohne  theoretisches  Interesse  sein.  Die  beugende  Oeffnung 
«ei  daher  durch  eine  einzige ,  paraitel  zur  optischen  Axe  geseblif- 
fene  Platte  verschloss«*n  ,  und  diese  werde  von  einem  Bnndel  gerad- 
linig pol  arisirten  Lichtes,  dessen  Oscillationsriehtung  mit  der  posi* 
tiven  x-Axe  den  Winkel  c  bilde,  senkrecht  getroffen.  Be2eichnet 
alsdann  ^  den  Winkel,  welchen  die  optische  Axe  mit  der  posi- 
tiven -a;-Axe  cinscbliesst,  so  bildet  der  gebeugte  Strahl  a,  6,  c 
IQit  der  Osctilationsricbtung  des  ordinären  Strahles  einen  Winkel 
!|El,  dessen  Coeinus  gleich  ist: 

Hikii.^^4V*t  cosx»— — ös»tii^  +  6ca8^,      la  fa«r»iT 

Und  mit  der  Oscillationsnchtnng  des  extraordinären  Strafiles  eineh' 

Rinkel  x^,   lür  dessen  Cosinus  nis^n  hat: 
cos  ^2  =  fl  cos  1^  +  i  si  n '^Z', 

In  dem  Punkte  a,  6,  c  der  Bildfläche  kommen  demnaeb  zwei 
{geradlinig  polarisirte  Strahlen  zur  Wirkung^  deren  auf  das  Auge 
wirksame  Excnrsionen  durch  die   Doppeltntegrale 


Ä) 


X,  sin  («  —  if')  sin  Xi .  jQT«'"»  (/'  +  c  +  ff«  +  ry)  dijdx 


%. 


liaigiaiBteltt  werden,    in  welchen  X|  und  %  die  Schwäcbungsroefii' 
für   den   ordinären   und  extraordinären   Strahl  bezeichnen, 


^l^      L  0  mm  e  i :    üel^r  die  ßeupuug  des  piilarUirten  lichieM, 

0  üöd  e  ^ber  beztebfic^  stau   —  {©  —  f^rf  und    -^-(c  — 1)4  stehen, 

nährend  d  die   Dicke  der   Platte,    m  und  t   aber   die   Brechiras»- 

quotienten  für  den  ordinären  und  extraordinären  8trahl^  sind,.    Um    \ 
dte  li)teV»8ität  de8  elliptisch  polarlsirten  Strahle.^,  welcher  aus  dem 
Zusammenwirken  der   Sti^ahlen  Sl  und  E   bervorpeht,    kennen  zii     ' 
lernen,    hrauclit   man    nur   die    Quadrate    der    Amplituden    zweier 
beiiehl^ef  rechtwinklijEfer  Composanten  demselben  zu   addiren.    Der 
WibkeS  I  aber,  den  die  OsntJlationÄrichtun^en  Hlescr  beiden  Stnih 
len   mit  einander  einschliessen ,    hat  4um  Cosinus: 


fnb    n«feRAiif1l 


»mjfiBrnxi 


iis^^i 


Zerlegt  man  jetzt  dip  Excursion    des   extraordinären   Strahl 
zwei  andere,    deren    eine   mit   derjenigen   des  ordinären   Strahl«* 
zusaiti'miöiipllll   und  dereu  auffere  neukrjecht  darauf  steht,    alfio  in; 

JE|!)i '  J^fl cop (of h^i^) SJ1T 5(j COS I .ff»\n (p^^^qa:-^ rjr) d^d^ 

und 

Lfi^>-!4ft COS (a  —  ^) sin %2 'S «"  § -y/sin (/»  +  ^  +  9*=^  +  »•^) '/j^'^?'  ^ 

so  hat  man  statt  der  sehiefwinkli^en  Compnüautc^n,  SfL  und  JEJ  jetJ 
die  rechtwinkligeo :  ,, 

♦äO      •  %  öih  {df<-^  1^)  sin  xj  .  y/^in  (/?  +  o  +'  ^j:'  4Vy]i  rf^rfjr 

E')     flt2cos(of— i^)sin^sin|//ein{^l^c  +  ^.T+r3;)%^^^ 

Trennt  man,    zuerst  in  Sl* \    den  Therl  p  d'^r  Phas^e,   welcher  di€ 
Z^i^  #  e^jt^äit^' v^^.p.  ißm  i^brigen,   sn  erhalt  man: 

iß')    ismp  (xi  sin  (&  —  i^)sin  J(i !  ff  Cos  (O  +  lyjr  +  r^ydi/dx 

+  Ä2  cos  (a-- 1^)  gin  j;^ « cos  g  .fft^s  (e  f  ^^  -|-  r^) 

+,qQ^ &it;fttli t«f ~ #ßin  3£i  -  //^i)l  (0  +  qx^  r^)  dijda:    >     -i 

-^^u^  »idi  V     +«i>tes(«ii-'^}8!nxi.cos|.//sin(e  +  ya;+w)^^^^ 

um  das  Quadrat  der  Amplitude  des  Strahles  ü'  zo  erhaitfip, 
braucht  man  nur  di*?  Quadrate  der  Faktoren  zu  addiren,  mit  wel- 
chen im  voreiteh enden  Ausdruck  sin/?  und  cosp  multiplicirt  er^ 
scheinen;  ehe  wir  jedoch  dies«  thun,  zerlei^en  wir  die  unter  deo 
Integralzeichen  stehenden  Sinus  und  €<)«inus  nochmals,  indem 
wir,  den  cpnslanten  Theil  di?s  Bogens.  vom  ¥aTiabeti4itr#iinfii%*r 
erf^^lten  (ür,die  beiden  FaJttoreHi;^         ,i     ,     i,.,r^r,»    inU    \C\\ 


m 


U 
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f  «1  sin  (a — t/;) sin  y^  gm  c  +  k^cos {er— T|;)sin  ;^cos S sin ej .  C ,  ,^^^ 
f^Hi  sin  (a —  1^)  sin  jji  cos  0  +  %  cos  («  —  '^)  sin  ^^  cos  £  cos  ej .  Ä. 

se   lieiden    Ausdriicke    geb^ru    «juadrlrt    und   acldirt,'    für   das 
Quadrat  der  Amplitude  des  Strahles  i2': 

+  *2xi  Jiasi  n  (ö—  '^)cos(of—  i/^)si  n  jjji  sin  3j2CottScos(o—  e)].(C*+  S^). 


Ntni 


irinii  Tnan  mit  dem  8trah[  K\  unfi  das  Quadrat  meiner  Älnpli* 
tiide  zu  berechiieUj  eine  äbnJicbe  Zerlie£run|C  vor,  so  ündet' aiao 
ftunäcbst : 

5'J     Xjcos(ci; — i/^)sin3t2Äinf  f8rnpJ/cos(e+^ir  +  r^)d^rfj;.      . 

+  cos/?  Jjsifi  (e  f  ^jc  +  ry) dydx}^ 

dass  man  die  Quadrate  folgender  zwei  Atisdrifcke 

x^costcf— i^)«in^tiifi^.[Ccose—  »Ssinc] 

»2  cos  (of—  i|j)  Stil  5^2  slo  J .  [S  cos  e  +  Csiin  e] 

liren  hat;    man  findet  demnach  für  das  Quadrat  der  Ampli^ 
lüde  des  Strahles  E*)i 


D 


X,»  cos  '*(a — 1^)  si  n  «^a  «in  *l  ■  ( C"*  +  5')  ■ 


Hl  nun  schliesslich  die^  Intensität  des  elliptisch  polari^irten 
Sfrahtes,  welcher  aus  dem  Zusanimenwirken  der  Con»posanten  SV 
Jnd  K*  bervori^eht,  zu  kennen ^  hrautfit  man  nur  noch  die  gefun- 
ieiici)   Amplitudenquadratc  zu  addrren,  und  erhält: 

n^  *  5tn  ^(a  —  %>)  sin  ^ii  +  Xj*  cos  *(a  —  t^)  i^in  *3jj 

^+2ÄlltaSlo(Ä-4')cos(a— i^jstnjj,  sinxjcoß|cos(o— e)].(C'*+Ä*J, 
,    nach  Einführung  ^es  Wcrfbes  von  cos£: 

«^  ^sin  *(ff  —  ^)  »in  ^Xi  +  %*  *^*'  **  ^f  **  ^"  *^)  **^ "  *Xi 

^^  —  ^»1  %»!■>  («  —  '^)  cos  (ö  —  \p)  cos  jui  cost  3|fj  cos  (o  —  e)] .  J*. 

^  §*  4,  Der  Ausdruck  J*^  erscheint  demnach  jet2t  durch  einen 
Uüor.  roodiilcirt,    welcher   einerseits   von   der   Wellenlänge  und 
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Oscillationsrlchtuiig  des  einfallenden  iricbtes,  den  opti«cheii  Con- 
stanten und  der  Dicke  der  Platte,    andererseits  von  der  Lage  der 
gebeugten    Strahlen    gegen    die   optische    Axe    des   KryetaÜes  all 
hängt.     Wir  wollen  nun,  um  die  Diskussion  zu  vereiiiiachen, 
nehmen,  dass  die  optische  Axe  mit  der  Ahscissenaxe  des  Bilde« 
zusammenfalle;    wir  haben  dann: 

sin i|;  ^ D,     cos ^i^\\ 

cos3(|^6,    cos3(j=:a; 

und  der  Faktor  wird: 

,  Äj  *  s  i  n  ^a  +  »Cj*  cos  'a 

—  [x4*cos% .  a*  +  Xi'-'sin  *a,  Ä*  +  "2x1%  sin  u  cos  a  cos  (O  —  f] .  üh\ 

Et  behält  den  nämlichen  Werth: 

X|^sin%  +  x^^cos^a  —  iC* 

für  alle  jene  Punkte  des  Bildes,   welche  sich  in  der  Ellipse 

I)  JCg^cos*« .  a*  +  %j}  sin  % .  6*  +  2x|K2  sin  a  cos  acos(o— e) .  afri 

=  K^ 

projiciren,  Vergleichen  wir  jetzt  diese  Ellipse  nnt  der  Bahl 
welche  die  Aetbertheilchen  des  ungebeugt  aus  der  Platte  lieraii 
tretenden  elliptisch  polarisirten  Strahles  durchlau  Ten,  Aus  de 
Gleichungen 

f}  —  iti  sin  a ,  sin  j  (*?* -^t+  («ü  —  l}fi) , 

27t 

{^Kjcosa.sin  — (üf  — £  +  (f  — l)(i); 

weiche  die  Excursionen  des  ordinären  und  extraordinären  Strafe- 
ies nach  ihrem  Durchgang  durch  die  Platte  vorstellen^  erhält  man 
durch  Elimination  von  t  die  Gleichung  der  Babnetlipse  in  folgeii- 
der  Gestalt: 

II)  iCisin'*of.S*  +  X2*co8*Ä.?y*— 2«,%sinrtcosacos(0— «).|ij 

j     i:^  XiJt2*sin*ßcoe*ci£fiin*(o— e). 

Ein  Blick  auf  die  Gleichungen  1)  und  11)  reicht  hin,  uHf  rt' 
erkennen,  dass  die  Ellipsen,  welche  unser  Paktor  über  das  Ben* 
gangsblld  ausbreitet,  den  Bahnellipsen  des  direkt  durcb- 
gehenden  elliptisch  polarisirten  Strahles  ähnlich,  aber 
UDi  90*^   gegen    dieselben    gedreht   sind*      Obgleich    dieM 
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Satz  die  Aenderungen,  welche  der  Faktor  beim  ütckevii'erden  dei 
Platte  erHihrt,  aus  den  bekannten  AeTKlemngf^n  de«  jedesmal 
r«eultirenden  elliptiscEi  polarisiften  Strahls  abzuleiten  gestattet,  so 
dürfte  doch,  zur  Bequefnltchlceit  des  Lesera^  eine  nnmittelhare 
Unter^Euehung  derselben  hier  am  Platte  sein. 


§,  ö:  '  Wenn   KisUnuyx^cosa  oder  t»of>— ,  d.  h.  wenn  der 

ordinäre  Strahl  der  intensivere  ist,  so  bildet  die  grosse  Axe  der 
Ellipse  I.)  mit  der  optischen  Ax©  der  KrystalJpJatte  einen  Win- 
kel 9»  welcher  durch  die  Gleichung 


-  .   «  -       «        4/    (         (Ä|*sin'<i£ — «a'cos*«)*         1 


% 

^P  iHi%sin&cos&cos(0 — e) 

gegeben  ist;    das  AxeoverhMftniss  wird, 


/* 


f=* 


Xj^SfO^Ä 


.3        9        \f\         (X|*sin«ia  +  Vco»%)«         , 

rf»4'C0S®ö-*W       I  { 

.        ,        '  -'4xi%%in%cos*asin«(ö— e)  ^ 


2jf|  x^  sin  a  cos  «  sin  (o  —  t) 


gefunden,  wo  das  Vorzeichen  stets  so  gewählt  werden  muss,  dass 

-j  posiliv  wird.    Für  cos {0  —  c)==lj  d.  h,  wenn  «f — — —  ist,  oder 

wenn  der  Gansrnoterscbied  des  ordinären  und  extraordir^üren  Strah- 

les  eine  ganze    Anzahl   von    Wellenlängen    betragt,    wird    ^  =  Ö; 

die  Elltpsen  geben    demoach   in    gerade  Linien   über,    für  welche 
sich  unmittelbar  aus  I)  die  *Tleicbungt 


ft  =  —    -  cotg(¥.  a  + 


K 


,              nl            .       ,    in  i-  l        k       , , 
t\ht.     Lässt  man  jetzt  d  von an  durch  — 7 — -• ^  hin- 

9  **  CD  ^  B  *  flS  —^  c 

brch    bis    —a"- * wachsen,  fiihrt  man  also  cos(ö  — e)  von 

liüTch  0  hindurch  zu  —I  hinüber,  so  rhircbläuft  tg^?  die  Werthe 
—  —  cotgo  durch  0  hindurch  bi8  +— cotga,  wahrend  das 
Axeilverhäftniss,  anfangs  Null,  bei  cos(ö  — e)=0  seinen  griissteu 
Werth  —  cotga  errercht,    nm  von  da  bei  cos(o  — e)  =  —  1   wieder 

zur  Null  herabzusinken.    Im  nächsten  In  teivalj,  von  d=^'  ^     •^- 
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bL<t  d- 


(«  +  I)A 


..,'.    ..t.f-^ 


durchlauf!   die  groWe  l^llipsenaxe  die  nämlic' 


Q.  fi.  t  Die  Richtung  rlfr 
g[;f)äSjeri  A^^  ^^^  Ellip^i^isy^teit]«  ist  unter  atkn  Ricbturig«o, 
welche  im  MHtelptinkte  rlei$  Bildes  «ich  kreuzen,  diejenige i  welche 
durch  unseru  Paktor  das  iTieiJ^le  Licht  eiiipfaiigt;  in  die  Richtung 
der  kleinen  Axe  dagegen  fällt  die  geringste  Erleuchtung.  Wir 
kiinnen  daher  jene  die  ,,Axe  der  grüssten  Erleuchtung",  diese 
die  ^/Axe  der  kteinsten  Krieuehtung**  nenueu,  und  die  obigen 
Rfestdtate  wie  fuli^t  ausdtüeken  i^  Wenn  maH  die  Dicke  der  Kry- 
«taliplatte  ändert,  ßo  schwankt  die  Axe  der  grfissten  Erleuchtung 
zu  beiden  Seiten  der  optischen  Axe  zwischen  zwei  nusisersten 
Lagen  hin  und  her;  die  Tangente,  des  W'tnkels,  welchen  diei*e 
äuä^sefsteri  Lagen  mit   der  optischen   Axe   einschlies^en,    ist  dem 

Werthe  —  cotga  gleich;    derstelbe  Werth  gibt,  fiir  die  Mittellage, 

das  Axenverhältniss  des 'Systems  ähnlicher  Ellipsen  an,  deren 
Punkte  durch  den  Faktor  gleiche  Erleuchtung  erhalten.  Je  mehr 
Äich  die  Axe  der  grünsten  Erlenchtung  vm\  ihrer  Mittellage  ent- 
fernt, desto  ianggedehnfer  werden  die  Ellipsen ,  um  in  der  Gren2« 
\ik^^  endlich  in  gerade  Linien  liberzugehen ,  welche  dieser  Lage 
parallel  sind. 

Da  Lage  und  Axenverhältnii»s  der  Ellipi^ensys^teme  darcb  df 
Werth  von  cns(o  — f)  hedingt  i^ind,  und  dieser  Cosinus  von  der 
Wellenlänge  abhängt,  so  ist  klar,  dass  fiir  die  nämliche  Platte 
etner  jeden  Farbe  ein  Ellipsensystem  von  anderer  Gestalt 
Lage  entspricht. 

Es  ist  im  Vorhergehenden  angenommen  worden,   dass  lg« >  — 

sei;    man  erkennt  aber   leicht  aus  den   gegebenen    Formelti,  da$5 

man  für  tgcf^^ —   Dasjenige,   was  in   Bezug  auf  die  optische  Axe 

gesagt  wurde,  jetzt  in  Bezug  auf  die  zur  optischen  Axe  Senk- 
rechte wiederholen  nrM*äste, 


M 


^l^f  däneeen  tsß=^»    d.  h.    sind    die   Oscillatiotien    des    elft^ 
Sil 

fallenden  Lichtes  so  zur  optischen  Axe  geneigt,  dass  der  or«K' 
näre  und  der  extraordinäre  Strahl  gleiche  Intensitäten  erlangeOr 
so  hört  das  Hii*-  und  Hersch wanken  der  Axe  iler  griissten  Er- 
leuchtung auft  und  es  entsprechen  ihr  nur  noch  zwei  zu  eif^ander 
senkrechte  unveränderliche  Lagen,  welche  um  45**  heiderserU 
gegen  die  optische  Axe  geneigt  sind.     Man  tindet  nämlich  alsdann 


Litmmei:    Vefftr  iffe  ßenfftinff  des  poittrinirten  lichtes,       2T9 


tgqp=  +  1    "^*i 


^=tRi(6-f). 


1^^ 


lange    demnach   cos(o  — e)    positiv    ist,    zwischen    d^  — -^ — 

4w  +  ]        JL 

und   d^ — 1 — 7    bildet  die  Axc  der  grössten  Erleuchtuns 

4        ^  —  f  ^  ® 

mit  der  optischen  Axe   des  KrystalU   den  Winkel   — 45^;    dabei 

wächst  das  Äienverhältniss  ^<Je|  JilBpserisy8tenie  von    seinem  an- 

finglichen  Niillvverthe  bis  1;  wahrend  also  hei  jenem  ersten  Werthe 

von   d    die.  von    rt^m   ,^aktor   gleichstark    jnodiücirten    Funkte  in 

gerade  Linien  gereiht  sind,    welche  mit  der  optischen  Axe  einen 

VViokel  von  — 45*^  einschliessen,    bilden  bei  dem  zweiten  Werthe 

von  d  die  irleicbsfark  nioHificirten  Punkte  concentrische  Kreise  um 

die  Mitte  des  Bildest    fu?  alle  zvvlachenliegenden  Werthe  von  d 

aber  sind   sie    in   Ellipsen    gestellt,    deren   xAxenverhältnifiäse   alle 

Werthe  von  0  bis  1  durchlaufen:   wenn  ietzt,  von  d==^ — j^  * 

,  , . ,  ,     ■ ',  ''    •      ■  ■      ■ .  I  4        m  —  f 

2«  + 1       Jl 
bis  rf^^^ — '     ^^   ,  cos(ö  — e)   negativ  wird,    so  f^illt  die  Axe 

dergn\<«^ten  [vrteuchturigiti  4iß  Richtiing  4^4^^;  gleichzeitig  niinmt 
das  Axei^verhäkniss  von  l  bis  0  ab,  ; die  Linien  gleicher  Schwä- 
chung, anfangs  eoneentrisehe  Kreise,  gehen  durch  alle  niöglichen 
I^Mipsen  hindiirt*h'5ralet5it  In  gerade' Lintph  ftivef/  Welche  nnter 
+  45**  zur  iiptfscb^n  Axe  £^i*neigt  sind.  —  BestMt'dns  umfallende 
Ltcht  aus  verschiedenfarbl*.'e'n  Strahlfen,  so  Trehalfen  die  Ellipsen- 
Systeme  zwar  tiir  alle  Fat-b^h  die  nKmlirhf'  Lage»  einer  jeden 
arife  entspricht  ater  ^in  ^nder^ij  Axenverbültniss, -, 

'Zum  Scbltisise'  mache  ich  hoch  darauP  aufinerlcsam,  dass  es 
voHkonimön  gleichgifltig  i^t,'  ol*  (las  el/ijitisch  p<jlöri«üirte  Li^ht, 
-WTelehes  man  der  Bengn n g  u ntei" wirft,  'd u rcb  eine  doppeltbi'echende 
^Ktystaüplatte  oder  anf  irgend  eine  andere  Art' entstantfen  sei: 
'Wmef  wird' der  Faktor,  mit  vvelch<*m  d^r  Atisdrnck' J^  ^i^  ||,;^»d^ 
^feireW  Ist,  ein  Syst(im  von  Ellipsen  vofst^llen,  welche  die  Ge- 
*WftH  der  Bahnen  <ler  Aethertheilchen  rm  einfallenden  Lieht  ge- 
treulicli  nacbabmen,  aber  um  einen  rechten  Winkel  gegen  dieselben 
gedreht  sind. 


!}l»(ltl1t)  nin 


2^ 


GJ^i 


{Hi%  iUer  am  sphärin^hen  E;ficeMS. 


iV 
w 


XVIll. 

Notiz    ober   ifen   spharischeii   Excess. 


nefn    Herausgeber. 


Vorerinnernni*    des    Heraiisirebers. 

Der  nachstehende  Äwf^tatz  ist  mir  aus  sehr  %veiter  Ferne  von 
einem  von  mir  hoehgeachteten  Verfas^ei^  luge^BXiAi  iVorden.  In 
dem  den  Aufsatz  begleitenden  Briefe  ^agt  der  Herr  Verfasser: 

^      „Finden  8le  in  dieser  Notiz  nirkÜch   etwas  Interessanti;^  und 
der  Veröffentlichung  Werth es,   80  wird  es  zu  meiner  Ehre  gerek 
ctieiiy,  wenn   Sie  dieselbe   li^   tri^end    einem   der    nächsten    Befti 
Ihres  gegehäizten  Ärehives  aulnehmeii/' 

Uiemit  war  es  ttiir  also  frei  gestellt,  den  Aufsatz  aufzunehrael 
oder  zurijckzn legen,  leb  wiirde  den  Aullsat^  nicht  aufgenom 
men  haben,  ^veil  die  Darstellung  nach  meiner  Meinung  in  einen 
selir  wesentlichen  Punkte  mangelhaft  i^t,  welche  ohne  ErgänxuDg 
ihn  ^ur  Aufnahme  ungeeignet  macht,  worüber  ich  nachher  du» 
Weitere  bemerken  werde.  Auf^der  anderen  Seite  aber  tinde  icl 
in  dem  Aufsätze  manch  es  Interessante  urjd  der  Veröffenttichtm^  , 
Werthe,,  wohin  ich  namentlich  die^  so  viel  ich  weiss,  bisher  oocli 

nicht  angewandte  ZerlegUTig  vori  .siii  ^^  in'zwei  Fäetören,   welche» 

nach  meiner  Meinung  in  diesem  Aufsätze  der  Hauptpunkt  ist, 
wodurch  die  Darstellung  vorzugsweise  vereiulacht  wird,  rechne« 
Aui$  diesem  Grunde  lasse  ich  den  Aufsatz  im  Folgenden 
abdrucken,  iiher  ohne  den  fiejTu  Verfai^si^er  zu  nennen,  weil 
[ich  es  niir  nie  erlaubt  bähe  urid  auch  lernerhln  nicht  erlaubeo 
1  werde»  von  mir  aufsrenornnjene  Aufsätze  genannter  Verfasser  mit 
einer  Kritik  von  meiner  8eite  zu  begleiten.  Sollte  aber  tn  die* 
^r   Herr  Verfasser   die  Nennung  seines  Namens   wüti^ 
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oder  iibprhauf>t  nicht  mit  BMineii  Ansichten  über  seinen 
Aafisatz  äieh  einverstai^den  erklären  köpnen,  so  bitte  ich  densel- 
ben nur,  mir  davon  gütigst  sr>  bald  als  mriglich  Anzeige  äu  machen, 
Qiid  soll  tiann  utigesSnn»!  die  errorderliche  N^tlz  in  dem  Archive 
folgei».  In  einer  Nachschrift  werde  ich  zeigen ^  nie  ich  iniT  die 
Darstellung  zu  ergänzen  erlanben  wiirde .  wodurch  aber  dem 
Grundgedanken,  der  dem  fierrn  Verfasser  ganz  altein  gehurt,  sein 
Werth  in  keiner  Weise  geschmälert  nxrden  soll.  Ob  übrigens 
ein  äbnliches  Verfahren  nicht  vielleicht  schon  froher  angewandt 
worden  ist,  worauf  es  aber  zunächst  nicht  besonders  ankommt, 
da  der  Gegenstand  gewinn  an  sich  für  viele  Leser  lehrreich,  in- 
teressant und  nen  ist^  kann  ich^  wie  schon  ermnett^  mit  völliger 
Bestimmtheit  nicht  sagen.    Ich  lasse  nun  den  Aufsatz  selbst  folgen. 


b 


1  MILMI'/ 


Notiz  über  den  sphärii^eheii  Excess* 


wn 


Es  giebt  bekanntlich  mehrere  Ausdrücke  für  deh  sphärischen 
ess  Ef  von  weichender 'Umilie rasche  der  eleganteste  ist, 
lieh; 

,  r^ir*       «+6f^^       6  +  c— fl         (i  +  c-A.       fl+Ä— c 
tangi£:^  Y  taug— ^  -   tang    — j — tang---^— tang— y— ^ 

Zu  dieser  Formel  (iihren  verschiedefie  Wege  j  einer  der  einfach- 
fiter>  und  am  Leichtesten  im  Gedlicbtni.'is  zu  behaltenden  «scheint 
Qiir  folgender  zu  sein.  ,  / 

Bezeichnen  a,  6,  c  die  Seiten,  Ä,  B4  €  die  Winkel  eines 
sphärischen  Dreiecks,  bedeutet  ferner  2p  die  Summe  der  drei 
Seiten,  2f  die  der  drei  Winkel,  so  gelten  die  bekannten  sphä- 
risch-trigonometrischen Formeln:  A 


0 


r'l=V  - 


sin£fsinC 


sin; 


;=V: 


C08PC0S(P— g) 

sin  ^ sin  C   „^'^ 


Slll 


cosPcoslP— C) 


sin  J sing 


E#  folgt  darau.s  durch  Multiplicatiun  \ 


sii>,T=^  — 


COsPr  V^^CD<|PcQsfi?-J)C0S(P— gjC08(P^C) 


sin  C 


sin  A%\%\B 


sine 


eosP 
'^~'sinC* 


as2 


Gru^nerft    WtPii^  üiter  den  ^phärisvfien  B^eea, 


fO^mMer.  spbäfmtihB  Bxces«  Wl  aber  , . 

jpffirnu»  /p==^W^  +  Yu^dqoBPy=^^\n^sB<i  das» 

».mji.t.ll',    .M>     .11..,    ..(,i„|:^        4l._^sj„c 

f  <>ai  I  ^> '  f_u  M  (^"^  5^  ^'"  2  2  V  ump  ein  (p-ri-  e)^atii  (|i^— 6)  8irt(|i^  c)     . 


co«:i 


also    endlich: 


m 


2  ci       «       o       c 


P^r  Ausdruck  rechts  kann  m  zwei  Faktoren   zerlegt  werdeHfj 
so  das? : 

(3) 


«iti%ffl'><     (»M.U'i 


«"2 


,  ö  .  p — o  .   p—6  .   p  —  er 
aiii^sin     ,1     sin     ..     sin 


2 


a  ,      6        c 


p        p^a        p^b       p^c 

CDS  ^  cos     .  hi  ^  cos  *^'—  C08      u     ■ 


von  welcfcen  der  eine  ^siri  .    und  der  andere  =cos  j'sein' 

wenn   es  nachgewiesen  werden  kann,  das«  die  Summe  ihrer  Qua- 
drate =  1  ist,  d,  i,      *^  . 


'     -'  '  -  cos*— TT—  cos*--c^ 


d         ö         c 
^  COe^f  COSg  COSci' 
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ferdeo  die  Protfukte  der  Sinusse  und  Cosinusse  dut-ch  Soranien 

ietzt,   so  er<?iebt  sich: 


i-ij 


Icos  ^  —  roa  (;?  —  2)  J  [cos  —^ cos  (p ^)] 

,0,         .        a  b^c  ^        .       b  +  c.^      .       a       b       c 

lcos^  +  co8(/>— ij)J[cf>ß  — ^+co«(ji — -^— )J  =  4cos^^coei^coSrt' 

nach  Austuhruiig  der  Rechnun^^en :        f  j^rf-n./ 

Krden  hierin  wieder  die  Produkte'  dürcti  Siirrim'^n  äusgedtä'ckt, 
gelangt  man  zu  der  eleganteu  Formelt  '   -*'''-'*  "^^^  **' ' 


;inifj.r»tT*i;i 


(r>) 


0      a 


a  +  ö^-c            //  +  (^— »ff           a  +  c  — 6            n^b  —  c 
CO»- — ^ p  C08       -^ +  cüa ^       ^  cus         ^j 

■•ir,  <    *■«♦.  , 

.ab         c 
^  4  cos  ^  cos  5*  cos  ;j  f 

liebe ^    wie   man    «sich    letcht   überzeugen   kann,    eine    Identität 
erstellt. 

Man   gelangt   noch   zu   einer  Identität,   wenn    man  m  der  vor- 
eten  Clleichiiriir  für  p   deinen  WerCh  schreibt»  fd^dann  wird; 

b  —  €  Ä  +  c  h 

cos  — n — ^  «^ö^  ~5^  ^^  ^  cos^  cosi 

Es  folgt  nun  darauf,  das««  die  Faktoren,  fo   welche  der  Aus«' 
öck  fftr  siii^   aeHegt  wurde >  wirklich  den  Sinus  nnd  Cosiniii?  Ton 


fdArstelten,    dass  also: 


..!•..  \\ 


m 


11 1«  wi 


COS-j  = 


*T<r 


ßfo^^in— jp-  sin— j- sin  ^^ 


i         2         6 


iitl'MN 


»1-     ■'Pftt^«.->r*P-T»A       i»P^C- 

cos'^^cos — 5— cos-rt— cos^— 
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worao»  folgt: 


tang  ^-y  tang;^  tang^-^  tang^^  tang^^  i 
vvelclies  die  LhuiSier'sche  Formei  Ut. 


Nachschrift    des   Heransgebers. 

Wie  ich  jächoti  erwAhnt  babe^    ist  der  Hauptpunkt,    aut  det 

es  in  der  obigen  Darstellung   vorzugsweise  ankontmt,    und  durcfc 

[fi'elchen  die  Einfachheit  de«  Beweis efi  hau ptj§äch lieh  bedingt  winl 

*die  Zerlegung  von : 


,    E        Vsinpsin(p  —  a)Rin(p  —  ^)sin(p  — c) 
sin^  ^ — 1 ^ — ^ — ^ 

l  cos  ^  cos  ^C08^ 


in  zwei  Factoren,   wodurch  sich  der  Aufdruck: 

.    E 


mi\* 


filn  ^  =  '^  ^ 


V 


/ " 

.  p 

p-a 

p 

-h   . 

p 



c 

/    ""'■i'""    2 

Slll  '- 

2    ^*" 

¥ 

J 

a 

& 

c 

r 

cos  a cos 

2 

COSj 

p 

p 

—  a 

p 

— 

Ä    p 

— 

c 

ct>S2 

cos'-- 

-^  cos 

— 

¥ 

-  co^^ 

12 

cos  ^  cos  ,^  cos  ^ 


ergiebt*     Auch  i^t  es  gaiiis  richtig,  wena  der  Herr  Verfasser  sag 

E 
»,,der  eine  dieser  beiden    l^'actoren  wird  ^  sin  ^  und  der  ande 

=  co8-r   sein,    vifirin    es    nachgewiesen   werden   |cann»    dass 

Summe   ihrer    Quadrnle    :^  l    i**t.**      Letzteres    beweist   der   He 
Verfasser  auch  ganz  richtig.    Wenn  nun  aber  am  Ende,  nachden 
dies   bewiesen,    ohne  Weiteres  der   erste  ddr  beiden   Facton 

=  sin-2,    der   zweit«  =:cos-j    gesetzt   wird;    so   ist   dazu  nach 

meiner   Meinung    in   der   That   gar   kein    unmittelbarer   Grund,  —  |^ 
wenigstens  nach    der   Darstellung  des   Herrn    Verfassers,  —  vor- 
banden, indem  n»an  eben  so  gut  den  e rieten  der  beiden  Factoren 

E  .  .    E 

;=cosx,  den  zweiten  =«1117    ^^i**®  setzen  können*     In  diesem 


Grüner t:    No((%  Mer  den  spMrUcheti  Exceu, 

kte  ist  also  nach  meiEier  Meinung  die  Darstellung  inangelhafl^. 

darin  liegt  der  fxruTidj  welcher  mich  bestimmt  haben  würde, 
eri  Aufsatz  nieht  aufzunehmen,  nenn  mir  derselbe  nicht  auf 
er  anderen  Seite  doch  manches  htteres^^ante  und  der  Mittheilün^ 
Verthe  zu  enthalten  geschienen  hätte.  Ich  wiil  nun  zeigen,  wie 
ach  meiner  Meinung  die  Darstellung  vervollständigt  und  vielleicht 
10  und  wieder  noch  etwas  eleganter  gemacht  werden  kann,  auf 
welches  Letztere  ich  aber  keinen  besonderen  Werth  lege,  indem 
beo  80  gut  die  Methode  des  Herrn  Verfassers  hatte  beibehält 
Bii   werden  kcinneii. 

Weil  £=^  +  jB  +  C-180'>,  also  iE  =  i{il  + ^+C}  — 90^ 
}%^   so  ist.' 

cosi£^sini(il  +  Ä  +  C),     5ini£  =  --cü8l(.4  +  fi+C)i 

nd  folglich;  !  -»^j  J 

cos  4£  =  %m\{Ä  +  B)cosiC  +  co8|(J  +  B)  ein  JC,  ' 

sin  iE  =^  8ini(.4  +  ^)sin4C— cos  J(J  +  Ä)cosiC; 

den  Gauss'schen  Gleichungen  ist  aber: 

sin  i(^  -f  ß)  cos \c  ^  cos  i(a  —  &)  cos  iC 

eosi(/l  +  ^jcosic^cos4(fi  +  6)siniC;/ 


cos  4(fl  —  6)  cos  i  C*  +  cos  i(fir  +  h)  sin  \€^ 
cos  iE  "^  — 


sin  iE  ^ 


|cosi(a— Ä)  — cosi(a  +  ^)j  siniC'cosiC. 


eosic 
liebi   wie  man  sogleich  übersieht:  ifTtil'wihl 

-,      c 08  ia  cos  \b-^  s m  ia  g in  46  e os  C 

coi9iE=: — — • — — ^     - — -—■• — —  > 

cos  Je 

,    ,^       siniosiniftsin  C 

sin  iE  = -r- J 

*  cosi€ 

ber  bekann tticb,  wenn  wie  gewöhnlich  Ä  =  i(«+6-|^c)  gesetzt  wird,*J|f^, 

-,     cosc — eosacos^        .    ^     2V^sin«8in(i— «)sin(f--Ä)sin(j— c) 
tmC^ — r^r— rr-i^-»    8inC== 


t 


— ^- 7 — j — —  9      »III  i^'^= r^ 1 — ^— 

sin  a  Sind  smasino 


*)  Der  Herr  Verfasser  auhreibi  p  ilaU  s^  wetchea   Letztere   mir  g«- 


226 


Grüner t:    ^otH  nöer  äen  BpMriichen  Sweesi, 


aiiiOi' veno' man  2?tigtei^h     •  ii<«fMri*»</  lUit^na  tl^ftii 
^ij/^i  sinfigin6~4$iriiasini^coaiaco6i6 

cosf  j&  =;  "rjr A  —  1 tr — \ 


Im 


♦I  IUI    l-rl»!tH 


Wiiifi^ 


^  y  shj ^BJn  (f  ^  ff)  sin  (jf—  i^)  eilt  (5-^ <?)  j 


.1    .    , 


^  cos  i<t  cosi^^  GO^^I? 


folglich,   weil  bekanntlich 

4cosiö*cosii*  —  {1  +  coef?)  {J  +  cosA) 

iöti  ,       , 

■   ^   '  *\  I  ?■, '^  V.    ,  M    ^   • 

!,_      1  +  cosa  +  cosÄ»  +  cosü 
cos  iti  = 5 ^1 — "77 , 1 
4  cos  iif  co^  lo  coa  Ic 
^  *   \  »^       V  Kiri5i*rn(5^ö)Ntn(i-     b)shi(s—€) 
sir  i4!^  =:  — ^ ^^ n ', ♦ 
^'-  ,          t               2co.<^«icosiüC08  4c 

Nun  setze  man  rier  Kiir^e  wegen: 

«_  4  y  cos  if  COÄ  J(s  —  ffl)  nos  4(f  —  fj)  cos  J(i  *—  c) 
~T  CCls|rtCOsiÄ€Ö'gfic        ^    ' 

I      _  dTt^in  jjf  sio  KiP  —  fl)  jgtin  |(g  —  6)  ein  K#  —  c)  ^ 
*7^  ▼    ,  .  .     cos  4«  cos  JA  cos  ic  -    ,  , 

60  18t  nach  der  zweiten  det  Gleichungen  1)  offenbar: 

3) sini£^2«!J. 

Leicht  f?rhält  man  aber  aus  2)  oach  sehr  bekannten  ^omoroe" 
frischen  Forniein  :  i   ^ 

4  (tt*  Jr  t>*)  cW4«iiok|A  cofi|c 

z^     \ cos ia  +  cos {s  —  4fl)  1  {cos i(ö  —  c)i^  cos  [$  —  i(6  +  c)] j 
+ 1  cos  Jo  —  cos  { j  —  Ja)  n  CO»  W* —€)—  cos  [* — i(h  +  c)]  j , 

^  4(ti*4  t'^)cos^öco8{6cosJf 

^     |cos|a  +  cos|(ö  4  c)l  i  cos4(ö  —  c)  i^  toBia\ 
+  j  cos  la  —  cog  i(6  +  c)  n  cos  1(6  —  c)  —  r.^os  ^  \ ; 
also,    wenn  man  die  MnlrlpJicafroTien  aiisftibrt :  li 


S'f^Mnet^i:    NßiS%  tWer  den  spkäriichen  Exeets^ 
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*  +  p*)  cos  in  cosi^cöfe |«=s  coHiÄ*<  öoä4(6  —  c)  +  cos  i<ft +  c)  I, 
2{«*^;— !J*)cosiiicos^Öcosic^  Cosiö*  +  cosJ(Ä  —  <r)  COS^^  1^  <^)  Jin»i 

1I90  nacb  sehr  bekannten  Formeln;   '   ' 

B^     yil*4t7*)CO8lrtC0siÄC0.'5j€  =  C0sJöC08  4^CO»Jc,       '  '**"*' 

I r^«    ti r4  (1^ --* ü*)  CO S ^ß  C OS  46  C O«  ic  :=  l  4  «OS  fl  -f  C OS  Ä  +  CittiS  O^f  f  f. 

irtd  folglich  nach  1): 
■|. II« +ü* 


1        a       o       '  +  *^08  ff  4  COS  6  -|-  cbsc 

4cos4oco8i6co^| 


M«<  t*P   IllWkW 


1,     M*  —  5*:=^cosi£. 

Durch    Addition   und  8iibtraction   dieser    beiden   (rleichnngen 
rfcält  man: 

W  2ti^  =  1  +  cos  i£  —  2  cos  {£*, 

I  2t^  ^  I  --  cos  i£  =  2  sin  i£« ; 

nd  folglich,   weil  cos^E  utfd  i$itx|£  offenbar  beide  positiv  sind: 

5) M  =  cosi£,     r  =  sinJE; 

;Ucb  nach  2): 


nri 


w^  — i;o$|£*,    !??==  Bin^li'*; 


I 


co$Jsc06i(j — g)  coa  i{s — 6J  cos  j{t —  c) 


6) 


ct^s^acQs^bcoisic 


iBiE  =  y 

r    .    t  r-       4/  8in|smni(r — a)8ini(*  —  6)sini(s^c) 

\  sin  Ji.  ^  w — — jT i ^ 

*            1  cns^cosiocn^fc 


mS  durch  DivTsion : 
7)    UngiE=  V^tangijtan^i(f-"fl)tansi(f— fi)tangiC4y^,<^i^,jj   ^^^ 

etches  dteau  beweiaende,  v.on  Lbu'  f  l^r  *)  g^fundeneiFormel  ist. 

Et*va  aof  diege  Weise  rnnss  der  Beweis  verV|Ollständigt  werden. 

Das«  co»iE  und  sin^£  beide  positiv  sind,  wie  oben  behaup- 
^t  wurde,  et" h eilet  leicbt.  Denn  es  ist  bekanntlich  kein  Winkel 
1^  sphäri/sehen  Dreiecks  grifsser  dl^  180*^.  also: 


•)  Auf  den  Titeln  rter  ^erÄiJiiecltmfri  Wrrlii»  dipse«  rri-fTlirlien  Mn- 
IvniBtiker«  ist  der  Name  thcMl«  L  li  n  i  li  er  (.Vl^t^hrn).  tbc^ils  L  '  H  ii  i - 
l«r  (Ei|>oii»tici  EleniRntnris)  gcüchricbt-a,/ 


im 


a runertr-  1Sir%6Ht  Bnffernitng  %9$€ier  ^rmalen 


und  folgHcli 

^  +  B+  C  — ISQo  <  360*^, 

ateo  t^<^W!P^  i£^90^,  woraus  das  Behauptete  uniuittelbar  folgt 

Mfige  der  Herr  Verfasser  aim  vorstehenden  Beitierk«iiigen  die 
von  mir  seinem  Aufsatz^e  gewidmete  Aufnierkflamkeit  erkennen. 
Sein  Name  soll^  wvb  schon  erinnert,  so^^leich  genannt  werden, 
wenn  er  mir  meinen  Wunsch ,  da&s  dien  geschehe^  ssu  erkennen  giebt 


Mtjgnu«ii*H' 


Mrvi;it<niK    Jmih    »uuif'iii, 


Kürzeste  Kntfernung  zweier  Nornnäleii  eines  Ellipsoid 
von  eifiander.  '^' 


Von 

dem    Herausgeber 


Wenn  xwei  gerade  Linien  Im  Räume  durch  die  Gleichungen! 

cos  00       cos/?Q       coey^'      cosß|        co^ßy       co^^. 

charakterisirt  sind,  deren  kürzeste  Entfernung  von  einander  dtfrch 
£qi  bezeichnet,  und  * ;.' 'c* 

Cos  W^i  ^  cos of(j cos«!  +  cos  ßQüiQs ßi  +  cos ^0 cos  Yi 

gesetit  wird;   so  ist*} 

*   (%^  ai )  (cos  ß^  cos  yi  —  cos  y^  cos  ßi) 


\    +  (^o ^ Äi)  (co?^ yo  cos  ffi  —  cij»  «0  cos  yi )  l 

„     (    +  (cq  —  C]  )  (cos  K0  cos  ^j  —  cos  Po  cos  %)  1 

^'-*~^  sin  »f  „, 


'>  M.  #.  ThI.   XWV.  S,  5.  Nr.   14). 


eines  /^iiipsoids  i?an  einmider. 
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tin  man  in  dieser  Form  ei  daa  obere  ad  er  untere  Zeichen  nimint^ 
Ifiaachdera  die  Grosse  auf  der  rechten  Seite  des  Gleichheitszei- 
chen« positiv^  oder  negativ  ist. 

Sind   f»u«   {^uJo%)   u'i^   {^1^1  n)    ^wei    beliebige  Punkte    des 
Itirch  die  Gleichung 

harakteri^irten  EJlipsotds^  so  i^iiid  bekanntlieh: 


I 


ar-^To      y— ffo  _  g-^gp       w~Xi      y—fi\  _  ^^tx 


|b  Gleichungen  der  diesen  Punkten  entsprechenden  Normalen  d^s 
Üllipsoids;  und  wir  können  also,  wenn  Gq,  ^r'i  gewisse  Facto- 
m  bezeichnen j   für  diese  beiden  Normalen  respectivei 


I 


coi^«o  =  Go  ~^^     cos  ft>  =,  Go  p » 


cos«i  =  G^i  ^^  1     cosft  =  G,  p ,     cosyi  =Gi  ^ 


Ptitzeii.     Also  ist  immer  in  den  ublgi^ti  Bezeichnungen: 

cos  W^i  ^  GoGi  ^^-^^    +  -p-  +  -^  J  » 

folglich : 


^B 


COS  j^o  C08  yi  —  cos  yg  cos  j3,  ~  Gy  G| '- — Wri     '  » 
COS  y<>cos  «1  —  eos  ttgcos  yi  ^  G^Gi  -^^^^-f-j —  » 


D  wir  uns,   was  offenbar  verstattet  ist,  den  Winkel    W^i  awi- 

Ien  0  Hpd  180^  angenommen  denken ,  und  : 
[ .,„..„. 


cos  Oq  cos  (Sj  —  cos  ft,  cos  ß|  =i  Go  G,    ^  '^^j^g^  ' » 
nach  dem  Obinen ; 


aH^ 


\%v\  xxxvni» 


V",  -  c„»G.^(^;?^  f  Ml  +  !§iy 


\h 
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Grüner t:    Mür%esle  EnifemHHff  %W(tier  Narmafen 


J3iitii:iist  Jiber  ßaüfa  dem  Obigen  off^ftbar: 

also,  wenn  niao  diese  Ausdrücke  in  die  vorstehende  Formel  eiDführt: 


v//o*i— Mli^  ^'^o^U^o^ii/  v^uJfrJfoS 


£01  =± 


(-.-^a^^'^^li^ +(1/0-5^^ 


«''6* 


iAl(S)-<B)W!l(3)Xli)"*&, 

oder  nacb  einem  bekaiinten  arithmetischen  Satze : 


•)1 


Datürlich  immer  tJas  nbere  oder  untere  Zeichen  £;enommen,  Jena 

dem   die   Grösse  atjf  der  rechten   Seite    des   (TJerehheitszeiche' 

positiv   oder  negativ   ist.  Man   kann   diese   Formel   auch   auf  Ibl' 
gende  Art  t^^chi^ei&en  :  ' 


E, 


i    a«  (aro  —  ^1 )  (^iyZi  -  SqJ^i  )  +  Ä* ( ^n  —.¥1 )  (^0^1  —  ^ 


— ^0«l) 


Weil,    wie  sogleich  in  die  Augen  fällt  : 

=  0 
ist^    $0  kam  man  o9er>har  setzen: 


oder  der  Kürze  we^en; 


£01  —  ±  l&» 


Z 


wo  die  ßedefttnng  v#o  ^  und  iV  sogfeich  von  ^Ibj^t  erhellen  irirl 


p 

P 

«/laes  Eiäpsoids  man  einunäer. 

■ 

ll^eil  nun 

1 

l 

^bj'l 

-  yo^i  fe  ^öX^i  —  3^d)  V  /ot^i 

— j%)i 

^ 

■ 

L 

iTo^i 

—  ^oyi  —  ?ya  (*i  —  io)  —  ^0  (^r 

-yo). 

■ 

■ 

J^äTl 

^ar^ii  =  %(^w.ar0)^:^ot*l 

-^) 

■ 

la  ist 

'^ 

■ 

Z 

'       0       \      a          c 

•?) 

1 

T 

Mtr^Ä».    . 

■ 

, 

1 

B^» 

■ 
■iv« 

T 

il«tf1l'l  ^tiinr.                  ^^1 

^_^ 

a«6*c« 

■  ^ 

■' 

^'•C-^-"^?-'4*'?)"- 

1 

1 

■l 

»»•1 

r 

?)■ 

.1 

^^^1 
^^1 

P  nenn 

d'iui«.  r 

M«J   lüälf                           ^^1 

1     Z'= 

V-t          ..                 V.        'S  /                               U 

1— 2o 

?) 

■ 

L 

>'- 

2  csi^'-'o/^y'-yo.^^.* 

■  y  "  .<   .v/    > '  '■■■.»"'■' 

—  afo 

»" 

•?) 

1 

1 

1 

1 

tt  wird 

?)■ 

1 

f 

^=lf,. 

■ 

««««.n.n>e(:'p-;-:i.'^),  -(•:-. 

'frn- 

^1 

r= 

=  (1 

^- 

?) 

t^^^^^l 

+  0 

-j5>. 

^0, . 

^^1 

^^ 

a 

^H 

1 

L 

15* 

1 
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\a/    \      a       '  c  c        a  / 


ao  ist  offenbar : 


a 


woraus  erlidlet,  fla^^  die  Grösse  r^Jn  Bezug  auf  die 
A«  c' ,     ^1  —  ^0      yt-jy»       h—JQ 

eine  Grösse  cfer  aweiten  Ordnung  ist,    v^lchei^  naclizu weise 
Hauptzweck  dieses  Aufsatzes  war. 

Man  kann  aucli 

^        a*'      b       \€    a         a     e/ 


und 


'^-=  G)"(f?-^-^)""' 

f  ■ -»=  ■    ■ .  . 


oder 


(  6«  /zo  :ri    *o  '•\'^0i""^,/'^o  yi'    y«  ^Y 


oder,  weil 


eines  EUfpsoids  ton  efnanäer. 


283 


b  '  aj    ^\b     c      <?     fr/       \ c  '  a       q  '  cj 
Für  das  Rotations- Ellipaoid  Ut  o  =  6  zu  setzen,   also: 


iTi      /'^o^i  ,  yogi  .ViV     ,,      «*v/«o  #1     W^Y" 


Setzt  man  id  diesem  Falle 

jf  =  fl  cm  L cog  B^    Iß  =  <i  911]  JL  co»B,     2  ;^  e  sin  B ; 


m,  ifll 


*,  5^  ^  sin  J5i  ^ ^m Bq  =  2dii 4(i?i  -  Ä«) nos i( ßi  +  B^) 


Sro^r  offen  har 


.  t 


??fi  4.  Ml  +  ^»  =:,  sin  B^mu  Bi  +  cos (L^  -  £^) cos  ß^^os^i ; 

r    . 

r  2  ( 1  -  ^)  si  n(Li  ^  £ö)  810  K^j  -Äo)  cosi(i?j + BQ)tmB^CQsBi 

=Sl—  l-r— j^—        -  •  ■■    ^   '--  -—  — — 

*   /  i  l  — [um B^^ain Bi^i:oB(Li—L(i)cos Biocos Bi\'^  \ 


Grünen :    Mür%t$t»  B$iif^e^nun§  zweier  Normalen 

P^kb  mdit)slcti\ejn  pphäriscli^s  I>fQieck  beschrieben >  tn^v 
chenV  die   Seiten  W*  ■"  ^o*    SiO^  — '  ^i    ^»oen    van   dem   absoluter}  ^ 
Werthe  von  JL| — ^Ly  gemes».seiiei*  Winkel    eipsehliesseo^   und  be- j 
zeichnet  ^i^  jdfitie'^eile/cKeseta  ^]^FlärWhien  preifdisi  durch 


SO  ist 


-f  cos(Xi  —  L^)  sin  (90^—  B,j)sin  (IM)^  -  ^i),      'I 

und/Totgli)^fa  tiAch  dVi;ii  'Obigen  : 
€^ 

r              2(1  — 72)«^i"(^i  -  ^o)  sm4(5.  — Bo)  eo84(Bi  +So)cosBoi 
^01  i " . 

V  einXoi*— (l ^^ifi(Ir|  -LJ^cosß^^cosBi* 

Für  da«:  allgemeine  dreiBzigeEllif^Wid    kann   man  bel^anntU 
lln /ä^nlit^er  ,Wei$^  \  * 

V  .  j'-'  -  '  ^^'  ^  ^'.  ]     i 

j:=:«cos£cos^,     ^==  ösinlTcbeB,     z  =  esinS 

setzen,   wo  dünn  freilich  die  Formeln  WeitläuGger  ausfallen !  wes- 
halb wir  der. Kürze  negiw*.  ui»«  4ivriitier  j^xt  vh\^i  woüef  verhii 
ten   wollen. 

Lei(ibt  kann  man  nun  auch  Ausdn'icke  für  die  Coordinaten 
Punkte,  der   kürzesten    fcinlfenmng   finden,    dievvir,    \\ie   io.  de 
Aufsatze  Tbl  XXXV.  Nr,  I.,    auf  den  wir  uns    hier   überhaupt  bej 
fliehen»   durch  x^y^  ^oi »  ^i  ""^  ^m^  ym>  *iü  bezeichnen  woll 

Zunächst  ßndet  man  Ictcht: 


,A  -j«'  (^}  -^i»o)  (V:os  o^*-*c*)S^Ä,'cnfi  IFtnJ 
+  ifh  -yo)  (c«s jÖo  —  co.s jS|  cns  IFoi) 


tJi^tltlliu 


hiMm/.  etM^A  EWpsaiäM  wan  ttinmiäer. 


fS& 


(0*0^—  Xi )  (cos  «j  ^ co*t cf0  cos  Wqi) 

+  (yö — ;yi )  (cfis  jS|  —  co^i^o  cos  lloj) 


2 


+  Uli  -^  5i )  ft:9fl  y,  —  cos  j^o  cos  FF<ii ) 


(^r^i  —  a'i) 


( 


i 


^, 


--G, 


'o' 


;2"o/^, 


V 


ofij..Mi^*«^i 


)] 


+  (^U-  2|)l    lä^^- 


D 


S-G.tl-(^ 


i  j.j'i'^  ^  f  ^'* 


*» 

\ 


)ni+&„=*( 


Die  (ileichun^eit  do^  fief^farnn^^^selien^)  des  Elüpgoids  in  den 
kten  (.r^j^,ji,J  unfl  (jc^yiii)  sind  re^pective 


r 

nd 

P 

■eich  III 


tichiien  wir  alsn  die  von  dem  IV]itte)|iqnkte  des  ElÜpsoids  oder 
em  Anfanffe  der  Coordirtaten  aoi'  die  in  Rede  steheiulen  Beruh- 
ingsebeuen  t^efallhn,  P-ej-penicHkcl  dioreli  /*,»  iitid  l\^  .so  i«it  nach 
pH  Ltjiaren   der  analvtJsD^jen  Geometrie :>' 


:  ^^mm'  ■  V(s)'+(!0"<:o"' 


I 


nach   dem   Obigen: 


lutiuil^i 


Bezeichnen  wir  ferner  die  auf  die  Berühruni^seberien  in  (Xf^t/^^z^) 
nd  (;i'iy/,  r, )  rcspettive  von  (^ijfi^i)  M^d  (ar^f/AJo)  gefäHten  Pßx- 
►endikel  diirrh  Q^^  w"fl  Qi  i  «o  ist  nach  den  Luhren  der  analy- 
Itcken  (jeonietrie: 


m<n^m' 
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und 


oder : 


jud 


(aTHi^)"^&)". 

Nun  ist  aber: 

Vfl'6       ha/     '^  \ö  '  c       c'  h/    ^  \c  '  a        a  *  cj . 

folglich   dtese  letztere  Grosse  positiv,    und  daher: 

also  offenbar  auch  die  Grösse 

positiv-     Totj^^Hoh  ist  nach  dem  Obigen: 


Qo  = 


V"(3)""<!-:)"<?J' 


und 


€4mA  EUifisofä^  mn  Hnmider,  2^J 

abn  offenbar : 

Lassen  wir,  was  offenbar  ver^itattet  ist,  (He  Winkel  Oq«  J3q,  y^ 

ind  ofi ,  j3^,  yi    tlc»n  ^von    den    Punkten    (a^i^i^oiy)    ui|d    (-a^i^i^i)   aus 

lacb   dem   üu^^s^ren  Haufiie  des  Ellipsoids  hin   ^eBi^iiden  Tbeileit 

ler  Normalen  ent&precben ,  «o  iBt,  nie  ich  in  TbL  XXXVI.  S.  83. 

i»-  5)  gezeigt  habe;  ^^      .. 

;\* 
£n  fi 


o  nach  dem  Ohtgeo:  , 

cos  tto  =  ''o ^  ^     «osiSo  ^  '^of  s  »      coö xo  =  ^a^  5 


Sd  bezeichnet  nun  w,^i    den   vim  den  in  Rede  stehenden  Theibn 
hf  beiden  Normalen  eingescbbssenen ,   J8(K'  nfcht  ilbersteigenden 

^Vlnkel ,  so  ist 

!l  cos tc^Qi  =  coH  «„  coü  of)  4  cos  jff(,  cos  ßi  -f-  cos  j'd  cos  y^  j 

80  nach   Verstehendem : 


^B  ^^ 

an 

Uteri:    i 

1 
mr^iUe  tlNifemtaig  zweier  Nonnalm      ^^i 

^^^1         folglich  i 

i  ■ 

'-"     1                       4      ' 

^ 

■ 

~   PoPf  ' 

1 

^^^^^m         Hiernach 

i»t  nun 

\       1 

nach  (lern   Obigen: 

■ 

(^1 

— a?o){cos«ü  — 

cosftco^IFoi) 

1 

+  (=! 

'-24*)(90«yo  — 

cosy^cos^^Qi) 

-fl 

^^^^H 

-<-« 

=  -G<,ft(^f 

p„-; 

^^^^H 

~G„ 

T^prt/'o  +  PiCos»«,) 

^^V 

^ '■(;:)■ 

+  (yo- 

+  (^0- 

—^i)  (cos  öl — cogotoCosH^oi) 

-  y^ ) (cos ßi  —  cosßo cos  IFoi ) 

—  Zi)  (cosyi  —  cos yo cos  Wot) 

;  ^ 

E  ^'^ 

-fc. 

^0^""'^')= 

-AQo^* 

cos  »Ol  \ 

-Gl 

.^,"' 

,   j-PflCOHtü,„). 

• 

^^^^Ffilgl^h  i^t  imch  nVXXXV.  8.  4|TSr:8J  in  der  (f(»r|:  gebrauchten 
^^^        BexetchiiutTg:                                       v                           V            ^ 

f^l  =- 

+   PlCOStpp,. 

1 

6'n,— - 

sintüoi^ 

d 

^H 

1  thivxxxv 

8.  i 'tili«  8,3 

,  Nr.  5)  iind  Nr. 

6)  bd  aber: 

^^            *1«M,^^^o 

+  eu 

1^3^^  "^ui 

.Voi -//«+  <^'üi 

l:q3  Po  ^     i^ji  ^  -j^ 

f  toicosy^, 

^^^            Ul^if 

^^V            ^10  =  ^1 

+  £r,oCOSO,, 

mQ=m -^  ^^ifi 

COSft.      1,0— M 

+  G\oco8y,; 

H              aldo : 

!        ,      i      1 

■                    ^ol~^^0  +  ^#l 

m  -  ^Vo  +  ^u 

"n  j^a»       *ül   ^^  * 

o+G.,6^.5 

^^^        und 

• 

«^10=^1  +G|o^\  ^/'Vlo  — l^l'+^io^'l^i '"^lo^^l  +   ^\oGi  -jf 

«l^lieh 'thaeli  dem  V  arii  er  gelten  den  s 


also: 


-  -^ — " — t—j ^ '     I 


*f>I  ,  I 


z.  c*  ' P.,I\  siti tt', .,'' 


.r„  o*  f*|  einte,,,* 

y„  6*    "      /*,  siiiw„i* 

''•'      '  "»  A      D    i  ri  'MBOfl   toia 


tndOil  ifffS 


^=1 


^1  ~ 


6^ 


sinio„i 


2i  c^  sin  Wo  1^ 

Man  wurde  aus  di eisen  nrerktvürdigen  Ausd rucken  noch  ver- 
schiedene anelere  Ausdrucke  <ibleiten  küunen,  ivobei  ich  jetxf  aber 
ncht  länger  verwpileii  \\i\\> 

ßeiläufi£;  will  ich    nur  noch  auf  den    folgenden  Satz   aufmerk- 
jnachen.     Es  seiet) 


24tt  Orfin e r t :  hHr%este Snifern*  zweier  N0fmaL  tin  EHipi^  p. einand. 

,  .1  ^  ,t  (^0^0%)'  (^lyi^)'  (^«^%) 
oder  A(i»  A^^  A^  drei  Punkte  eines  Elliiieoids^  durch  wi 
dasselbe  ßerühruugsebenen  <;alegt  j;ind.  Auf  diese  B€rübruii^s« 
ebenen  seien  von  dem  Mittelpunkte  des  Ellipeoidjä  die  Perpeodi- 
kei  P^ff  P| ,  p2  geMti  Ferner  i^eien  auf  4\e  BerObrungsebeie 
in  ^0  ¥on  i^i  und  J^  die  Perpendikel  Q^j  und  Q^^,  auf  die  Be- 
ruh mngs  ebene  in  Ax  yon  Ä^  und  A^  die  Perpendikel  Qi^  und 
Qi(j>  auf  die  ßerObruagaeben«  in  A^  von  Ä^  und  Ai  die  Perpen- 
dikel Q^  und  Q21  gefällt     Dann  m\  nach  dem  Obigen: 

^      V  a^    +    6*    ^  c^/^  Pi  -  P,   ' 


al^o  ist: 


ÖloQtEI  VOft 


woraus  »ich  die  henierkenswerthe  Relation 

ersieht.  '  —  I  s:^  *     * 

Eine  frühere  Untersuchung   von   mir   über    denselben  Gegen* 
»taiid  B.  m.  Tbl.  XXI.  8.  314. 


»lafi  l4M4  4I.11441  tu 


Meit^r-     Versi'Medene  nri/kmeüBcAe  SäHe, 


Ut 


\ 


[ÄH-^ 


'-  i 


Verschiedene  arilhmetiscbe  Salze* 
,    Herrn  Doctor  G.  F,  Meyer 

in    Hanna  v  er. 


I.  Heis«ien  a,  6,  c,,.,,  !  diejenigen  Theil«r  von  r,  für  welche 
2a-fl,  26+ 1, .«..  2/-|- 1  Pfinizahleti  werden,  so  drückt,  dem  von 
Staudt' sehen  Tb«oreiiie  zulblge,  die  rte  ßer  netiili^Rche  Zahl 
^Bt  gesetzt, 

eine  ganze  Zahl  aus^).    ^u"  ^^^  aber^  wenn  i^ir  der  Kürze  negeo 
I^L  -*'i^'"'^' — 1..-.IM  — r  +  1 

itbretb« 


r 


itbretben,  nach  der  bekannten  Moivre'schen  Formel 


^+1)3  Bn  -  *"+*»  Bn-i  +  ^"+*^  Bn^a  -  - . 


dithin  ^ 


l_    '  ffJ4nfi 


r^ifut 


♦)  Grelle 'i  Journul  Bd  21.  No.  18.  ^.  HTä  ff.  Fiir  flii-jenigc^fi  der 
«ehrten  Iie«er  diese«  AnJiifB.  welctUe  die  fip^tchichte  des  erwrlhntcn 
lehrsBtzea  kennen,  bemerke  irJi  nnch  ,  dnsa  ich  recht  gut  wet««.i  diias 
ich  Herr  Th,  ClaiiHrrii  cJenaeHieti  gefunden  hnt.  Ich  hübe  inde^ii  daa 
^heoreni  noch  Herrn  von  >Staii{tt  benannt.  iweiJ  dieser  -^  nnch  «erner 
ijpien  AiiMAfi^e  —  %?\\m\  tauge  i?or  Glttiisen  in  dem  ßeNitze  de»  8ii(xe« 
;ewe4en  iit. 


3ti  Meifer:     Verschiedene  arithmeUsche  S4i%0M 

+  (_ I).-.  ««+V[^£, +[1^.  — _L__^_ ...jj  +  (_])„.. 


I 


2ii— 1  r  1  ~i 

, .^  ,      '     L        la^i-ii  l  _|       ^    ,  ,  ^  _^,^     ^  ^  ^^ 

^  Vf  ie  leicht  fef  «ichrticti,  feedeiif en  hi«r  die  verKieht#defTeri  «>  /!,  ys jim  I 
die  Werthe  der  oliigen  n,  A,  c,  —  /  in  Bezu^  auf  n,  *i*^J.vi\l 
Da  uüti  in  der  vorstehenden  GISeichiiTjji  derTheil  links  vom  Gleicli- 
heitsz^itllevk  dine  |^an«e^  Kahl  unterstellt,  eo  tiiti^s  ii6thwendig  auch 


»17J>*J 


aii-x 


upd  ckb«i\k     ,  ,^  ^-j^?,  ^  .       - 

1  >  .  .   ..iL«       1       .        .        l 


^^      1^. 


«»-1 


nw^  einer  franzen  Zahl  identisch  sein. 


*)   Dhs«  stRlt   (l^r   iins^r^riifif»!!    Hiimmbil^f^icfÜrimtew  mirh    rite  pcräi* 
doti  tu  4«wciidiiiig!  Itonitiifiii   konntir.    or^iPlit    «ii  h    \vt>geif    dl:rr  BtibhttBf 


'>'4>ftr»#    )tt*i*    —   ^tl*-*!»»    i» 


«tifiirl. 


Heuer:    yencMeäene  arithmeiische  Sdize^ 


843 


ie  iofort  emleuebtct,  lässt  dieses  Ergebnigs  noch  dudurclf 
ich  verein  fach  eil,  dass  man  von  den  Zahlen  2cf-J^J,i  2ß^l4.,.^*j 
W|-t-lj  2jJi  +  l,*..,  U.S.W,    drejeniiyeii   ^jysscheidet,   nekhe  he- 

iehuiigstveise  Primfactorfn  vt*n  ^^«+'0,  ®"+*J^  u.  s,  f.  darstefte^. 

t   II.     Bedeutet  /^"(O)  den  2nten  bifferentiätqr/otlenteii  der  Fnfic* 
kin   jfä  —  ^^^j^,    fio  Ist  bekanntlich : 

B„  =  (^  1)^-1 /^«(O). 


p 


För  /^"(O)  aber  ergiebt  »ich  nach  dem  bekannten  Lapl^ceVschen 
Verfahren  *) ; 


'In 


ISti— 1        %ti—l        'In—l 


2m—] 


2«. -2)1-1 


Af  =jt,««-i-~(p-I) 


'<'.  ti;  ■!!■ 


.*>»-'4.— j-^       (p -2)^-1-,... 


%t,{ln  -\)  ,,..  {^^p  \:i) 


^5^],  5,  :5,..  i>w-l  gesetzt.  Da  also*  bierrtacli^^*!''^^^;^^^^^ 
mnze  Zahlen  ausdrücken,  »o  erbeilt  ti(>f ort,  dasu  auch    ,i.  i    .,  -rt 

^y  htm 

sine  ^anze  Eahl  bezeichnet**)»  Hierauf«  aber  ersieht  sich  mit 
lölle  des  Fermaf  scheu  Satzes  eine  n^iie  Folgerung,  Bedeutet 
iSmJieh  n  eine  unj^erade  Primzahl,  so  hat  ntan  :  ' 


mit 


58»-«  iL,  1^0  (tnodw) 


2211^2^. 


•)  La^riiix.    rniil^.  1\  111*  |k  107  wqtj    —  '  ti|>p1f^m.    y.n    Klägers 
hem.  W*ipLcri)iirlie  von   A— D.   Art.  B  frn  itilf  rP^che  ZhMl^W.        "**'«* 
•)  DiiAselbc  fiil^t  z.  B»  auch  aus  der  Kelalittn  j 


Ul 


ro  di«  ^  <fk  Secanten-Ctieffii^iunieii  «ini!« 


2U 


Mtucr:    Verschiedene  ttrithmemche  Sät'se, 


[st    demoacb     71  >  Z^     so    kann     nur     dadurch    die    Bedingung 

— ^^    - — ^^  einer    GanzzaKI   erfiilN    werden»    das»   &  in 

ZähteT  n  als  Factor  enthalte 

Wir  können  diesem  Satze  eine  allgemeinere  Fassung  gebeHt 
iiidetn  ^^ir  die  Bedingung  aufsuchen,  welche  erfnllt  $ein  muss, 
d^mit  für  ein  ztisanimengei^ietxtes  n  irgend  ein  (ungerader)  Prira- 
factor  desselben  einen  Theiler  von  T^^l^i^  —  1  bilde.  Sei 
daher  n^=^^p,  wo  p  eine  ungerade  Primzahl  ausdrückt.  Bei^st 
d  der  kleinste  Exponent,    für   welchen  die  Congruenz   Statt  bat: 

4**^!  (mod./j),    ' 

so  inu«8  nothwendig  p—\t^md  sein-     Wei!  aber  atis 


folfft  r 


für 


4p_i^  1  (niod,  p) 
4^sl 


offenbar  t^nijfl  sein.     Findet  mitbin  diese  Bedingung  nicht  Statt 

*«o  kann  p  nur  in  dem  Zfihler  von   Bn  vorkommen*    Die  Bedingung 

f^^^m^d  aber   mus8   jedei^mal   eintreten,    wenn   auch   2p  +  1   eine 

n 
Primzabl  bedeutet.      Denn   ist   i^^-    ein   solcher    Theiler    von 

c 

flär  welchen  2f+l  xu  einer  Primzahl  wird,  so  folgt: 

2^^1  (raod.  2^+1) 
und  daher  auch  r 

2*"sl  (mod.2f+l). 

Hat  man   n:=eip'',    s«  entspringt  zunächst: 

4(P-^]p''"*sl  (mod.p«),    rolglich   4«ip''=4'*iF*'~\ 

Und  nennen  wir  jetzt  d|  den  kleinsten  E]q»onenten,   för  welcheil 
die  Congruenz 

4d,  ^1   (mod.p'') 

Gültigkeit  besitzt,   so  mus.«%  für  den  Fall 

^{p        noth wendig  ein  Vielfaches  von  dy  vorstetlen. 
^^  ist  %,  B,  für  ?i=:3.5: 


¥ 


Meper:     Versc/tteäene  an/ämefiscAe  Säi%e,  245 

4«=1  (mod  5)    und    41*^4»,    als^    H=^)^, 

_ 8615841276005  _  6,1723168>55201 
Ä-^,4"         i43t>2         ■"     2,3.7,1^31     ' 

Für  Ä  ^=  5*  hat  mao : 

.  I 

4^ «  =  1  (pioti.  5«) ,     4«* = 4ß ;  -  W4«!»» 


ionach    d^  •=:  10  (^)  Ö.     Dem  Ohi«^€ti  «itrol^e  hioäs  Äomlt  der  Zäfc- 
fer  %'oii 

49505720524 1 07964821^477525 


% 


I 


»m  Multiplutn  von  '25  bezeiclineii,  wafi  - —  wie  niau  nieht  —  in  Am 
rhat  der  Fall  ist.  ^ 


|r 


IIL   Elementarer  Beweis  eines  Stern'ßchen  Lehrsatzes. 

Setzt  man  jW^  1,2.3 — p — 1,  so- musK,  falU  ji  ein^  Prim- 

Eahl  bedeutet,   j!f  f  ^  +  V  +  --+~-|  durch  p  thellhar  gein* 

Dieser  —  so  viel  ich  weis»  —  zuerst  von  Herrn  Professor 
Plern  in  der  Abhandlung;  ,>Zur  Theorie  df^r  Eul  er 'sehen 
tntegrale.  Guttiugen  1847.  S.  39."  angsresprochene  Interes- 
sante Lehrsatz  X^ssX  sich  nach  meinem  Dafürhalten  kurjs  so  be- 
ireisen. 

Da  nämlich  p  als  Primzahl  vorausgesetzt  wird,  so  erhellt  zu- 
lörderst,  dass  die,  ganzen  Zahlen  ^^^*.  m *»••*! *;^^n  zu  ^  prim  sind. 

Dnd  eben  sn  leicht  ersieht  sich  ^  daas  irgend  zwei  Zahlen  —  und  — 

3er   obigen   Reihe,    durch  p   ilividirt,    verschiedene   Reste   geben 
mCissenj  indem  sonst  die  Congruenz  Statt  haben  niilsste: 


^ 


tvas  unmifglich.     Fährt  man  daher  in  Bezug  auf  jede  der  Zahlen 

M»  -^f^'"  die  Division  mit  p  aus/iüo  muss  die  Reihe  der  Reste 

ichliesslich  laiileo : 

p-t,    p-2,  .,..  K 
Me  Summe 

Keil  XXXVIIL  Jti 


Lindman:    üeter  einige  bestimmte  InlmrttU 


aber  ist  dtiTcb  p  theilbar  tind  ßonacEi  aucht 

M 


Eleganter  durfte  der  Beweis  sein,  wenn  man  erwagl,  dasa 
immer  zwei  Zahlen  ^  tinü  —  der  vorgelegten  Reihe  sich  angeben 
lassen«  für  welche  man  hat: 

^|  +  ^^^J(^+r)  =  0(mod.|iK  4.  b.   9  +  r=0. 

Zu  (fiese m  Behufe  braucht  man  ofieribar  nur  jedesmal  zwei  solche 
Zahlen  zu  einer  zti  vereinigen,  welche  von  den  Enden  gleich  iftit 
entferbt  sind.     Man  erhält  auf  diese  Weij^e  sofort: 


iii+f+. 


m 


p^2^  p—l 


M  M 


Ueber  einige  bestimmte  Integrale    nebst   SümmiruB 
einiger  endlichen  Reihen* 

(Ana  den  Uel)«rsichten  der  VerhaTidlöngen   der  Königl.  Akaideinm   der  Wiss«^' 
Schäften   äu   Stockholm.) 

VoTI 

Herrn  Christian  Fr*^  Lindman^ 
Lector  der  Matheitititik  am  GjmnnsiufD  «■  Strengwäs   in  Sf;hw«d< 


Die  leicht  ku  findende  (ileiobuns 


giebt  durch  fimartge  Differentiation  nach  x.  und  wann  man  aufbebj 
wa«  sich  aufbeben  lasse : 


lUf^tt  SUfMtUftnft  €hllt§€T  BliMchtH  ff€ikftio  SMn^* 


/ 


1  tr  1 

Cos  [(w  + 1)  Arctgf]  SId  (n  Arctg-) 

5g «%f=»— — S-'  •   •  ^> 

»  (^Hy")*  n(l+««)ä 

eil  man  hat:  '  - 

/     X     \  Co8[(n  +  l)ArctgJl 

1                      /IN                       Sin<nArctg-) 
/>-(Arctgi)  =  -  fliH-i  (  U(_ i)»r(„) ^.^^ . 

.  (!  +  «»)* 

Wenn  man  in  (I)  ;r= Gota^y^ Cot atg 9  setzt,  so  findet  man; 

/"  ^     .        ,v     ^         ,     .        SinnaCos»»  ^, 

Cos  (n  +  1) g)  Cos»-V<^g)  = ...  (2) 
o 

Das  Integral 

/      Cos(n  + J)<pCos«-V^9=0, 

0 

'elches  ein  besonderer  Fat!  des  Integrals  (21  ist,  ist  schon  froher 
on  Kummer  in  Crelle's  Journal  und  von  mir  in  den  Ver- 
andlungen der  Akademie  der  Wissenschaften  zu 
tockholm  gegeben  worden.  •         ' 

Durch  nnialige  Differentiation  nach  x  uoä   Aufhebung  findet 
lan  desgleichen  aus  der  Formel 

0 

as  Integral 

/Sin  [(n  + 1)  Arctg  ^]  Cos  (n  Arctg  -) 

reil  man  hat: 

n    (     I      \      (-l)»r(n+l)   S5»[(M^«*«|]     , 


2»S 


Ltnämanu:    üeber  einige  beaUmmte  Integrale 


i/>"/{i + x»)  ^  />"-!  {if^^ = ( '  ir-^  n 


Cos 


n)- 


(w^rctg-) 


(I  +  :r») 


»i\a 


D^lw-D'' 


a)= 


(_i)ii-ir(70 


^i» 


1  — CosnorCos"« 


,* 


Fiihrt    man    auch    hier  Coto   ätatt  ^   und  Cot^cvtgg)   statt  jf 
ein,  80  bekommt  man: 

1        Sin  (n  +  1)  gj  Cos^—^gptigrp  =z 

"^  y.. 

Die  Integrale  (2)  und  (4)  kann  man  ^uch  finden,  ivenn  man 
Co8**-^q&  durch  Cosinus  vielfacher  Bf>gen  ausdrückt  und  die  Pro- 
dycte  in  Sinu£i  und  Cajf^inus  zerlegt  Dann  erhält  man  die  ei 
liehen  Reihen: 


0^ 

welche  der  rechten  Seite  der  Formeln  (2)  und  (4)  respecfire  gle 
sind.    Diese  Reihen  können  auch  folgend erniaaäsen  sunimirt  vi'erd 


Wenn  man 


setzt  und  differenttirtr    ^o  bekommt  man: 


dx' 


woraus  durch  Integration 


tf=  C  + 


erhalten  wird.     Weil  (i  =  0  ist  för  ,ir^Ü,  so  ist  C:=  — 


p=o     F+1  m+I 

Di©  FormeJ  (6),    wenn  man   .t  —  c*//»  setzt,   geht  in 


(6) 


p=o  ;>  + 1  »I  + 1 

über.    Zufolge  der  bekannten  Pormeln 


£{,    geni  in  ; 


i^ 


finden  wir  also: 

.  .■•  ■  •■  ."•■    .  '     •    •      '  '.    ■  ;    ,1   ■  ■  '■■ '- 

'ä"  5t  [Cö82(p  +  \)y  +  iSin2(p  +  l)y] 

_  2'»+^Cos"'+V[Cos^m  +  l)ff  Hh  tSiD(m  +  l)y]  —  1 
•^  m  +  1 

Durch  yergleichuDg    der  reellen   und   iffiagioi^en  Tbelfe   «rgieb^ 
sich  endlich : 


T-^Cos2(p■^^l)y  =  ^'"^^^"^^'?^•y^'^^y-^    (7) 
p=o  P+1  »^^  •    '»  ,  ni+  1  '    ^  ' 

Führt  man  in  (2)  und  (4)  ä—fp  uud  g-  —  o  statt  qp und  a ein, 
so  findet  man; 

A                     /7t        \                        Sin«(|-o)sin«a 
/       Cos  («  +  l)  r  5^  -  <p)S\n'-^q>d(p=f „     • 

a  . 

/»y                   Yn        \                         1— CoBn(|— o)sin"a  , 
/      Sin(«+ 1)^2  ~  V  Sin."-Vrfy = ->-^ ^^ 

a  .  .   ,.  . 

und,  «  =  0  gesetzt, 

r    Cos(w  +  l)^~g)JSinf«-»g)c;^==0; 
o       ' 


0 

also  auch : 


/^a  /-t  .      \       .  Sin«(|-a)sin»a, 

y       Co8(n  +  l)^J-(pJSin«^Vrfg)  = ^     ^  ^ ^V 

o 

/».  /»        \  Cosnß-ajSin-a 


250  Und  man:  üeh,  ttni^e  beU.  Inlett,  nebst  Summ,  einig,  endl.  Reih. 
Dütcti  bekannte  gonlometriäcfie  Formeln  finden  ifir  jetrt: 

Sin?if  JT-— aJ8in' 


o 


Cos  ni^y  —  ö  j  Si 


sin  "ft 


«tnd  durch  Elimination : 


Los  (n  +  J )  9  SiU  «-iqsct^  =^ — — , 


.(9) 
(10) 


Fnhrt  man  hier  statt  Sin'**-*g?  seinen  durch  8ii»u<»  und  Cosinus 
vielfacher  Bogen  ausi^edrückten  Werth  ein  und  verfährt  wie  in 
Hinsicht  der  Formeln  ('2)  urtd  (4)^  so  erhält  man  j^Jeichfalls  end- 
liche Reihen  wie  (7)  und  (8j,  aber  mit  abwechselnd  positiven  und 
negativen  Gliedern.  Auch  diese  Reihen  las&en  &ich ,  wie  die 
vorigen,  besonders  «ummiren.     Setzt  man  aUo : 


cif>  ergieht  sich  wie  vorher: 


«+1 


,       (II) 


woraus,    vremr  man   e^^»^  statt  ;r  setzt,    gerade  und  ungerade«^ 

unterscheidet  und    die  reellen   und    imaginären    Thelle   vergleich 
entsteht: 

(12) 

'=2'"/     ,,„(2fli>p„    ,„    ...       l-K-l)'»+'2""+'Sir(2w+l),vSin«'*f'y 


(13) 


p^:^m 


,1  (-I)«'^qp7i>m2(p  +  l)j= ^;;q7| — . 


Undman:  netteisd.Glelch.  f\u+ll;)in^2dti^(_-  1)*  f\u}k.f-viu  ^Öl 


(14) 


(15) 

'^r*  (_  ,)p  t^'"-;>'-sin2(p.n)^=<-^>'""'^''"'f"-'"^'^'"'^. 

Ohne  Sehn  Irrigkeit  findet  man,    wenn  man  in  (7)  t/^^0   und 
fi=::2y  matht  und  die  Resultate  addirt  und  ßuhtrahirt,  die  8unmien: 

(16) 

p=o  P+1  ^'^       '-^  w'  +  l 

'T  4s  Sl..^2(p  +  l)v=  ^"'f»-Co.^2(.-f  l),Ca«Ma^]     ^^ 

Dassel be    V' erfahren   mit   (1^2)  und    (14)   gieht   neue   Summen, 
waa  ich  aber  hier  nicht  weiter  ausführen  zu  dürfen  glaube. 


Beweis  der  Gleichung 

/*'(«  +  *)*+«(<«=  (-  ')*  /^  '  <«)l+2rf4l. 

<$iehe  dieses  Archiv  ThL  XX.  Seite  4J(^-il8.) 

Von 

Herrn  Christian  Fr.  tindman^ 
pciar  d<*r  .Malbt:ififitilf  rmt  Cj iiinrnttfitti  711  Stri'njrnää    in  Schwede a. 


^^Mhit  fnan  hl  «las  hestimnite  Integral 


tat 


Vebungmufgabm  für.  Schüier. 


\—x  statt  f#  eio,  ßo  wird  rf«^= — dx  und  die  Greuzen 
gehen  resp.  in  .r=^l,  ar  =  0  über.  Setzen  wir  hier  — {w — 1)  statt 
1— JT,  SO  haben  alle  Fat^toren  das  Vorzeichen  — ;  weil  sie  aber 
In  der  Anzahl  h  i^l  vorhanden  sind,  tso  bekommt  das  Prodact 
du»  Vorzeichen  +  oder  — ,  jeitaciideni  die  ganze  Zahl  Ar +  2 
oder  k  gerade  oder  ungerade  ist-  Üemzufolge,  und  wenn  wir  die 
Grenzen  nintauöcheo,  fnidi^n  wir: 

t) 

nn  man  u  statt  :r  schreibt*     Multipticirt  man  «endlich  beiderseit« 

(—1)* 
:   Pf  A  i  ^  '  ®*'  erj^iebt  sich  ! 

Q.  e.  d 


i)^y  (ii)H2rf«' 


Uebuegsaufgaben    für  Schüler. 

\  o  n   dem   H  e  r  h  n  a  i,'^  e  Im'  r. 

Die    durch    die    iolgcnde    Constrnction    der   Lange    der 

halben   Peripherie    eines    Kreij^en   p;eH  ährte    Aiitiäbe- 

rung  zu    untersuchen. 

Durch  den  Mittelpunkt  O  (Taf.  VJ-  Fi^.  ö.)  dfes  gegebenen 
Kreises  ziehe  man  ilie  auf  einander  ^^eiik recht  stehenden  Durch* 
messer  AH  und  C/>,  mache  die  Sehne  AE  dem  Halbmei^ger 
gleich,  zieh#»  durch  C  eine  Berührende  an  den  Kreis,  und  von  0 
nach  E  einen  Halbmesser »  welcher,  verfnn£»ert,  die  Berührende 
in  F  schneidet;  macht  man  dann  FG  dem  dreifachen  Halbmes- 
ser gleich  und  zieht  DG ,  so  ist  diesem  Linie  näherungsweise  der 
halben  Peripherie  des  Kreises  gleich.  , 


F  e  ti  1  e  r 

im  Teilte  mn  Jichriiii'«   «»ieben«itelliis;efi   IiO|ri^rlttimeii^ 
tafeln.    ÄHBO  und  l§ei. 

In  der  Einleitung'  ku  Tafel  L  und  II.  ' 

a)  S,  8.,  linke  Spalte.  §,  50.,  Zeile  2,  statt  0.334 'i38  lies  ,0334238. 

b)  S.  13.,  rechte  Spalte,  §.77„Z.  4,  statt  D^I}±i  lies  D=Z>riJ. 
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XXIV, 

f 

Eine  Verhaltnisgreihe  von  Körpern,  die  einem  bestimm- 
Jen  Paraboloidsegmenle  ein-  und  umgGschriebeo  sind. 

Zwei   Uebunge aufgaben  für  Frinianer. 

Vuri 

Herrn   Hermann  3IariuSy 

brer  der  Wathenifiitk  ttn   (br  KtJniSJ'täiUL'jrJjcn   Rcutscliiite  in  Berlin. 


I*     in   welcher   Entfernung   vom  Scheite!  mo^s   man  Jein   Ro- 

itian^jparaboJoid   durch   eine   zur   Axe  senkrechte   Ebene    durch - 

^hneideo,  wenn  das  Octaeder,  welche«  mit  einer  Ecke  im  Schei- 

llpunkte  eich  dem  Segmente  einschreiben  [äs»t,  ein  regelma^tgiges 

in  80II?     In   weichen  Verhältnissen  stehen  der  Reihe  nach  die 

rdumtna  von   folgenden  acht   Kfirpern:   1)  der  um  das  Oetaeder 

beschreibende   Doppelkegel   D;   2)   die  dem    Oetaeder   umge- 

ichrieben«  Kngel  G;  3)  da.s  Paraboloidsegment  P  selbst;  4)  der 

lit  ihm   auf  demselben   C  rund  kreise    stehend  e^  ihm   urngescbrie- 

Bne    (das    Paraboloid   mit    seinem   Mantel  tangirende)    Kegel  Mi 

das  Kugelsegment  -S  und  6)  der  Cylirnler  6\  welche   mit  ihm 

jif  derselben  Gruntlfläcbe   stehen  und  dieselbe  Höhe  haben;  fet- 

IT   7)   das    über    das    Paraboloidstück   gedeckte    Segment   eines 

lyperboloides  H^   entstanden    tinreb   Umdrehung  einer  gleichsei- 

jen  Hyperbel,  deren  Äxen  und  Parameter  gleich  dem  Parameter 

er  Parabel   sind    {a:=b^p)i   und   endlich  8j  das    dem  Paraho- 

ild^   umgeschriebene  Ellipsoid    E,    in    welchem    die  Hübe    des 

legmerites  eine  Halbaxe  ist. 

Aufltiaung-     In    der  gegebenen  Parabel   BOR   (Tafel  VHL 
fig,  1)  ziehe   man    vom   Scheitel    aus  auf  beiden  Seiten  der  Axe 

Theil  XXXVIII,  17 
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unter  einefn  Winkel  Ton  45^  Sehnen,  und  vollende  aus  ihnen  das 
Quadrat  OJAL;  errichte  nun  in  der  dem  Scheitel  O  gegenüber' 
liegenden  Ecke  auf  der  Axe  eine  senkrechte  Parabebehne^  so 
sehneidet  dieselbe  das  Segment  BOR  ab,  i^elcheg  bei  der  Um- 
drehung der  Figur  um  die  Axe  OÄ  das  zu  betrachtende  Para» 
boloidsegment  liefert.  Denn  die  Ecken  des  Quadrates  OJAL 
bestimmen  in  dieser  Lage  und  wenn  es  hei  der  Umdrehung  m  die 
auf  der  Figur  in  OA  senkrechte  Ebene  gekammen  ist»  die  sechg 
Eckpunkte  eines  regelmäsBigeo  Octaeders. 

Man  hat  aus  :c®  =  MJ^  =  ^px :  ^ 

OMi=a^  =  2ni 


folglich 


0^=4;?. 


Demnach    ist   der   vom   Quadrate  OJAL  bei  der  Umdrehuoi 
beschriebene  Doppelkegel : 


1) 


n      9       «  *     2      3      16      ^ 


Feroer  die  von  dem  Kreise  um  lU  erzeugte  Kugel : 


%) 


S.-rrwp^' 


Für  die  ßestiromung  des  Paraboloidsegmentes  weiss  maUi  dass 
ein  Körper,  welcher  in  jeder  Höhe  a:  einen  Querschnitt 


besitzt^  den  Inhalt 


Q  =  ö  +  ft  j?  +  cx^ 


J  =  ax+   2-  +  'r 


bat.    Hier  ist  jeder  Querschnitt  ^*7i;^2p:r7c,  also  ci  =  0,  6^2 
c  =  0;  mithin 


3) 


10 


P  :^  p%x^  ^  lÖJEp*  ^^  3 .  -^  3rp 


Dann  giebt  das  von  den    Tangenten   BN  und   RN  gebildete 
Dreieck  BNR  den  Kegeh 


1k 
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Der  durck  die  Punkte  B,  O  und  R  gebende  Kreis  hat  zum 
Adtus  Zp'y  denn 

Y  AB^^OA.AQ 

iebt  AP=2p,  also  OQ  —  ^,    Damm 


er  von  dem  Rechtecke  ßTVR  beschriebene  Cylinder: 

Iß 


Zur  CoDstructlon  der  gteichfieitigen  Hyperbel  VO  W,  in  welcher 

^6^=p   sein  soll^   hat  man  aus  dem  rechtwinkligen  Dreiecke 

''OZ,  dessen  Katheten  ^p  sind,  den  Abstand  ihrer  Brennpunkte 

mm   Mitlefpunkte    F  gleich   YZ,    Da  jeder  Querschnitt  des  My- 

Brboloidsegmentes  in  der  Entfernung  ^  von  O 


so  beträgt 


hj€ 


y^7t  ^^  27tpx  +  jc,ar*, 


J  =7ipx^  +  i«^®  ^  i7tX^{<^p  +  a:)  , 


Ä=^^;,»=». 


>6       , 
3  "''  • 


Endlich   beschreibt  die  Ellipse,  deren  Halhaxen  jIO  und  AB 
nd,  ein  Rotatioosellipsoid»  dessen  Inhalt 

4  128  16 

8)  .    .    .    .  E  =  ^^A^.A0:^-Y^P^  =  ^'J^P^' 

Also  verhält  sich 

Zusätze.     1)    Der  merkwürdige   Plat2  der  Zahl  7  in   dieser 
^e)be    würde   auch   durch    das   vierfache    kleinere  Kugelsegment, 
ABQR  beschrieben,  ausgefüllt  werden. 


I 


2)  Der  mit  seinem  Mantel  das  Parabnioid  tangirende  Kegel 
^d  das  Kugelsegment,  von  AßOR  beschrieben^  haben  gleiche 
Oberflächen,  die  achtmal  so  gross  siiid^  als  der  dem  Quadrate 
^JOL  umgeschriebene  Kreis. 
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3)  Die  Oberfläche  des  DoppdkegeU  D  ist  gleich  der  Ellipse^ 
XBOR. 

4)  MH  Ausnahme  von  No;5  und  No.  7  stehen  diese  Kürper  bei 
einem  Parabolmdäegmeiite  von  beliebiger  Hübe,  auch  bei  einem 
elliptischen  Paraboloide,  in  den  angegeben  Verhältnissen. 

Anmerkung.  Solt  am  Scheitel  des  gegeheneti  Rotations- 
parabololdes  ein  grades  Segment  von  solcher  Uobe  abgeschnitten 
werdeni  dass  ein  Tetraeder,  welch eti^  auf  einem  dem  Durcb5cbnitts> 
kreise  eingeschriebenen  gleichseitigen  Dreiecke  steht  und  seine 
Spitze  im  Scheitelpunkte  des  Parabololdes  bat,  regelmassig  ist: 
so  muss  es  die^^elbe  H<ibe  Ap  wie  in  der  vorsteb enden  Aufgabe 
haben;  und  darum  könnte  hier  jene  Verbal tniss reibe  wieder  ein- 
treten. Altein  es  fehlt  hier  das  Glied  1;  und  die  Stelle  der  Zahl 
2  hat  der  um  das  Tetraeder  beschriebene  Kegel  oder  eine  Ku 
gel  voa  gleicher  Hohe  (Ourchtnesser)  mit  dem  Segmente. 


* 


11.  Dnrch  welchen  Punkt  der  Äxe  eines  gegebenen  Rota* 
tionsparaboloidos  muss  man  einen  geraden  Querschnitt  legen» 
damit  in  dem  erhaltenen  Segmente  ein  Würfel  so  construirt  werden 
könne p  dass  die  Hohe  des  Segmentes  eine  Diagonale  wird  und 
die  drei  Eckpunkte,  welche  der  im  Scheitel  ruhenden  Würfelecke 
zunächst  liegen^  in  den  Mantel  des  Parabolöide.s  fallen?  In  wel- 
chen Verbältnissen  stehen  der  Reibe  nach  die  Volumina  von 
folgenden  Korjjern;  1)  Die  um  den  Würfel  beschriebene  Kugel 
G\  2)  der  jener  im  Scheitel  ruhenden  Würfe  leck©  eingescbrie* 
bene  Kegel  k^  von  gleicher  Höhe  mit  dem  Segmente;  derselbe 
wird  bei  der  Umdrehung  durch  eine  vom  Scheitel  auslanfende 
Diagonale  eines  Seiten quadrates  beschrieben;  3)  das  Paraboloid- 
Segment  P\  4)  von  der  um  das  Paraboloidsegraent  beschriebenen 
Kugel  derjenige  Abschnitt  S^  welcher  jenes  in  sich  einscbliesst; 
5)  der  Cylinder  C,  welcher  mit  dem  Paraboloidscgmente  gleiche 
Grundfläche  und  Hube  bat;  6)  der  auf  der  Ebene  des  Querscbnit' 
tes  stehende  Kegel  K,  welcher  dem  W-ürfel  umgeschrieben  ist, 
d.  h.  ihn  überdeckt,  indem  er  die  vom  Scheitel  des  Paraboloides 
ruislaufenden  Kanten  in  seinem  Mantel  entjmit;  7)  ein  eben  so 
hohes  Segment  H  eines  Hyperboloides,  entstanden  durch  Cm^ 
drehung  einer  gleichseitigen  Hyperbel,  deren  Axen  und  Parame- 
ter gleich  dem  Parameter  der  Parabel   (a^h^^p)  sind, 

Auflösung.  Die  Coordinaten  des  Eckpunktes  A  (Tat  IX. 
Fig.  2,)  heissen  37  und  ty,  die  zn  bindende  Kante  OA  des  Wür- 
fels I.  Dann  hat  man  aus  der  Aehnlicbkeit  der  rechtwinkügen 
Dreiecke  OAT  und   GAB 


äesiimmten  Parntoloiäse§menie  ein-  und  nmpeschrieöen  sind,  257 

falgiicb 

ßd  daher  aus  i/^  =^  2p^: 

x^^p,    y^^py^    und    z^^pV^\ 
folglich  Ui  die  Huhe  des  gesuchten  Segmentes: 

Demnach  ist  1)  der  Inhalt  der  um  den  Wiirfel  beschriebenen 
Kugel 

G=%np\ 

Die   l)i«igoEmle    OE  schneidet  die  Grundebene  in   ü ^  und  es 
Terhält  sieb 

DüiVE  =  ODiOV, 

Biso 

DÜ  =  ZpVi; 

Eilt  hin    ist    2)  rier    Inhalt    des    durch    Umdrehung    des    Dreiecks 
OVD  beschnehcnen  Kegels 

k  —  l7tp^^ 

atsö  gleich  der  umgeschriebenen  Kugel 

3)  Das  Parabolold Segment ,  da  DQ^  ^^  6p*  ist , 

P=y7tp^—2,lnp^ 

Der  Durchmesiser  den  durch  die  Punkte  0,  O  und  R  geben- 
^den  Kreises  findet  «iich  aus  DQ^  ^  ÖD.{^R—OD)i 

"tR^^p; 

dilher   ist  4)  das   von    dem   Kreissegmente    DQOR  beijicbriebene 
Kugelsegment  S: 

27  9 

S=^  -^  np^  ^  3 .  -^  Tjp* . 

5)  Der   das  Parabeloidsegment  einschliessende  gerade  Cylin- 
I4er  C: 

C=  ItiTtp^^^^t^pK 

Verlängert  man  die  Kante  OA  bis  sie  die  Erweiterung  der  Grund- 
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ebene  schDeidet,  so  beschreibt  OJ  TF  bei  Um  dreh  ung  des  Dreiecks 
WDO   einen  KegelmanteU   welcher  den   Würfel    überdeckt.    £§_ 
verhält  sich 


alfio : 
daher  6) : 


gleich  dem  Cylinder  C 

Endlich  lat  7)  auch  das  Hyperbobidaegment: 

Mithin  hat  man  für  diese  Ktirper  die  Verbältnifise: 
(€}  oder  k):F:i(:(€  oder  K  oder  H) 

Zusatz.  Auch  verhält  sich  der  dem  Paraboloidsegmente  ein* 
geschriebene  Kegel,  welcher  durch  Umdrehung  des  Dreiecks 
QOD  entsteht,  zu  dem  ihm  umgeschriebenen  Kegel»  dessen  Man- 
tel von  der  durch  Q  an  die  Parabel  gelegten  Tangente  erhaUen 
wird,  zu  einem  der  unter  No.  5,  6  oder  7  genannten  Körper,  zu 
dem  Eliipsoidej  dessen  Mittelpunkt  i>,  Scheitel  O  und  worin  die 
Grundfläche  QR  ein  Haupt- Axenschnitt  ist,  wie 

Dieses  Verhaltniss  der  beiden  letztgenannten  Kegel^  de^ 
linders  No.  5   und   des  Ellipsoides   zeigt  steh  hei  jedem   geradeoj 
Segmente  eines  (auch  elliptischen)  Parabolaides. 

Anmerkung.     Ein  Paraboloidsegment,  welches  ein  mit  einer 
Ecke  im  Scheitel  ruheftdes   regelmässiges   Dodekaeder   oder  Iko-    i^ 
paeder  einschliefst,  giebt  keine  Verhältnissreibe  in  ganzen  Zahlen- 
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Zur  Theorie  der  quadratischen  Formen, 


Herrti  Gu&tai^  Skrivan^ 
Direktor   der   ffffentLjchnn   Oberrealitclitilü  ii,  d.  Bnnerntiinrkte   Eti   Wien. 


Folgende  zwei  Beweise  der  unter  arL  15ii  und  art.  166«  m 
len  DL^quis,  arith.  enthaltenen  8ätze  unterscheiden  «ich  von 
dcD  G ausstächen  dann»  dass  der  er8te  auf  mehr  direkte  Weise 
und  der  zweite  auf  eine  selbständige  Art  geftihrt  wird, 

Theorem  (ad  art^  154.  ^Isq,  arith.)^ 

Wenn  eine  quadratische  Foroi  für  spezielle  zu  einander  teil- 
fremde  Zahlenwerte  von  x^  y  eine  bestimmte  Zahl  M  repräseD- 
tirt,  so  ist  die  Determinante  D  ein  quadratischer  Rest  nach  M, 

Beweis.     Wenn  die  Zahl  üf  vermöge  der  «Suhstituzion  :»=;i», 
Fy^n   mittelst  der  quadratischen  Form 

ain^  +  2bmn  +  c«*  ^  M  (1) 

dargestellt  wird    und  m  zm  ?i   teil  fremd  ist,  so  ergeben  sich  aus 
(!)  ganz  einfach  die  Gleichungen: 

{am  +  bny^  —  Dn^  :^aßl,l 

Wty  D  die  Determinante  =  ä*  —  ac  bedeutet.  Sind  nun  ^  und  v 
^wei  unbestimmte  Zahlen  und  nmltipüzirt  man  die  erste  Gleichung 
in  (2)  mit  v^,  die  zweite  mit  fi^  und  addirt  sonach  diese  Glei- 
chungen, so  folgt: 
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{am  +  bn)^v^  +  {cn  +  bmf^^—  B(n^v^  +  m>®)  ^  M{av'^  +  c^*). 

Ergänzt  man  die    zwei   ersten    TeÜe  und  ebenfao   den  Faktor  bei 
D  zu  vollständigen  Quadraten,  so  übergeht  diese  Gleicfiutig  in:( 

[{am  +  bn)v  —  (cn  +  Am)/*]^  —  />(jiv  +  »tf*)* 

+  2y^v{am  +  6m)(cm  +  bm)  +  "Invm^D  =  M(av^  +  Cfi*). 

Nira  ist 

'  2^v{am  -h  ^?i)  (c»  +  bm)  +  ^mufivD 

=  2j*»/[ffCwiK  +  Äcji*  +  6a/M*  +  bhim  +  nmb^^  mnac] 

=  Uitviafft^  +  2/>?/m  +  CK«)  =  2biivM, 

und  daher  hat  man,  wenn  ausserdem 

[{am  4-  6n)v  —  {cn  +  6m)  ^]'^  =  %^ 

gesetzt  wird, 

I»—  D{nv  +  m|Lt)a  =  jtf  (av^  —  26ftv  +  c^«). 

Da  nun  m  und  »  teit fremd  sind,  so  giebt  es  unendfich  viele  spe- 
zielle Werte  von  ^  und  v^  welche  die  Gleichung 


fllfi  +  «V=l 


(3) 


befriedigen,   und   hernach   übergeht  die   letzte  aufgestellte  Glei- 
chung in 

z^^D=^Ms,  (4)1 

wo  fzzav^ — 2bfiv-^c^^  bedeutet,  und  aus  welcher  die  Kongruenz 

2*  =  />(niod,  iW) 

resultirt;  wie  behauptet  wurde. 

Hiezu  bemerke  ichj  das8  sich  s  nicht  nur  in  der  Abhängigkeit 
fl,  6,  c,  fit  V  darstellen  lässt,  sondern  dass  man  ganz  einlach 
eine  lineare  Kongruenzform  bilden  kann,  worin  s  von  m t  71,  c, 
a  und  ilf  abhängig  ist*  Werden  nämlich  die  Glerchungen  in  (2) 
subtrahirt  und  die  so  gewonnene  Gleichung  in  eine  KongrueoZj 
nach  M  umgewandelt,  so  ist 

[(cfi+  ßwi)V«  -  {am  +  bn)^"^]  =  {m^— av)D(mod.  M) , 

wobei   noch  der  Koeffizient  bei  D,  mit  Rocks  Seht  auf  (3),  verein- 
facht erscheint.     Multijjlizirt  man  diese  Kongruenz  mit 

l{c7i  i  btti)fi  +  {um  +  bn}v] 
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bringt  dieselbe  mit  der  aus  (4)  resuttirenden  Koogrtieiis  in 
^^rbifidung,  so  fofgC  naeb  einer  einfachen  Redukzion«  wobei  man 
wieder  die  Gleichung  (3)  anwendet: 

md  setzt  man   statt  t«V*  +  ii*i/*   ans   (3)   der*  Wert  (1 — 2mn^v) 
m  und  statt  c^^ -^  av"^  ^  s -i- 2d^v  ^  so  crgieht  sich  leicht: 


mm  ^  cttjt  +  «mv    (mod.  M) , 
oder 
L  I  ^  «mj  +  «?MX   (mod.  M) , 

iTflches  die  erwähnte  Darstellung  ist. 


(5) 


Theorem  (art.  166.  Disq.  arith.)* 

Wenn  die   Zahl   M    durch    zwei    aequivalente  Formen  F   und 

P  gleichzeitig  dargestellt  wird,  so  baben  die  spezieflen  Siibstltu* 
üonen,  welche  jII durch  F darstellen,  denselben  grossten  Gemeinteiler, 
vie  die  speziellen  8ubstituzionen,  welche  ^/ mitfeist  F*  repräsentireD. 

Beweis.     Sind 

If  ax^  f  2ifx^  +  €^^    und     Ui^^i^  +  26|a?iyi  +  e,  a^i' 

Iwci  aequivalente  Formen,  für  welch©  also  die  respekt.  Deter- 
ninanten  einander  gleich  sind  und  das  reziproke  enthalten  sein  der 
iinen  Forin  in  die  andere  bedingt  ist,  und  repräsentirt  M  gemäss 
ier  Suh^tituzion  ar^m,  y^n  die  Form  F^  also 

L  am^  +  Mmn  ^cn^—M, 

«fner  ilf  die  Form  F',  wenn  man  aus  F  die  Form  F'  vermöge 

3er  Substituzion   (g*  A  ableitet,  so  ergiebt  sich  aus  dem  Si^teme 

[5$)  ^^^^  einfach  das  Wertenpaar: 

►  6m — ßn  _  an — ym 

Mcfaes,  zufalge  ad  —  ßf  =  },  tn  j:,  =  dm— ^n,  t/i  =  crn  — j^m 
Vergebt. 

Setzt  man  nun 

Sm — ßn  —  fA ,    an — ym  —fß, 

orin  f  den  grössten  Gemeinteiler  von  m  und  n  bedeutet,  und 
:iaach  A  zu  B  teilfremd  ist,  ferner: 

IT* 


Skrivan:    Zur  Theorie  äer  guadratiscUen  Formen, 


wobei  j^  der  grüsste   txemeinteiler  von  m  und  n  ist  und  A'  prim 
zu  B'^  80  folgt: 


ßn^ßgB 
an  =:  ctgB'  f 


pn  =  ygA' 


{  an  —  ym  =  ^(aß'  —  yil')  =/i? ; 


und  hieraus: 


fA 


fB 


(I) 

Nun   kommt   e?  darauf  an,    unter  welchen   Modalitäten   — >    — 

A  .  ■'       * 

ganzzahlige  DarstelLungen  zulassen.     Wäre  —    ganzzahtlgy  so  ist 

aus  der  Betrachtung  der  Gleichung  ^m^ßn^fA  eraichtlich,  da^, 
wenn  g  den  grössten  Genvelnteller  von  m  und  n  bedeutet^  derselbe 
in  /»  aU  Stammfaktor^  nicht  mehr  enthalten  ^ein  kann,  Demzu* 
folge  wäre  in  der  Gleichung  an  —  pn^^fB  der  gritsste  Gemein* 
feiler  von  m  und  n  ebenfaUs  nicht  in  /,  fiondern  in  B  enthalten, 
was  jedoch   nicht  stattünden  kann^   weil  sonst  A  und  B  teilTfi^ 

A  B 

wandt  wären.     Daher  sind  —  und  —  keine  ganzzahtigen  FormeD, 

9  9 

und  es  mnss  also  in  (1)  die  Quotienten  form  -  eine  ganzsah* 
lige  Darstellung  zulastsen. 

/ 
Sei  nun  -  ~«?*  und  wäre  ij>l,  so  hat  man 

riA  =  ^A'-^ßB',     fiB  —  uW  —  jA* ; 
und  hieraus: 

und  auf  dieselbe  Weise; 

ntyJ+ÄB)=±jB'j 


al«o: 


—  —  ax4  +  i3ß, 

'n 


yA  +  dB. 


Da  Jedoch  A'  teüfremd  zu  B*  vorausgesetzt  nurde^  so  ist  Mar, 
dass  71  keinen  anderen  Zahlenwert  als  die  Einheit  hedeuteo  kaoo, 
welchem  gemäss  f^g  folgt,  was  eben  zu  beweisen  war. 
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Weitere  Ausführung   der  politischen   Arithmetik. 

Von 

Herrn  Dr.  i.  Oeiiinger^ 

GrciMheniiglifh    B»di»ic;liem    Hafriitho    und    cirdenUichem    Professor    der 

Miithemaeik  an  der  Univereiliit  %n  Fieiburg  L  B. 

{Fortsetzung  und  Schluss  von  Nr-  XVH.  ThL  XXXm.). 


SechBtes    Kapitel. 
Velier  l^elieiiiiversielieroiigeii. 

g.  77. 

E^tnrichtuiig   und   Zweck   der   Labensversicharungs- 

Anstalten. 

Unter  den  verschiedenen  \V oh Uhätis^keiis- Anstalten ^  deren 
Zweck  Sparsamkeit  und  Hehunj^  des  Wohlstandes  einzelner  Per- 
sonen nnd  Familien  bt,  haben  die  Lebens versicI^eruiigM- Banken 
eine  weite  Verbreitung  und  erfreuen  sich  grosser  Theilnabma. 

Unter  Lebensversicherung  wird  nämlich  ein  Vertrag  ver- 
standen, wornach  eine  Anstalt  oder  ein  Verein  mehrerer  Personen 
jährlich  bestimmte  Beiträge  empfangt  und  dafür  die  Verpflichtung 
Öbernimmt,  hei  dem  eintretenden  Tode  einer  bes^etchneten  Person 
eine  im  Voraus  festgesetzte  Summe  auszuzahlen.  Derjenige,  mit 
welchem  dieser  Vertrag  abgeschlossen  wird,  heisst  der  Ver- 
sicherte, die  hleniher  aiisejestellte  Urkunde  Police  und  die 
jährliche  Beitragsstimme  Prämie. 

Die  Anstalt,  welche  die  hiefiir  Tnilhlgen  Geschäfte  besorgt, 
führt  gewiVhnlich  den  ?iamen  Bank  (VerÄicbernngsbank),  ist  als 
eine  moralische  Person  vom  Staate  anerkannt  und  beruht  zur 
Hebung  <les  Vertrauens  auf  Gegenseitigkeit  und  Oeientlichkeitj 
denn  die  TheÜnehmer   an    dieser    Anstalt  leisten  jedem  einzelnen 

icberteii,   also  sieh    gegenseitige    für  die  ErfiiUung  der  {iber- 
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□  ommenen  Verbindlichkeiter»  Gewähr  und  Sicherheit,  und  die  Ali 
stalt  legt  jährlich  ijffentUche  Rechenschaft  über  den  Bestand  ihre 
Mittel  ab. 

Die  Bank  übernimmt  Verjfiicherungen  auf  da»  Leben  einzel- 
ner Personen  und  zwar  auf  ihre  Lebensdauer,  lebenslängliche 
VersicherunE«  en,  oder  auf  eine  bestimmte  abgegrenzte  Zeit 
von  einem  oder  mehreren  Jahren,  kurze  Versicherungen, 
ferner  auf  zirei  verbundene  Leben,  so  dass  die  versicherte 
Summe  nur  dann  ausgezahlt  wird,  wenn  von  den  beiden  verbun- 
denen Personen  die  im  Voraus  bezeichnete  (B)  die  andere  (A) 
überlebt,  Ueberlebens*V  ersieh erun  gen*  Sie  werden  nur 
auf  Lebensdauer  abgeschfossen.  Endlich  ist  gestattet,  ausser  der 
Versicherung  auf  das  eigene  Leben  auch  Versicherungen  auf  daSj 
Leben  Anderer  abzuschliessen. 

Diejenigen  Personen ,  welche  tebenstängliche  Versicherungep 
auf  das  eigene  oder  andere  Leben,  oder  Ueberlebensversicherun- 
gen  mit  der  Bank  abgej^cblossen  haben,  sind  Eif^enthiimer  der 
Anstalt  oder  Ban  ktheil  haber.  Sie  leiaten  sich  gegenseitig 
Sicherheit  und  nehmen  an  den  Ueberschüssen  der  Bank  TheiL 

Die  Einnahmen,  wodurch  die  Bank  in  Stand  gesetzt  wird, 
ihren  Verpflichtungen  nachzukommen ,  bestehen  hauptsächlich  in 
den  laufenden  Beitrügen  oder  Prämiengeldern,  dann  in  ^^n  Zin* 
sen  von  den  angelegten  Geldern  und  in  dem  etwa  sich  ergebeo- 
den  Agiogewinn. 

Da  die  Versicherungen  zu  jeder  Zeit  eines  Jahres  abgesehlos- 
£ien  werden  kit^nen  und  die  Prämien gelder  auf  Jahresfrist  gezahlt 
werden  9  also  in  das  nächste  Jahr  bin  überlaufen  künnen,  so  wer- 
den die  Beiträge  jeweils  der  Zeit  entsprechend  auf  die  beiden 
Jahre  vertheilt  (üeherträge). 

Die  Ausgaben  der  Bank  hesleben  in  den  auszuzahlenden  Ver- 
sicherungssummen, in  den  Dividenden,  einzelnen  besondern  Ver- 
gütungen ans  der  Reserve  und  in  den  Verwaltungskosten,  deren 
Betrag  mit  Rücksicht  auf  njuglicbste  Ersparjüss  normal  bestimmt 
ist  und  für  besondere  Falte  bestimmt  wird,  ferner  in  zufälügei) 
VerlusleUj  welche  die  Bank  ohne  Schuld  ihrer  Beamten  treffen. 

Der  Ueberschnss  der  Einnahmen  über* die  Ausgaben  bildet 
den  Fonds  der  Bank,  der  alle  vorrathigen  Zahlungsmittel  in 
sich  begreift.  Ein  Tbeil  des  Bankfonds  dient  als  Reserve  zur 
Deckung  für  künftig  fällig  werdende  Versicherungssummen»  eid 
Theil  als  Sicherheitsfonds,  um  Deckungsmittel  für  ausserordent' 
liehe  Fälle  zu  haben. 
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Di«  Reserve  besteht  in  dem,  was  von  den  Präaiiengeldern 
zurückgelegt  wird.  Die  jähHichen  ßeiträge  des  einzelnen  Mitglie- 
des bleiben  nämlich  für  das  ganze  Leben  der  Versicherten  gleich. 
In  den  erj§ten  Jahren  werden  dieselben  eine  griTssere  Summe  lie- 
fern, in  den  spätem  aber  eine  kleinere,  als  sich  nach  dem  Sterb- 
lich keltsgese(z  für  die  Aus za hin n gen  ergeben  wird.  Der  Ueber- 
0cbus$  ans  den  früheren  Jahren  muss  daher  dazu  dienen^  den 
Ausfall  in  den  spiiteren  zu  decken.  Der  jedesmalige  Betrag  der 
Keserve  wird  jahrlieb  berechnet  imd  von  Zeit  zu  Zeit  durch  Be- 
rechnung nach  den  in  der  Anstalt  sich  ergebenden  Abweichun- 
gen von  dem  angenommenen  Sterbllehkeitsgesetze  berichtigt. 

Der  Sicherheitsfonds  besteht  in  den  jährlich  angesam- 
melten UeberschLissen^  Der  reine  Ueberschuss  ist  die  Sunime^ 
welche  nach  Abzti^  aller  Ausgaben  und  der  Reserve  eines  Jah- 
res, sowie  der  oben  genannten  Uebertriige  von  der  Einnahme 
übrig  bleibt.  Er  ist  Eif^enthun»  der  Banktheilhaber  nach  dem 
Maassstabe  der  eingezahlten  Prämiengelder  und  macht  die  Divi* 
dende  des  betreffenden  Jahres  aus. 

Nicht  jede  Summe  kann  versichert  werden»  Die  Gothaer 
Lebensversicberungs-Bank  nimmt  Versicherungen  auf  Summen 
zwischen  300  und  1500O  Thal  er  (das  Maximum  wird  jeweils  vom 
Vorstande  bestimmt)  an ;  die  Läbeeker  zwischen  300  und  30000 
Mark,  die  Wiener  zwischen  10  und  20(KW  Gniden  u,  s.  w* 

^H|  Auch  die  Eintrittszeit  ist  beschränkt.  Die  Gothaer  Bank  ge- 
^Btattet  äQ\%  Eintritt  für  PerscMien  zwischen  dem  15ten  und  60sten 
^HLebensjahre.  Der  Eintritt  der  Personen  hühern  Alters  kann  nur 
*  ausnah msweii^e  und  mit  Genehmigung  des  Bankbüreaus  geschehen. 

Die   Lübecker    Bank    gestattet  ihn    für   Personen    zwischen   dem 

lOten    und  67sten;    die  Wiener  zwischen   dem   15ten  und  TOsten; 

die  Frankfurter  zwischen  dem  Isten  und  70sten  Lebensjahre  u.s.  w. 

Die  zu   versichernden  Summen   müssen    durch   100  theilbar,    also 

runde  Zahlen  von   100  sein. 

Ausseriiein  künneik  Summen  so  auf  bestimmte  Jahre»  jedoch 
nicht  unter  einem  bestimmten  Minimum  versichert  werden,  dass 
die  Auszahlung  der  versicherten  Summe  wie  gewrihnlich  erfolgt, 
wenn  die  versicherte  Person  innerhalb  des  bezeichneten  Zeitranms 
stirbt,  dass  sie  aber  spätestens  am  Schlüsse  des  letzten  Jahre^i 
erfolgt,  wenn  sie  den  festgesetzten  Zeitraum  überlebt 

Die  Prämiengelder  für  lebenslängliche  und  Ueberlebens- Ver- 
sicherungen werden  bis  auf  ein  bestimmtes  Jahr  (das  85ste  oder 
OOste,   letzteres   bei    der  Gothaer   Bank)    berechnet   und  bezahlt. 
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Die  Prämienzahlung  hört  auf,    wenn  die  versicherte  Person  da 
genannte  Alter  erreicht  hat,  und  es  erfolgt  «ofort  die  Auszahloog 
der  Vereieherun^^summe* 

Das  Auf  huren  oder  der  Verlust  einer  Vereiclierung  ist  an  be" 
stimmte   Bedingungen  geknüpft    und   erfolgt   unter  den  durch   die 
Statuten  festgestellten  Verhältnissen  in  gewissen  Falten  von  selbist. 
Es  ist  jedoch  auch  der   rreinlUtge   Austritt  aus  der   Gesellschadt 
erlaubt.     In  diei^eni  Falle  und  in   bestimmt  vorhergesehenen  wird 
bei    lebenslänglichen    Versicherungen    dem    Inhaber    einer    Police 
gegen  deren  Rückgabe  eine  besondere,  nach  festgestellten  Grund 
Sätzen  zu  berechnende  Vergütung  aus  dem  Reservefonds  der  A^ 
stalt,   unbeschadet  seiner  Ansprüche  auf  die  für  Versicherungen 
vorhandenen  Dividenden- Äntheile,  gewährt. 


§.  78. 

Werthbestimmung    einer    Leibrente    für     eine    Person 
von    bestimmtem    Älter. 

Auf  die  im  vorigen  Paragraphen  gegebenen  Prämissen  sind 
die  hierher  gehörigen  Berechnungen  zu  gründen,  Sie  beruhen, 
wie  sich  diess  später  zeigen  wird,  vorzüglich  auf  der  Werthbe- 
ßtimniung  der  Leibrenten. 

Unter  Leibrente  versteht  man  nämlich  eine  bestimmte  Sumi 
{K)3    welche  so   lange  jährlieh  ausgezahlt  wird»   als   ein©  Person 
von  bestimmtem  Alter  lebt  und  deren  Äusjsahlung  aufhört,   wen 
dieselbe  stirbt. 

Am  einfachsten  wird  man  den  Werth  einer  Leibrente  bestim- 
men ^  wenn  man  von  dem  zu  deckenden  Bedürfnisse  einer  Anstalt 
ausgeht^  welche  es  unternimmt^  irgend  einer  Anzahl  von  Perso- 
nen,  welche  nach  ihrem  Alter  demselben  Jahre  angebüren,  eioe 
derartige  Rente  zu  gewähren. 

Bezeichnet  man  die  Zahl  der  demselhen  Jahre  angehiirigen 
Personen  durch  Aa  («fjährlgeu  Personeu),  und  legt  hiebel  eine 
bestimmle  ^terhlicbkeitstafel  zu  Grunde,  so  dass  die  Zahl 
der  Personen,  welrhe  am  Ende  des  Istcn,  2ten,  3ten*.,.  Jahres 
u.  s*  w.  Ms  zur  äussersten  Lebensgrenze  noch  am  Leben  sind,  der 
Reihe  nach  durch 

1)  Aa^l ,      Aa^l,      Aa^2 , Aa-^u 

KU  liezeichnen  sind,  so  hat  die  Anstalt  am  Ende  der  genannten 
Jahre  folgende  Summen  auszuzahlen,  wenn  jede  noch  lebende 
Person  die  Rente   K  jährlich  gemessen  will: 
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Rabattirt  man  diese  Summen  der  Zeit  entsprechend  bei  dem 
Zinsfussr  /?,  so  ist  der  gegenwärtige  Werth  der  %%xt  Deckung  des 
BediirfniBses  erforderlichen  Summe: 

^^         ^^    l,üp     "*■    ISSp^    ^    1,0/?'»  ^^'  1,U/?«  ' 

Diesen  Werth  haben  die  sich  betheiligenden  Personen  in  die  Casse 
tu  zahlen.     Nennt  man  nun  die  Sunime,  welche  jeder  einzulegen 
t,  £«,  so  betragt  ihre  Gesainmt-Einfagej  da  jeder  sich  för  die 
eiche  Summe  betheiligt,  £a-^a.     Hieraus  und  aus  2)  ergibt  sich 
die  Gleichung: 


.     3) 


Ea  = 


Setzt  man,  was  gewöhnlich  geschieht,  K^\,  so  stellt  sich  der 
Werth  einer  Leibrente  von  dem  jährlichen  Betrage  1  für  eine 
ojährige  Person,  die  durch  La  bezeichnet  werden  soll,  auf  fol- 
gende Weise  dar: 

wenn  nach  dem  Sammelzeichen  (Z)  allmälig  u  =  l,  2,  3....  u  gesetzt 
wird. 

Aus  4)  kann  man  auf  jeden  beliebigen  Werth  der  Leibrente 
(K)  übergehen,  wenn  der  Ausdruck  mit  iL  ntultiplickt  wird.  Auch 
kann  in  No.  4)  statt  a  jeder  andere  Werth  a-i-n  gesetzt  werden. 
Es  ändert  sich  nur  die  Form   und  es  entsteht  für  den  Werth  1: 


Op 


'    Ißp-/' 


Verschiedene   Arten   von   Leibrenten. 

Man  unterscheidet  zwischen  aufhörenden,  atifgesefao- 
lienen  und  temporären  Leibrenten,  und  versteht  unter  einer 
aufborenden  Leibrente  eine  solch e»  welche  mit  dem  Ende  des 
ersten  Jahres  für  eine  ajäbrige  Person  beginnt  und  n  Jahre  dauert; 
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unter  einer  auTgesckobenen  eine  solche ,  welche  erst  nacb  Ul 
fluss   von   m  Jahren   beginnt    und    bis   zur  Lebensgrenxe   daued 
unter  einer  temporären  eine  t?nlche,    welche  nach  Umfluss 
m  Jahren   beginnt  und  ii  Jahre  dauert. 

Die  Wert  he   dieser  Leibrenten    lassen   sich   nach    dem  [nhi 
des  §.  78*   leicht  bestimmen. 

Beginnt  eine  Leibrente  mit  dem  Ende  des  ersten  Jahres  i 
dauert   n  Jahre,    so    kommen    die  n  ersten    Glieder    der   Refh 
No.  2)  §,  78.   in   Betrachtung,    und    der    gegenwärtige   Werth 
Bedürfnisses,    uelches   die    Casse  zu   decken   hat,    ist  bei  erOj 
Leibrente  von  1 : 


1) 


R^ 


^a-l-l    ,    Ag^^T,        /! a+3 


h^P 


,oju'=  +  i;ö^»+"" 


Bezeichnet  man  den  Werth  einer  aufhörenden  Leibrente  ftir  e'rt 
ajährige  Person  durch  La,i,n\  so  ist  der  einmalige  Beitrag  em 
Person,  wenn  sich  Aa  Personen  betheiligen; 

2) 

Dieser  Werth  kann  durch  den  Werth  einer  lebcnf^länglichen  Leli 
rente  nach  §.  78.  ausgedrückt  werden.     Ergänzt  man  nömlicb  di| 
Werth   der  ßeihe  in  No.  2)    bis  zur  Lebensgrenze    und    zieht 
zugezählten  Glieder  wieder  ab»   so  erhält  man: 


3) 


-tröfl,«    — 


ila+1 


ila+g 


Aaljip 


s  + 


"^  Ja-  W/?"+*  ""  A^\  l,Ö/P« 


i4aJ,Oi0"+l  AaAßp^^^ 


ta4tt 


Die  erste  Reihe  drückt  nach  No.  4)  §•  78,  den  Werth  einer  lebenf* 
länglichen  Leibrente  La  aus.  Multiplicirt  und  drvidirt  man  die 
Glieder  der  zweiten  Reihe  mit  Aa-^n  und  zieht  den  allen  Gliede 
genieinscbaftlicben  Factor  im  Nenner  Aa^^fip^  aus  der  Reibe, 
gebt  No»  Z)  über  in ; 

4) 


Ag^fi 


Lf*'  »'*  -^•~A». LOP-  '  A^^ 


+    1  A„a   +  ••■• 


1,0|>» 


1,Ü^- 
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teihe  in  dieser  Dar&telliinE^  drfickt  iiach  5)  §*  78,  gleichfalls 
iti  Werth  einer  lebeii8laiip:licKeii  Leibrente  aus.  Führt  man  dte- 
en  Werth  ein,  so  ergibt  sich  aus  No.  4)  der  gesuchte  Werth  für 
llf  aufhiirende  Leibrente  auf  folgende  Weise: 


^ttj  t,n 


=  i«- 


La-^-n- 


loU  der  Werth  einer  aufgeschobenen,  nach  Umfluss  von  m  Jäh- 
en beginnenden  und  bis  zur  Lcbensgrenze  dauernden  Leibrente 
estimmt  werden,  so  kommen  die  iilieder  der  Reihe  in  No.  2)  oder 
Jo.  4)  §.  78.  vom  (m  +  l)ten  an  in  Betrachtung. 

Der  gegenwärtige  Werth  des  Bedurrnlsses  der  Casse  igt  daher  t 


t 


dieser   Betrag  durch   Aa  Theilnebmer  gedeckt  werden  muss, 

£">t  sich  sofort  der  Beitrag  des  einzelnen,  wenn  der  Werth 


7) 


'— x.i.Op^V  ißp 


l,Op' 


- +  ■ 


IMP^ 


Inrch  IVIultipIllcation  und  DWisIon  mit  Aa-^-m  kann  auch  dteae 
Leihe  durch  eine  lebenslängliche  Leibrente  nach  No,  5)  §,78.  aus- 
edrückt  werden.    No.  7)  erhält  dann  folgende  Form : 


MJa,  n»  -^ 


Aa-{-nt 


8} 

A^Aßp^Aa^mK    Iftp 
Aa[.m 


Die  Werthbestimmung  einer  temporären  Leibrente  ergibt  sich 
lif  gleiche  Weise,  denn  es  werden  hiezu  n  aufeinander  folgende 
ilteder  vom  (//i  +  l)fefj  (iliede  an  in  der  Reihe  No.  2)  oder  No.  4) 
.  78.  niitbig.  Der  gegenwärtige  Werth  des  von  der  Casse  zu 
eckenden  Bedürfnisses  ist  daher: 


9) 


l  Lell  XXXVllI. 


18 
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Oeidnffer:     Wettere  Ausführung 


Der  Beitrag   für  den   einzelnen  Tfaeilnebmer,   der  durch    £«,«,« 
bezeichnet  werden  soll,  ist: 


10) 


Ju« ,-  m, «  -^ 


1 


fAu^m\r       i4<a-f-m^j 

^I,Öp^A  1,0/1   ^  l,üp5i   "^  i,0/i3   "T'"'    1.0;^ 


Durch  Multiplikation  und  Division  mit  Aa^m  kann  man  diese  DarTi 
Stellung  nach  iVo.  2)  auf  den  Werth  einer  aul hurenden  Leibrente 
für  eine  (a ■{■  m)\^ht\%e  Person  zurückbringen,  denn  es  entsteht: 


Jjafm,ii  — 


^O-y-IT 


11) 

1      /A^^m^l 


Aa.hOp'"  '  Aa+m\      Ißp 


Aajrjni^ 


1,0^ 


4,.!, 0/1'^»^"+'"'*^** 

Man  kann  nun  auch  hier  verfahren  wie  in  No*  1)  — 5)  geschah, 
die  fehienfien  Glieder  der  Reihe  ergänzen  und  dann  wieder  ab- 
ziehen. Einfacher  ergibt  sich  die  Sache,  wenn  man  den  Werth 
ron  La^m; ijii  nach  No.  5)  behandelt  und  a-fm  statt  a  schreibt. 
Es  entsteht: 

Aa-i-m-^' 


MJa-^m;  1,«  -^  Jba-^tn  ' 


;  ^04-™+»* 


Aa^mAfip 

Wird   dieser   Werth   in   No*  11)   eingeführt,    so    ergibt    sich    zui 
Werthbestinimung  einer  temporären  Leibrente  folgende  Gleicbuog: 


zur 


12) 


Aa-\-m       j.  Ag-^m-^n 

^  Ag  .  1 ,0p'"  ^^"^  ^  Ag  .  l,ü/>«'+« 


■dg^m-^n^ 


Hiernach  sind  die  Werth e  der  verschiedenen  Arten  von 

reuten  sämmtlich  auf  die  Werthe  lebenslänglicher  Leihrenten 
rückgebracbt,  und  man  hat  es  nur  mit  den  letztern  zu  thun. 


§.  80. 

Methoden  für  die  Werthberecbnnng  der  Leibrenten. 

Bei  Aus  werth  ung   der  Leibrenten  für  Personen   der  verscbie- 
denen  Lebensalter  hat  man  eine   bestimmte  Sterblicbkeitstafel  xoj 
Grunde    zu   legen >    hieraus    nach    den    in    §,  78.  und  §.  79.  gedn 
denen  Gleichtiogen  zu  verfahren,   und  die  fraglichen  Werthe  Aw^ 
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Tainnitlieheii  Jahre  einer  Sterblichkeitsfafel  2u  berechnen»  um 
weiter  benutze ti  zu  litinnen, 

Liesse  sich  ilie  Zahl  der  Lebenden  aus  einem  bestimmten 
Gesetze  ableiten,  so  i\itrde  dress  die  \Verth(»erethMui)g  der  Leib- 
renten sehr  erteichtefn.  Diess  ist  aber  nicht  der  Fall,  daher  wird 
die  Ermlttelüni^  dieser  Wertbe  für  eine  grosse  Gliederanzahl  der 
fraglichen  Reihe  sehr  mühe  voll.  Man  kann  jedoch  bei  Äui^fiib- 
rong  der  nütbig  werdenden  Rabattirangen  manche  Erleicbtei:ting 
anbringen. 

Es  gibt  jedoch  schon  gefertigte  Lelbrententafefn,  wodurch  man 
Mulie  der  Rechnung  überhoben  ist» 

Zu  den    bekannteren  aitern  Tafeln   gebiiren   ilie^    welche  auf 
Jtr  zu  Northampton  beobachteten  Sterblichkeit^- Ordnung  beruhen 
nd  von  allen  Lebcnsversicherungs -Anstalten    in  London   benutzt 
erden,  dann  die  von  Deparciensc.     Zu  den  neuern  gehören  die 
ßrune,    berechnet    von    Ha  tt endorf   (Leibrenten   und 
sbens Versicherungen  von  D»  Jones,    DeuEseh  l>earbei- 
[t  von  K.  Hattcndorf.    Hannover  1859),  dann  eine  von  Herrn 
Kasten    in    Frankfurt   berechnete   und   mir   mitgetheilte,    die 
auf  die  von  Finlai^on   angegebene   Sterblicbkeit«- Ordnung 
ludet. 

Von  den  Methoden  ^  deren  man  sich  zur  Berechnung  der  Letb- 
i^en  bedienen  kann,  werden  bier  folgende  angeführt: 

Erste  Methode.     Sie  besteht  in   der    direkten   Berechnung 
in  No.  4)  §.  78.  angegebenen   Gleichung.     Zu   dem  Ende   hat 
[inan  in  die  Formel 

einem  bestimmten  Zln-sfuss  die  Wertbe  der  Ä  naeb  einer  ge- 
tilten  Sterblich keits- Ordnung  und  für  1,0/j  einzuführen,  jede« 
Keine  Glied  zu  berechnen  und  sie  in  eine  Summe  zu  vereinigen« 

Hiernach  ist  der  Werth   einer  Leibrente  für  einen  89jährigen 
inn  nach  Finlaisou   bei  3  Proceot : 


,03  +  1,03^ 


7  4 

+  1,03«  + 


,03*+ 1,03V 

"i:öp/ 


ist: 


18* 
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Oettinger:     Weitere  Ansführunff 

11.1,03-^  =  11 .0,9708737=10,6796116 
7.1,03-^^  7.0,9425959=  6,5981714 
4.1,03-3—  4.0,9151417=  3,6605666 
3.1,03-*=  3.0,8884870=  2,6654611 
lJ.03-ö=    1.0,8626088=  0,8626088 

24,4664195 


% 


L,,= 


24,4664195 
17 


=  1,43920115. 


Eine  zurücklaufende  Berech nuiigswei 


Diese  K       t^de  ist  sehr  inGhevoll  und  zeitraubend,  wie  man  »( 

Zwc    e  Methode. 

erhält  man  dadurch,   dass  man  ans  No.  1)  da^t   erste   Glied  ^ 
innerhalb  der  Klammer  scheidet.    E»  entsteht 

3) 
^'~A.  l,Op  L  ^  +  ^.+1  ^  l,itp  +  l,Op^  + 1,0/»»  +  ■  I  ,Op"-vJ 

wie  sich  diess  aus  No.  5)  §.  78.  ergibt»  wenn  man  n=zl  setzt. 

Ist  nun  der  Werth  einer  Leibrente  für  eine  (« +I)jährigePi 
son  gefunden,    so   kann   man   daraus   den   für   eine  tim  ein 
jüngere  Pereon  durch  Ausführung  der  in  No.  3)  angezeigten  (k 
sehäfte  ßnden.    So  ist  der  Werth  einer  Leibrente  für  einen 
rigen  Mann  nach  Finlaison: 

4) 

=  1,67744415. 

Ein  einmal  begangener  Fehler  schleppt  sich   in  den  darzustell 
den  Werthen  weiter.    Es  wird  daher  zweckmässig  sein,  nach« 
andern  Methode  von  Zeit  zu  Zeit  eine  Controle  vorzunehmen* 

Dritte  Methode.  Man  beginne  mit  dem  letzten  die 
Aa-{-u3  rabattire  mit  1,0/?,  zähle  hinzu  die  Zahl  der  im  varh 
gehenden  Jahre  lebenden  Personen  (^o-f-u^i),  rabattire  die  erfcl 
tene  Summe  mit  1,0p,  fahre  so  fort  und  theile  schliesslicb  l 
der  betreffenden  Zahl  der  Personen  Aa*  DIess  Verfahren  sU 
seih  auf  folgende  Weise  dar: 
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5) 


==((•  (T^+^-+-Or%+^'+''-')i:^+ +^"+0 


Dieae  Methode  hat  den  Vortheil,  dass  man  mit  jedem  Gliede  ab- 
treclien,  die  schon  erhaltenen  Werthe  benutzen  und  der  R  ihe 
■»eil  allmälig  die  Werthe  der  Leibrenten  für  jedes  Alter  einer 
Sterblicbkeits-'Ordnnntr  berechnen  kann.  So  ist  unter  der  eben 
kngegebenen  Voraussetzung : 


1       1 

1.03*3' 


0,9708738 


6) 
=0.3236245, 


I 

^  _t  l       ^^      1      _ 3,97087378     3,85g-2 
^*  -  \1>03  +  V IMA  -     4 . 1,03    -         4 

—  VU03  +  Vl,03  +  Vl,03.7-         7,1,1 

^1,0804892], 

h»«» = (((i:p  +  ^)  M)3 +^)  röa + ^) 


,85521726 
4         " 

85521726 
,03 


f  ti?» 
0.96380431« 
7,6i6J2453 


1,03  Jl 


7  +  7,62642453 
11.1,03 


14.20041216 
l—         11 


=  1,29094656, 
1 


24,46641957 


N:(14>20041216  +  ll)|-ög-^=      '    y^        =M3920115 

w.  Führt  man,  wie  hier  geschehen,  die  Rechnuog  mit  der 
risioii  durch  1,03  aus,  e^  hat  man  eine  grosse  Zahl  von  Deci- 
lalstelleii  uuthig,  um  die  früheren  Werthe  richtig  zu  erhalten. 
Is  wird  daher  die  Reehnung  mit  Logarithmen  hier  vorzuziehen 
ein,  was  eini^  Erleichterung  genührt,  da  man  ausser  den  Zahlen 
er  Lebenden  nur  den  Logarithmen  von  1,03 ~^  bedarf.  Um  sicher 
AMben»  kann  man  gleichsseitlg  die  zweite  Methode  benutzen. 

Vierte   Methode.     Wird  die  Reihe  No.  1)  mit  l,0;j"  raulti- 
licirt   und    dividirt,    oder,    was    dasselbe  ist,    wird  der   Divisor 

aus  der  Klammer  geschieden,  so  entsteht: 


Aa^lS^p^ 


7J 

(Ja+l.l,0/>«"l+.^a  +  a.l,0/?«-^+...^a-Ht^l.l,0/J+Ja4u). 


I^rgleicht    man    hiermit    den    Werth     der    Leibreute     fiir 
~  '   'irige  Person,    so  entsteht: 
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Oeltiuger:     Weitere  Ausfä/wung 


8) 


La^l 


1 


In  beiden  KeilieD  «iiifj  die  (ii-^l)  letzJen  Glieder  einanfl«r  gleich. 
UaD  kann  daher  von  8)  auf  1)  übergelien.  Zu  dem  Ende  hat  man 
SB  der  Summe,  ivelche  UW  Glieder  xier  eiugesclilosseüen  RiHbt 
10  Ko.  8j  Hilden,  Aa^i.lfip^^^  zu  zählen  und  dann  mit  dein  vnrge« 
schnehenen  Divisor  zu  theilen. 

Um  die  Leibrenten    für  eine   bestimmte  Sterhlichkeitstafel  zu 
erhalten^  hat  man  also  die  verschiedenen  Summen  der  Reibe 

zu  bilden  und  die  angezeigte  Division  bei  jeder  einzelnen  Summe 
zu  machen.  Da  diese  Methode  hauptsächlich  auf  Multiplikationen 
beruht,  so  lasst  sie  sich  leicht  durchführen,  wenn  man  im  Be- 
sitze von  ]V1ulÜp]Lkatiout<itafeln  ist.  Die  Wert  he  von  Xy^p^  uod 
l,Op~"  sind  den  bekannten  Tafeln  zu  entnehmen.  Zudem  gewahrt 
die  Methode  den  Vortheil,  dass  ^ich  ein  hei  der  Division  began* 
gener  Fehler  nicht  fortschleppt  und  die  Sumniirung  der  Reihe 
sich  leicht  controiiren  lässtj  man  also  hei  einiger  Aurmerkjsam* 
keit  gegen  die  Gefahr  des  Fehlens  gesehützt  ist.  Man  kann  fyr 
die  niithig  werdenden  Geschäfte  eine  besondere  Tabelle  entwer* 
fen  in  nachstehender  Weise,  wozu  die  Sterblichkeitstafel  von 
Finlaison  benutzt  ist:  ^ 


Alter 

Zahl   der 

Lebenden 

Aa 

1,03— 

1,03" 

S 

Wertb  ^1 

94 

I 

93 

3 

0.970S73786 

1,03 

1 

0.3236246  , 

92 

4 

Ö.942595909 

1,0609 

4,09 

0,9638043   ^ 

91 

7 

0,913141659 

1.092727 

8,3336 

1,0894893    ; 

9p 

11 

0.888-187048 

1,12550881 

13,982689 

1,2909466    ' 

a» 

17 

0,8IJ2Ö08784 

1,159274074 

28,30328591 

1,439*201« 

88 

24 

0,837484257 1 1,194002297 

48,070945168 

1,67744« 

87 

34 

0,813091311  jl,22!)873865 

76,728200296 

l,83.iyi3'2 

86 

44 

0.789409234 

1,266770081 

118,54391170ti 

2.1268106    ,, 

^6  , 

56 

0.76641G732 

1,304773184 

174,281795270 

2,3832228    ., 

84 

68 

0,744093915 

1,343916379 

247,349093574 

'2,7066317    : 

D 

ie  Werthc 

■  dei  fünften 

Reibe  (S) 

findet  man,  w« 

:aa  miD  dil 
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Werthe  der  zweiten  (Aa)  und  der  vierten  (1,03")  rorliergebenden 
Horiznntalreihe  niultipllcirt  und  zu  der  Zahl  in  derselben  ftJtiften 
Horizontalreihe  addirt.    So   ist  die  Zafil  {S)  in  der  vierten  Mori- 

zon  talreihe : 

8,3336  ^  4 . 1,0609  +  4,09  =  4,2436  +  4,0y, 

Wertbe  der  Leibrenten  findet  man,  wenn  man  den  Werth  in 
HTer  fünften  Eeüie  mit  dem  Werthe  in  der  dritten  gleichen  Hori- 
I  zontalreihe  muUiplrctrt  und  durch  die  Zahl  der  zweiten  gleichen 
Horizontalreibe  tbetlt.     So  ist: 

L^^^l.  1,03-3  (4^  1^03^  +  3  J,03  + 1)  =  \ ,  1,03-^,  8,3336 

* 
Die  eben  niitgetli eilte  Methode  empfiehlt  sich^  wie  man  sieht« 
eine  bequeme ,    sehr  filrdernde  und  sichere  Methode  und  ver- 
Jent  vor  den  übrigen  wohl  den  Vorzug. 

Sind  die  Werthe  der  lebenslänglichen  Leibrenten  för  eine 
stimmte  Sterblich keifstafei  bekanntj  so  ergeben  sich  die  für 
^  Hufhörende,  aufgeschobene  und  temporäre  nach  §,  79.  ohne  Schwie- 
t    rigkeit. 


§,  8L 

rerthbestimmung  einer  Leibrente,  welche  so  lange 
izafalt  wird,  als  zwei  Personen  von  bestimmtem  Alter 
sich  am  Leben  befinden. 


Soll  der  Werth  einer  Leibrente  bestimmt  werden «   welche  so 
ige  jährlich  mit  der  Summe  1  ausgezahlt  wird,   als  zwei  Per- 
len,   wovon  die  eine  ä,   die  andere  b  Jahre  alt  ist,   zusammen 
en,  so  wird  folgende  Methode  zum  Ziele  fuhren. 

Da  die  Leibrente  nur  ausgezahlt  wird,  wenn  beide  Personen 
noch  am  Leben   befinden,   &o  hat  man   die  Fälle  zu  bestlm-- 
,   in  welchen  dies  Eretgnii^s  eintritt. 

Die  W^ahrscheiulichkelt,  da^  die  fraglichen  Personen  am 
Ende  des  ersten,  zweiten,  dritten,...,  Jahres  bis  zur  Lebensgrenze 
Zusammen  leben,  beruht  auf  der  Verbindung  der  Wahrscheinlich- 
Ceit,  dass  jede  einzelne  Person  am  Ende  dergenannten  Jahre  noch 
ebt*  Die  Wahrscheinlichkeiten  für  das  fragliche  Zusammenleben 
teilen  sich  der  Reibe  nach  durch  folgende  Ausdrücke  dar: 


276 
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Aa^Ak 


Aa^U'-A^^ 

A(t»  A^ 


In  jedem  dieser  Fälle  müss  flle  Summe  1  gezahlt  werden^ 
aber  diese  Werthe  erst  im  Laufe  der  Zeit  gezahlt  werden  mi 
seHj  50  hat  man  zur  Bestimmung  dejs  gegenwärtigen  Wertl 
dieser  Summen  sämmtliche  Glieder  der  Zeit  entsprechend  liei  dera 
Zinsfuss  p  zu  rahnttiren.  Bezeichnet  man  riuit  den  Werth  eiuer 
Leibrente  für  zuei  verbundene  Leben  nach  dem  Vorgänge  dw 
friihern  durch  Lab,  so  erhält  man  hiefür  folgende  ßestinunung, 
wenn  man  den  gemeinschaitlichen  Divisor  Aa>Ab  ausscheidet: 

1) 

j      _       1        AAu^i,Ah^i       ^4flj-2^&+2       Aajr^*Abjrl  Aa^uMj^\ 

^'^-a^.aA    ifip    ^    hop^    ^    i.op3    ""    ifip^  f 

Das  hier  gefundene  Gesetz  tritt  deutlich  hervor  und  charakteri- 
sirt  sich  ganz  in  derselben  Weisei  wie  datf^jenige ,  welches  naek 
§.  78.  No.  4)  zur  Werthhe.^timmung  für  eine  einzige  Person  gilt 

Auf  dieselbe  Weise  bestimmen  sich  auch  die  Werthe  für  iwel 
verbundene  Leben  für  die  tu  §.  79.  aufgeführten  besondern  Leib« 
renten. 

Der  Werth  einer  aufhörenden  L.eibrente  für  das  Zusammen- 
leben zweier  Personen  von  dem  Alter  a  und  ^  ist  dann  üach 
§.  79.  No.  2)  und  No.  5) : 

2) 


=  Lah  - 


Der   Werth   einer   aufgeschobenen   Leibrente    ist  oacb  $*i 

No.  7)  und  No.  8): 

3) 
\ßp  +  1,0/1^  +""■ 


LoA,  m  — 


Aa.AtfAfip' 


:( 


Aaj-mjA^^\ 


l,Op' 


Aa^AtA,Op'' 
der  einer  temporären  ist  nach  §.  79.  No.  11)  und  No.  12)  : 
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^Jah;  ui,«  — 


AaAbA.Üp^* 


( 


4) 


1,0/1 


1.0/«« 


) 


[  =  ^«.^A.l.Op'^^^^^"'^ <*+™^  "  :ia :^* .  l,Oj»^+^ ^(*f^+") <h™+«i- 

Die  Wertliberechimiig  dieser  Leibrenten  kann  nacli  den  in  §.  80. 
angegebenen  Methoden  gejschehen.  Sie  ist  aber  viel  müheToller 
und  weit  ausgedehnter  wegen  der  vielen  möglichen  Combinatio- 
neDj  als  die  der  Leibrenten  fiir  einzelne  Leben. 


§.82. 

Wer  thb  est  immun  g    lebenslänglicher    Versicherungen. 

Auch  hier  gelangt  man  am  Einfachsten  zum  Ziele,  wenn  inari 
von  dem  I5edürrnisse  der  Casse  ausgeht.  Bezeichnet  man  die  Zahl 
der  Personen,  welche  nach  einer  hestinimten  Sterblichkeitstarel 
im  rtten,  (ß+l)ten,  (fl  +  2)ten  Jahre  u.  s.  f.  sterben,  der  Eeihe 
nach  durch 

und  nimmt  man  an,  dasa  samnitliche  njährige  Personen  {A^)  zu- 
I  sammentreten»  tim  für  den  Fall  des  Todes  mit  der  Summe  K  ihr 
I  Leben  ^u  versichern,  so  hat  die  Casse  am  Ende  der  genannten 
I      Jahre  Ixilgende  Summen  zu  zahlen ; 

^M)er  gegenwärtige  Werth  sämmtJicher  Summen  ist  hei  p  Procent: 


r,ü/3«+i ' 


Da  sich  Aa  Personen  hiebe!  betheiligen,  so  niuss  jede  den 
gleichen  Hetraj;  hieran  zahlen.  Bezeichnet  man  denselben  mit  Eg, 
so  haben  die  Theilnehmer  die  Summe  Ea*Aa  zn  hinterlegen. 
Diese  Summe  muss  dem  in  No.  1)  ani^^egebenen  Werth e  gleich 
«ein.  Hiernach  ist  der  einmalige  Beitrag  für  den  einzelnen  Theil- 
tiehmer : 


2) 
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Dieseo  Werth  kaiio  man  nach  emer  der  m  §.  80*  angegebenea 
Methoclea  berechnen,  wenn  man  die  Zahl  der  in  den  einzelnen 
Jahren  sterbenden  Personen  einführt.  Man  kann  jedoch  den  Werlh 
der  vorstehenden  Reihe  auch  durch  Leihrenten  darstellen.  Die 
Zahl  der  in  einem  beslimmten  Jahre  SCerhenden  findet  man.  wenn 
man  die  Zahl  der  am  Ende  des  Jahres  noch  Lebenden  von  der 
Zahl  der  am  Anfang  desselben  Jahres  Lebenden  abzieht.  Bier- 
nach  ist: 

3)  Mai-n  —  Äa^n  —  Aa^n^i. 

Setzt  man  nun  der  Reihe  nach  0,  1,  2,  3,....  statt  n  in  3)  und 
führt  die  hiedurch  entstehenden  Wert  he  in  die  Reihe  No.  2)  eirii 
so  gewinnt  man  folgende  zwei  Reihen : 


4)       £, 


Aa         Aa^\ 


t.dp^^  l,0/>^ 


l,Op 


0- 


Offenbar  drückt  die  negative  Reihe  nach  §.  78.  den  Werth  einer 
lebenslänglichen  Leihrente  aus*  Die  Glieder  der  positiven  Reihe 
lassen  sich  gleichfalls  auf  eine  solche  zurückbringen,    wenn  man 

j-^  ausscheidet,  Geschieht  diess,  so  geht  die  i^orstebende  Dar- 
stellung in  folgende  üher; 

5) 


_    _  „   r_]_  l  /Aa+l        Aa+2  ,  A„+3 


d2±sYt 


KL, 


Der   eiomalige  Beitrag  bestimmt  sich  nach  den  iiiithigeu  Redoc- 
tionen  hieraus  durch  folgende  Gleichung: 


6) 


*"•-*•  100+7  ~        J.t»/»    ■ 


p  i.Op 

Nimmt  man  auch  hier  die  Vers  ich  erun^äsumme  zur  Einheit  an. 
K=\,  von  der  man  anl' jeden  beliebigen  Betrag  übergehen  kann, 
so  ist : 

JOO—p.La  _  l—O.OpLg 

'  100 +p   —     1,0p    ■ 


7) 


Die   Vorschrift,    welche    diese    Formel   enthält,   ist   leicht   zu  er- 
kennen.    Soll   hiernach   der  Werth   einer   Versicherungssumme  1 


der  pQlUUchen  AritämetiH. 
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Ir  eine  SOjährige  Person  Dach  Fhilaisciii  bei  3  Proceot  bestimmt 
werden,  ^o  Ut  die  eif)malig<3  Eitikaufsäuiume: 


I 


^30=="^ 103'^^'^     ^^T03~^ ~~  ~  0,4160^65. 

ach  der  Sterbllchkeit^tafel  von  Northampton  ist  sie: 

^30=^  \ivi  ^  ~u\i~  —0,47800- 


103  ^     103 

Nach  der  Sterblkhkeitstafel  von  Deparcieux 


Nach 


F        lOQ -3. 19.492     41,524 

-Bjo^ \M = -^03- = 0,4031  S. 


103 


ach  der  von  Brnne: 


g.  83. 


•  _  100-3.19.1778  _  42.4666  _ 

MaD  siehl  wie  nahe  die  Werlh^  von  ßrtine  und  Flniaison  zu- 

tlirnnenkoninren,       ihnen    näbert    tiich   der    nach    Deparcieux, 
ährend  die  Tafel  voo  Worthamp  ton  einen  viel  griifisero  Werth 
giebt,  was  von  der  grüs^sem  Storbliehkeit  herrührt. 

Y 

^Werthbestinimun  g   für   VerfiicherungSBummen   aut    he- 
^B  stimnite  Zeit  (kurze  Versicherungen). 

Die  hier  zu  beantwortende  Frage  stellt  sich  auf  folgende 
Wei*?e  dar:  Eine  üjährige  Person  will  ihr  Leben  mit  irgend  einer 
Summe  {K)  unter  der  lleflingunpj  auf  irgend  eine  Anzahl  («)  auf 
einander  folgender  Jahre  versichern^  daiü8  diese  Summe  ausgezahlt 
wird,  wenn  sie  im  Laufe  dieser  Jahre  stirbt.  Wie  gross  ist  die 
hiefür  einzuzahlende  Summe? 

Üie  vorliogende  Frage  beantwortet  sich  auf  die  in  f.  82,  an- 
gegebene Weise,  wenn  man  die  in  No.  I)  und  No.  2)  §.  82»  gege- 
bene Darstellung  auf  n  Glieder  beschränkt.  Hiernach  beistimmt 
»ich  der  Werth  der  Kaufs^unime,  die  mit  Eaii,n  bezeichnet  wer- 
den soll,  %venn  die  Versicherungssumme  1  ist,  durch 

IL  ,.  _  J_  fjjh         Ma±l        Ma^  Ma±n-l\ 

erle|;t  n»an  nun  die  Glieder  in  der  Klammer  nach  No.  4)»  5)  und  6) 
82.  iü  zwei  l^eih^n,  so  entsteht  aus  der  vürsiehenden  Gleichung; 
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2)      £.,,,«  = 


I 


I.Ojo^  1,0/1.  W, 


■^n+a   ,  f*a+»— 1\ 


1,0/i^ 


1,0p»-'/ 


1  /A, 


-iC 


a-hl 


la+S 


Ifip^lßp"^ 


) 


-l,0p  +  l,O/j 


a;l,«=^|- 


■^a;  l,iit 


denn   beide   Reihen  in  No,  2)   bezeicbnen   nach   §,  79,  No.  2)  auf- 
httreiide  Leibrenten.     Nun  ist  nach  No.  6)  §.  79.; 


ija;l,ii'-l=;Xa 


1-  Y  ^a^n       j 

Werden  diese  Wertbe  in  2)  eingeführt,  so  erhält  man 

3) 


1.0^^  J,0/>* 


^-;i.— if »..+  !(»„ (^«-     Aa.lfip'^^    )-i.+  ^,.i,(]^-' 


und  hieraus  nach  den  nöthigen  Reductionen; 

1— 0,0/>.I/a       iJa+n-l  ■  ^a+n-t  —  ^a+a .  Laj-u 


4)      £a;i,n^- 


1.0p 


Aa.i.Op'* 


oder 

5) 


Em;  l,n  — 


lOO^pLg         ^ffl-l-Jt-l  ■  Lg^n-l  —  Ag^-n*  Lg^n 


100  +  p 


J«.i.qp" 


Hiedurcb  ist  auch  äw  Werthbestlmmung  von  kurzen  Versiehe* 
rungen  auf  den  Werth  der  lebenslänglichen  Leibrenten  zurückge* 
führt  Umfasst  die  Zeitdauer  lör  eine  kurze  Versicherung  nur 
ivenige  Jahre  (etvta  5  oder  weniger),  so  uird  man  oft  schneller 
zum  Ziele  gelangen,  wenn  man  die  Gleichung  Wo.  1)  benutzt  und 
die  Wertbe  für  die  M  aus  den  Tafeln  beätimnit  und  einfuhrt. 
Diese  bleiben  uämlreb  bei  kleinen  Zeiträumen  gleich»  oder  diffe- 
rireii  nur  wenig,  so  dass  man  dann  mit  Vortheil  die  gewiihnliüben , 
Zinstafeln  benutzen  kann. 

Soll  hiernach  die  einmalige  Kaufsumnie  einer  VersicheruDg 
llär  eine  30jährige  Person  nach  FInlaison  bei  Z  Procent  berech- 
net werden j  die  20  Jahre  dauert,   so  erbalt  man  aus  No,  5): 
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^o.-i.ao  — 


100— 3.x,, 


6) 


103  ^3o*l»Ü3*o 

100— 3  J9,0473525       570.14,1392877  —  561J3J971049 


103 


732, 1,03*0 


=  0,41609652-^5^-^3^ 


V  =0,41609652—0,1917929=^0,2243036; 

fär  eine  Versich eriiug  von  100*  müssen  daher  22,430  erlegt  werden. 

Sollte  aber  die  Versicliernng  nur  5  Jahre  dauern,  so   ergäbe 

Caus  No.  I): 
_   1    /  9  9  9  9  9    \ 

9     1  —  1, 03-*  _ 9. 4,5797072 


73^ 


"732"       0,03       ^ 
=0,05630787...., 

und  man  hätte  für  eine  Sjährige  Versicherung  von  100  nur  5,630...« 
■JEU  erlegen* 

H        Für  eine  Versicherung,  die  vom  30sten  bis  zum  90eten  Jahre 
Bhuert^  bt  die  Kaufgumme: 

100— 3*Xf jQ   -"SP "  *^tt  ~^  -"oo  ■  ^o 


^90; 1^60  — 


103 
=  0,41609652- 


17. 1,439201  J5  — 11,12909466 
732J,03«> 


t=0,41609652-~:p|^ 
=0,41371608. 


§.  84. 

Werthbestiinniung  einer  Versicherung»  welche  wie  ge- 
wShuHch  ausgezahlt  wird,  wenn  die  versicherte  Person 
innerhalb  n  Jahren  stirbt  und  spätestens  am  Schlüsse 
des  «ten  Jahres  ausgezahlt  uird,  wenn  die  versicherte 
Person  den  festgesetzten  Zeitraum  überlebt 


Da  die  Versicherungsbanken  auch  Versicherungen  auf  eine  be* 


Oet tinger:     WiUtre  Ausfähninff 


schränkte  Zeit  In  cTer  Weise  ztilasgeD,  dass  die  Vergicberung 
summe  jedenfalls  ausgezahlt  wird,  und  zwar  innerhalb  derselben, 
wenn  der  Versicherte  stirbt,  oder  am  Srbluss  derselben,  wenn  er 
die  festgesetzte  Zeit  überlebt,  so  liegt  die  Aufs;abe  vor,  die 
Griisse  der  Einkaiifi?snmme  für  eine  solche  Versicherung  zu  be- 
stimmen. Für  die  Dauer  dieser  Art  von  Versieherudger*  ist  ge- 
wrihnlich  eilt  Minimum  (bei  der  Gothaer  Bank  II  Jahre)   bedingt. 

Erste  Methode.    Nimmt  man   an,  dass  eine   Anzahl   ojäh- 
riger  Personen  (Aa)  »hr  Leben  auf  die  genannte  Art  zu  versichern 
wünschen,  so  ist  das  Bodürfniss,  welches  die  Gesellschaftskasse 
innerhalb    ji  Jahren    hei    der   Vers  ich  erungssumme   1    wegen    der     . 
eintretenden  Todesfälle  zu  decken  hat: 


1) 


31a ,      Ma^l ,      jl/a+2  , 3ia+n-l' 


Ausserdem  hat  die  Casse  noch  am  Schlüsse  des  nten  Jahres  an 
sämmtliche  Personen,  welche  am  Ende  des  iiien  Jahres  noch 
leben  (Aa-{-n)  gleichfalls  die  Versicherui*i^ssnnime  auszuzahlen. 
Zählt  man  daher  zu  der  Reihe  INo.  1)  noch  das  Glied  Aain  und 
rabattlrt  der  Zeit  entsprechend  mit  dem  Zinsfiiss  p,  so  ergibt  sich 
der  von  den  Aa  theilnehnienden  Personen  zu  deckende  gegenwär- 
tige VVerth  des  Cassenbedürfnisses   durch    folfreiide    Darstellung: 

2)  "      ^^» 


3ia±n-l        Aa^ 


Nennt  man  nun  die  Einkau fj^isumme,  welche  jeder  Theilnehiner 
sogleich  einzulegen  hat^  Ea,n,  so  zahlen  sämmtlicbe  Theilneluiier 
die  Summe  Ea^n-Aa.  Diese  Summe  muss  dem  Werthe  in  No.  2) 
gleichkommen.  Hiernach  bestimmt  sich  die  Grösse  der  einmali- 
gen Einkaufssumme  durch  : 


3)     Ea 


l_/3 


3h^i  .  3Itt^% 
Op  +  Ißp^  ^  Ißp^  ^  ""    hÖp^ 


Löst  man  nun  die  Reihe  in  der  Klammer   nach  No,  I)undNo,  2) 
§.  83.  auf,  so  ergibt  sieb  folgende  Darstellung : 


}_  ( A±  I  -"x^  I 


a\% 


\.^p^ 


oder 


'  L0/>  ~  MVj^  —    ...  —  1  0^«_i  —  ^f^p^} 


^^^^-Wp^A~~ 


oj-l        A^\%  A^\n-\\ 


Lüp"-V 


der  polfUachen  AritlnaeHk, 


2SS 


08  entsteht  Dach  No.  2)  g.  79 
4)  £a,«= 


Ja;  I,B— 1 


—  l,Op.Xq;l,fl-i  1— 0,0/?.  Xfl-  1,11-1 


Ißp' 


100— p.lifl;|,Tl-l 
100+/I 


UÜ/I 


(un  ist  nach  INo.  5}  §.79.: 
I  Xj-fli ;  1,  m— 1  ^  Xö 

\ 


ÄA^n-^l .  J^a^ft^l 


UTcK  Einführung  dieses  Wertlies  in  No.  4)  entsteht: 


I  —  0,0/1 -Z.»       0,OjJ  ■  Atn-1  ■  Lg^n-l 


1.0/, 


^a.l.OT," 


ISfO,  H— =- 


lOO— pZ^a         D,Op ■  ^g4-)i-i .  Z^g^-l 


100 +p 
lOO— p(Xa- 


■     Bei  der  Anwendung  gewährt  bald  die  eine,    haid   die  andere 
▼en  den  in  jNo.  3),  5)  und  6)  gegebenen  Formeln  besondern  Vortheil. 

Zweite  Methode.  Zu  demselben  Resultate  gelangt  man 
auf  folgende  Weise.  Will  eine  «jahrige  Person  unter  den  ge- 
nannten Bedingungen  eine  auf  w  Jahre  dauernde  Verdcherung 
kaufen^  so  ktinnen  folgende  Fälle  eintreten:    die  ajährige  Person 

stirbt  im  Laufe    des  Isten^  2ten,  3ten, rieten  Jabre8   oder  sie 

lebt  noch  am  Schlüsse  des  letzten.    Die  Wahrscheinlichkeiten  för 
das  Eintrefi'en  der  angedeuteten  Ereignisse  sind  der  Reihe  nach: 


100+p  '      • 


«ö+n 


(ber  dieser  Fälle  muss  eintreten»  In  jedem  derselben  vTird  die 
crsichernngssumme  1  ausf^ezahlt.  Werden  nun  diese  Glieder 
der  Zeit  entsprechend  bei  dem  Zinsfuss  p  rabattirt,  so  Ist  der 
Werth  der  sofort  zn  zahlenden  Kaufsurame; 

O   ^^^^—AaXifip^f^Qp^'^hQp^^'"    1,0p«   +I,Op"/ 
^ese  Reihe  fällt  mit  No.  ^)  zusammen. 
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Nach  diesen  GleicIiDiigen  sind  die  Werthe  der  einfnali|eii 
EintcaufssuiTiTnen  fyr  Versicheningen  in  Gesellschaften«  von  wcl* 
chen  jene  am  Schlüsse  eines  bestrmniten  Jahre«  (von  der  Gothaer 
Bank  am  Schlüsse  des  OOsten)  ansgezahlt  werden,  20  berechnen. 

So  ist  die  einmalige  Kaufsumme  für  eine  Versicherungssammf 
1  ffir  einen  30jährigen  Mann,  die  spätestens  am  Schlüsse  de« 
90dteo  Jahres  gezahlt  wird,  nach  No.  6): 


=  0,41609652  + 

=  0,4160%52  + 
=  0,4162667. 


0,03  ■17.1,439^115 
732.1,03«» 

5^551^5-— =*>'^^^^^+O'O0O170195  j 


Hiernach  hat  ein  30jähriger  Mann    für  eine  Versich eron^  v« 
100  bei  lehenslänglicher  Dauer  nach  Pinlaison  (§.82.): 

100.  £30  =  41,609652, 

wenn  sie  spätestens  im  OOsten  Jahre  ausgezahlt  wird; 

100.^30,00=  41.62667. 

und  wenn  sie  nur  vom  30sten  bis  90sten  Jahre  dauert  (§.  83) : 

100.^30  ru  60  =  41,371608 

zu  zahlen.     Diese  Werthe  differireri  sehr  unbedeutend. 


Werthbestimmung  jährlicher   Beiträge    (pTämien)   fl 
teben8l an  gliche   Versicherungen. 

Die  einmaligen  Einkaurssummen,  welche  zur  Erwerbung  ein 
nur  elnigermaassen  bedeutenderen  Versicherungssumme  erfordi 
werden»  sind,  wie  man  sieht,  und  namentlich  im  Falle  des  Eilj 
tritts  in  einem  vorgerückteren  Lebensalter,  nicht  ohne  Belang,  u» 
würden  ans  diesem  Grunde  Personen,  welche  nicht  über  die  nwtb^ 
gen  Mittel  hiezu  verfCJgen,  dagegen  jährlich  kleinere  Erspamisil 
machen  können ^  von  dem  Eintritt  in  die  Gesellschaft  abbalteo. 

Um  nun  die  Thellnahme  zu  erleichtern ,  haben  die  Banken  di^ 
sachgemässe  Einrichtung  getroffen,  gleiche  jährliche»  am  Anf^g 


der  polnischen  ArUhmetik. 
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des  Jahres  zu  zahlende  Beiträge  statt  einmaliger  Einlagen  zu  ge* 
statten. 

Sf*ll  üun  (lits  Bedürfniss  der  Cas^e  durch  jährliche  gleiche 
Beiträge  statt  der  Auszahlung  einer  einmaligen  Einkaufssninme 
gedeckt  werden,  und  bezeichnet  man  die  Grösse  dieser  Beiträge 
jur  eine  ojährige  Person  durch  J^«,  so  hat  jede  von  den  am  An- 
fange des  «ten  Jahres  lebenden  Personen  (Ja)  diesen  Beitrag, 
eben  so  die  am  Anfange  des  (n  +  l)teu  lehenden  {Aa^i)^  die  am 
Anfange  des  (a  -|  2)ten  Jahres  Lebenden  (/fa+2)  den  gleichen 
Beitrag  zu  zahlen  u.  s.  f.  Die  Geselbchaftscasse  erhält  daher  zu 
Anfang  der  nachfolgenden  Jahre  folgende  Sninmen : 


I) 


Ba  *  Aa ,      Bn  r  Aai^l ,      Ba  -  Aa-^^, , Ba .  Aa-\-u* 


Werden  diese  Summen  der  Zeit  entsprechend  hei  dem  Zins- 
luss  p  rabattirt,  so  ist  der  gegenwärtige  Werth  der  in  die  Ge- 
sellschaftscasse fliessenden  Summen: 


3) 


^^^''V^AAWF'^ySF^'^^^^ 


eser  VVerth   kommt  dem  in  g.  82,  N0.I)  angegebenen,   welcher 

ilas  Bedürfniss  der  Casse   bezeichnet,    gleich,    wenn   dort   K^^V 

gesetzt   wird.     Er   ist   von   den   Aa  jetzt   lebenden    Personen  zu 

decken,     Daber  hat  jede  Person  den  sie   treffenden  Antheil  bier- 

H^n  zu  tragen,  der  sieb  auf  folgende  Welse  bestimmt: 

nach  §.  78.  No.  4),  Diese  Summe  fällt  aber  offenbar  mit  dem  ein- 
xnaligen  Einkaufspreise  fiir  eine  lebenslängliche  Versicherung  Ea 
§,  82,  No.  4)  — 7)  (ffir  A'=  l)  zusammen,  denn  die  einmalige  Ein- 
kanfssumme  soll  durch  jährliche  gleiche  Beiträge  ersetzt  werden. 
Daher  ist: 

il)  Ea  =  Ba{l  +  La}^ 

»raus  bestimmt  sich   nun  der  jährliche  Beitrag  für  eine  lehens- 
iglicbe  Versicherungssumme  l  durch  i 
:■    " 


Ba  = 


\  +  La 


per  wenn  der  WerJb  aus  No.  7)  §.  82.  ffir  Ea  gesetzt  wird ; 


_       100-pL.        _  1~  0,0p.  Lg 


Tl,«il  XXXVJII. 


19 
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Ui  er  Dach  ist  der  jährliche  Beitra|^  eines  30  jährigen  IManiie«  Jür 
eine  lebenslängliche  Versicheiiin^^ssuinnie  1    nach  FinLiison: 

100-3.19.047352  _  0,41fiO(m5      ^^...^^^^ 
'^»<»-  103(1  +'11»,047352)  ^  20,04735  "  ^'^-^^***>' 

fiir  eine  Versichernni^ssnmmQ  von  11)0  muaste  daher  ein  jähr- 
licher Beitrag  von  2,075  gezahlt  werden.  Oie  Banken  fordern 
fiöhere  Beitrage. 


§• 


Werthbestimmung^    des   jährlichen    BeÜra^s    für    kurre 
Versicherungen. 

Soll  die  Versicherung  nur  eine  beschränkte  Zahl  von  Jahren 
(n)  umfassen,  so  besttuuut  sich  der  jährliche  Beitrag  auf  gleiche 
Weise  wie  in  §.  85,,  und  mau  hat  nur  71  Glieder  in  den  Reiben 
No.  1)  — 3)  in  Calcul  zu  nehjnen.  Bezeichnet  man  den  jährlichen 
Beitrag  in  Uebereinstimniung  mit  dem  rruhern  durch  Sa,i,H*  so 
ergibt  sich  aus  No.  3)  §.85»   hiefür: 


1) 


nach  No.  5)  g.  79, 

Dieser  Werih  fällt  mit  dem  einer  einmaligen  Einkaufssuroine 
für  eine  knrze  Versicherung  Ea^i.n  nach  §.  83.  No.  l)  und  2),  tkt 
in  jährliche   Beiträge   umgewandelt  werden   soll,   zusammen.    Et, 

ist  daher: 


2) 
also : 

3) 


^a  i  l,  n 


1+i« — :i,.i,op«-i 


Wird  nun  der  Werth  aus  No.  4)  oder  5)  §.83,  für  Ea;i,n   eingeföhrtj 
so  entsteht! 


4)         ÖB^l^n^- — -^^ 


A.  1,0/1« 


1+Zrö- 


II 


der  politischen  Arithmetik. 
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Ist  die  Zahl  der  Jahre  für  eine  kurze  Versiclierung  nicht  gross, 
so  kann  map  niit  Vortbeil  die  iirspnmdicbeti  Reihen,  woraus  die 
vorstellenden   Formeln    abt^eleitef  %vijrdeü,    »faU  Jetzterer  setzen. 

§n?i   ist: 


f\\  hiernach   für  einen   30jähri^eii   Mano   der   Werth   einer  Ver- 
lerung  auf  5  Jahre  nach  Finlai^on   bestimmt  werden,   bo  ist 
Is  No,  3)  und  aus  No.  7)  §.  83.: 


'  30 ;  1 » Ä 


^aasiJö 


00563078  _ 


1  +ij30;i>4 
aus  No.  5} : 

9 . 1,03-1  +  9 . 1.03-^  +  9 . 1,03-»  +  9 . 1 ,03-*  +  9 . 1,a3-» 


>;  1» 5  -  732  -I-  723 . 1,03-^  +  71 4 , 1 ,03-^  +  705 . 1,0^)-»  +  696 ,  J,03-* 
41,217364 


3:370,726 


0,012228. 


För  die  VeresicherimsTssumnje  von  100  bei  öffibri^er  Dauer  ist  da- 
her jährlich  1,2228  sfatt  der  eitimaliirer»  Kaufsiimme  5,630  zu  zah- 
len.    In  der  Gothaer  Rank  beträgt  dieser  Beitrag  1,45. 


§,  87. 

ferthbestininiung  des  jährlichen  Beitrags  für  eina 
^rsicherting  von  hesehräukter  Dauer  (auf  n  Jahre), 
jnn  die  Versicherungssumme  spätestens  am  Schlüsse 
des  wten  Jahres  ausgezahlt    wird. 

Wie  in  §,86.  wird  auch    hei   dieser   Art    von   Versieherungen 

Beitrag  nur  wahrend  n  Jahre  erhoben.  INennt  man  den  j abr- 
ieben Beitrag  Ba^n,  so  ist  der  gegenwartige  Werth  sämm Hieher 
leiträge  für  einen  Th  eil  nehm  er  uacb  No,  1)  §.  8^. : 

tl)   S^Ba,n{^-\-La;  l,«-l)^  i^ö^nf  l+I^a-      ^  J  j  Q/j"^^)' 

«er  Werth    füllt  mit  der   in  §.  84.   ermittelten   einmaligen   FJn- 
Jmfssumme  Ea.»  zusammen.    Es  ist  daher: 


19* 
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üeiitnger:    Wettere  Avsfiihrung 


atso 
3) 


und  hieraus,  nenn  der  Werth  für  Ea,n  aus  §.Si,  eingefiihrt  irirdi 


*) 


oder 


100— pLg  Ofip ,  Ag^-l , Lg^—l 

^       _     JOO  +  p     ^  XTWp^ 

i'a,  n  — 


i  +  ia 


«) 


"'"  (ioo+;>)(iH-x,--^i":;;^r_r) 


Die  beiden   Formetn  in  4)  und  5)  eignen   sich    zur   bequemen  |S 
Berechnung.     Die  zweite  hat  den  Vortheil   vor  der  ersten,   das« 
zwei  gleiche  Glieder   im  Zahler  und  Nenner  vorkommen  und  da- 
her nur  eine  Recbimn^  erfordern. 

Nach  diesen  Gleiehungen  sind  die  Beiträge  (Prämien)  derji 
nigen  Gesellschaften  zu  berechnen,  welche  ihre  Mitglieder  vi 
einem  bestimmten  Jahre  an  von  der  Zahlung  derselben  befrei^ 
und  spätestens  am  Schlüsse  desselben  die  Versicherungssumfl 
auszahlen.  Für  die  Gotbaer  Bank  findet  dleüs  im  90sten  Jährte; 
statt.     Daher  findet  folgende  Formel  ihre  Annendnng: 


ö) 


oder ; 


Ba.n  = 


100  —  pLa      0,0/i  ♦  Ag^ ,  L^Q 


l  +  l^a 


^SO  '  ^89 


A^.hOp^^-^-^ 


7) 


100 


JSg,n  ^^? 


~p(l 


Atta  ,  ÄJi 


'SO 


Ag.hOp^^« 


-) 


(100  +  p)^l  +  L. 


_A^q .  Zfgg 


Aa.lßp^^^ 


-) 


Hierin  bleibt  A^^,Lg^  unverändert   für  jedes  a.     Für   die  i^ier\ 
Ijchkeitstafel  von  Finlaison  ist: 

^89  I'sg  =  17, 1,4320115  =  24,46641955. 

Hiernach  ist  der  jährliche  Beitrag  für  eine  Versicherung  vom  Werth^j 
1  für  einen  30jährigen  Mann : 


der  po/itiacäeii  Arithmetik, 


280 


^anTßft  —* 


_100^a(m0473528-^gg^ 

m  (l  +  19,047:1528- y^l^^^^^ 

100-3  ( 1 9.0473528  -^0,005843398) 
'   10;i(:i0,0473528- 0,005843398)   ' 


I00-57,1245282_    42,8754718        0.416^26671    ^  „ormioß 
'  öö- 103. 20,0415095  ^^103 .  20,04 15095"20,041 5095  "-<'*^'2Ü77126. 

V  Es  ist  also  fixt  eine  Ver^icherungssuiume  von  lOD  statt  einer 
einmaligen  Einlage  von  41,62667  ein  jährticher  Beitrag  von  2,0771 
zu  zahlen.  Dia  jährliche  Prämie  der  Gothaer  Bank  beträgt  ^2,633.,,., 
die  der  Lübecker  2,35,  die  der  Wiener  2,3833.... 

Umfasst  ft  keinen   grossen  Zeitraum,  so   kann  man  auch  fol- 
gende Formel  benutzen : 


Ba 


1,0p  ^  l,0pa 


hOp^ 


sieh   aus   der  Verbindung  von  No«  2)  §.  84,   und  den  n  ersten 
ledern  tn  No.  2)  §.  85.  ergibt,  wenr»  man  beachtet,   dassl 


l>a  bievon  spater  eine  Anwendung  gemacht  werden  wird,  so 
mag 3  um  sichere  Zahlen  zu  erbalten ,  hiernach  der  jährliche  Bei- 
trag für  einen  80jäbrigen  Mann  iiach  der  Tafel  von  Northampton 
bestimmt  werden,  wenn  die  Versicherung  spätesteiis  im  90sten 
Jahre  ausgezahlt  wird»    Durch  Einführung  der  angezeigten  Werthe 

teht: 


^tsteht: 


'80> 10 


5 


& 


3 


in^  35   .  30       J5       itO        16        \2    ,9,7,     ^^     " 


i;):5^i,03^^l3m»^l,03*^l.ü3'»'^l,03«^l,0:F^l,03«^l,03^ 


Es  ist: 


^90 


Oetiiuffer:     Weitere  Ausführung 


5. 1,03-»:=^  4,8543090 
5J,Ü3-a=4,7ii^795 
5.1.03-8  =  4,5757085 
5,1,03-*  =4,442  4350 
4.1,03-s-3,45ü435J 
4,1,03-0=3,3490372 
3.1,03-7=2,4392745 
2.1,0:3-8=1,5788184 
2.1,05-9=1,53283:34 
5 ,1,03-10^3,720  4695 
34,6572602 
mu\  hieraus: 

34,6572602 


40  =40 

35 , 1 ,03-1 = 33,980  ^^^ 

30.1,03-«=-28,277  8770 

25.1,03-3^22,8785425 

20. 1,03-*=  17,7697400 

16. 1,03-*=  13,801 7408 

12.1,03-6^10,0498116 

9.1,03"^=  7,3178235 

7  J, 05-8=  5,5258644 

5.1,03-»=  3,8320835 


183,4340663 


10) 


^m\i  1  n  ^— 


öö' 10— 1^3,4340663 


=  0,1889359. 


Das  nämliche  Re^ult^it  erf>ibt  ahh  aucfi  aus  der  Üleicfauu^  No.  5). 
Für  eti»e  Versichenrn^^  von  100  \?t  daher  der  jährliche  Beitrag 
18,8935. 

Bei  dicj^er  Rechnung  liahe  ieh,  der  hequemerii  Rechnung 
wegen,  die  Zahlen  der  SterhJichkejtstüfel  von  Northanipton  ent- 
nommen, wenn  die  Zahl  df3r  (Geborenen  auf  1000  reducirt  wird, 
{S,  Baily,  Theorie  der  IjeUirenten,  pag,298vu.  ff.) 


'1 


Bestimmung   des   Werthes  einer  Zusatzprä mi 

Die  Gesellschaften  i^estatten ,  da^8  ff  er  Besitzer  einer  lehens- 
anglichen  Versicherung  nach  §.  84.  *iein  Lehen  auf  eine  be- 
schränkte Zeit  versichere,  so  dass  die  von  ihm  versicherte  Summe 
spätestens  am  Schlüsse  des  festgesetzten  Zeitraums  ausgezahlt 
wird.  Will  rmn  Jemand  eine  Iphenslänghche  Versicherung  unter 
den  in  §.  84.  an^egehenen  Bedin£;nngen  in  eine  stilche  umwandeln, 
die  nur  n  Jahre  danert,  80  ist  klar,  dass  in  Folge  dieser  Cni- 
wandlung  jährlich  ein  grösserer  Bettrag  (Znsatz -Prümie  genannt) 
gezahlt  werden  miiss.  Der  Werth  einer  Znsatz-I'rämie  hestinimt 
sich  nach  den  hish erigen  Mittheilungen  sehr  leicht. 

Versichert  Jemand  auf  diese  Art  sein  Lehen  auf  u  Jahre,  ^^ 
hat  er  nach  No.  4)  oder  5)  §.  87.  n  Jahre  lang  jährlich  ßa,n  2" 
zahlen.  Er  hezahlt  bis  jetzt  Inr  eine  lehenslängliche  Versiehe* 
rung  jährlich  ISa  nach  §.  85.  No.  5)  oder  6),   oder  richtiger  B^^u^ 


der  pfHitfscken  Atiihmetik. 
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nach  §.  87.,  wenn  u  die  Zeit  austJrückt,  wo  der  jahrliche  Beitrag 
auHiort.  Cr  hat  daher  ri  Jahre  lang  ausser  ct^r  gewöhrilicheii 
Prämie  den  Oeherschiigs  beider  jährlich  zu  zahtert.  Nennt  nian 
nun  die  Zusatz. -Prämie  für  eine  ^ijahrlge  Perjäon  rw^  eine  Dauer 
von  ji  Jahren  Zo,»,  **«>  erhält  man  folgende  Beslimmniig; 


1) 
oder 

2) 


Zfl,n  —  Bq,  it  ^-  Bq 


^11,  n  —  Ofl, «  —  M^a,  ö— ö» 


Werden  die  entjsprechenrfen  Werthe  ans  §*  87.  und  §.  85.  ein- 
geführt, so  erhält  man  aus  No.  1)  und  2) : 


Za. 


100-;?  (j 


J^«^-S 


3) 
-i.Lg-t-, 


A^Afip' 


^) 


(100+p)( 


1  +/.« 


Aa\ii—\*  XJd-j-n— 


IQO-pLa 

(10O  +  p)(l  l-i,)' 


Za.M  = 


"»-"(^•--^tt;^^) 


(I00  +  ;>)(^1+L«- 


|r  die  Bestimmungen  der  Gnthaer  Bank  hat  man  11:=  90  In  No»  4} 

setzen. 

Will  ein  3(>|ähriger  Mann  eine  Versicherung  kaufen ,  die  Spa- 
tens  am  E«»de  des  ßOsten   Jahres    ausgezahlt   wird,   so  ist  der 
firth  der  Zusatz -Prämie   nach   Finlatson   für   «  =  30,    «^^30, 

:90  nach  No.  4): 

^) 

Der  W^erth  des  zweiten  net^ativen  Gliedes  ist  nach  No.  7)  und 
No.  8)  §,  87, :  0,020771 '2<1  Der  des  ersten  ist,  wenn  die  ange- 
zeigten Werthe  eingeführt  werden: 


X 
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OetUnger:    Weitere  Ausfülirutig 


B 


30" 3»^ — 


i00-3(.9,0473528-^ay") 


IAO  /i      ,A  /..^,^..o     454. 10.87;iI470\ 
J03(^l  +  J9,0473528-     732.|,03^^~J 


_  100— :3(  19,0473528  -  2,8^167634)  100 — 48>557Q29S_0,49946(a[ 
~     103(20,04735-28— 2,80167634)    "  103  J  8, 1856765  ""18,1856764 

=  0,02746482. 

Üie  Zusatz -Prämie  ist  hienmch  aus  No.  5); 

6)  ^30.30=  0,02746 182 — 0,02077 1 26  =  0,00669354. 

Für  eine  30jährige  Versicherung  von  100  ist  daher  von  einem 
30jährigen  Mann  jährlich  0,66935,  oder  in  Thalern  ausgedruckt 
20  Sgr,  1  Pf.  zu  zahlen.  Der  Werth  einer  Zusatz-Prämie  ist  voo 
der  Gothaer  Bank  in  diesem  Falle  zu  25  Sgr*  7  Pf.  bestimrot 
Die  einmalige  Eiiikaufäsumine  im  fraglichen  Falle  ist  49,946i)3 
und  der  dieser  Summe   ents|>rechende  30jährige  Beitrag  2,7464 


§.  89. 

Werthbestimmung    der    einmaligen    KauTsunimen    oder 
jährlichen    Beiträge    Tür    Leihrenten    und    Lebetisv 
Sicherungen  mit  Rücksicht  auf^Verwaltungskoste« 

Die  Frage,  in  welchem  Verhältnisse  die  V  erualtungskosten 
einer  Gesellschaft  zu  deni  von  ihr  verwalteten  Vernifigen  stehen, 
kann  nicht  wohl  zum  Voraus  festgestellt  werden.  Die  von  dea 
betreffenden  Gesellschaften  gemachten  oder  zu  machenden  Erlab* 
rungen  ktinnen  allein  die  Vorbedingungen  zu  Beantwortung  dieser 
'  Frage  abgeben.  Manche  Arbeiten  werden  von  einer  solchen  Ge- 
sellschaft ohne  Ruck.sicht  darauf  ausgeführt  werden  müssen,  üb 
eine  grössere  oder  kleinere  Suniuie  Geldes  ihrer  Verwaltung 
vertraut  ist.  fni  AU  gemeinen  wird  aber  wohl  die  Vtiraussetzui 
nicht  unrichtig  sein,  das«  eine  Gesellschaft,  welche  kleinere 
Summen  verwaltet,  hei  gleicher  Sparieamkeit  unrl  Sorglichkeil* 
theuerer  verwaltet,  als  wenn  ihr  grtissere  Summen  anvertraut  sind; 
gerade  v^ell  in  beiden  Fällen  dieselben  Geschäfte  besorgt  werden 
müssen.  Dennoch  wird  es  zulässig  sein,  die  Verwaltungskosten 
einer  Gesellschaft  in  einem  Procentsatze  ihrer  Einnahmen  oder 
der  ihr  anvertrauten  Summen  auszudrücken.  Nur  die  Grfisse  die- 
ses Prücentsatzes  wird  ein  Ergehniss  der  Erfahrung  sein. 

Diese  Bemerkungen  tinden  ihre  Bestätigung  durch  die  folgende 
Tabelle  über  Einnahme  und  Verwaltungs* Aufwand  der  Gothaer 
Leb ensversicberungs- Bank,  in  deren  Besitz  ich  durch  die  Gefäl 
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gleit  des  Verwaltufigsrathes  der  badkcheri  allgemeinen* Vereor- 
titigs- Ansfait  erst  kam,  als  das  Gesagte  lätigst  iiiedergetichrie* 
en  war,  und  die  icK  deswegen  iiachträtilich  mittheile.  Es  zeigt 
ch  hieraus  deutlich,  dass  «ich  der  Verwaltungs- Aufwand  mit 
em  Wachsen  der  Einnahmen  wahrscheinlich  innerhalh  bestinim- 
\i  (irenze  vermindert. 


Jahrlicbcr 

YerwÄl- 

Betrag  der 

Jahr. 

Jahres - 

Vemal- 

tnnga  -  Auf- 

Dividende 

Einnabmr. 

tnnga  -  Auf- 

wand io 

in 

wand. 

Proccntcn* 

Prorenten. 

1829 

116061 

8418 

7,2531 

1830 

144584 

11843 

8,1913 

1831 

223484 

13835 

6,0564 

1832 

276396 

18293 

6,6338 

1833 

331745 

25567 

7,7069 

1834 

378821 

23288  i 

6,1475 

22 

1835 

429153 

27622 

6,4364 

17 

183Ö 

488691 

29954 

6,1294 

21 

1837 

544884 

31291 

5,7427 

22 

1838 

601452 

35102 

5,8362 

23 

1839 

661981 

36410 

5,5Üül 

23 

1840 

702919 

38079 

5,4173 

18 

1841 

750434 

39705 

5,2909 

20 

1842 

795495 

41563 

5,2251 

20 

1843 

835157 

40843 

4,8905 

25 

1844 

881393 

42756 

4,8509 

25 

1845 

929398 

42780 

4,6030 

24 

1846 

974876 

44983 

4,6142 

25 

1847 

1033177 

46231 

4,4749 

25 

1848 

1063463 

45212 

4,2498 

26 

1849 

1108589 

47235 

4,2609 

26 

1850 

Ü39238 

47444  1 

4,1646 

28 

1851 

12U3144 

49823 

4,1411 

28 

1852 

1263507 

50579 

4,0031 

23 

1853 

1315379 

51778 

3,9364 

24 

1854 

1358971 

53037  ' 

3,9027 

25 

1855 

1411191 

54714 

3,8771 

30 

1856 

1468448 

60154 

4,0964 

33 

Suniitic  1 

22432031 

1058539 

147,6327 

553 

Mittel  1 

801144 

37805 

5,27259 

24,043 
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OetUnger:    Weifera  Amßhning 


Fa^st  mm\  die  Aussahen  ^  welche  eine  Gesellschaft  zur  Durcb- 
fiihrung  ihrer  Verwaltung  und  ibrejs  Bestehetis  iirithig  hat,  in 
diesem  Sinne  auf,  bo  Zierden  ihre  Äusgahen  einert^eiU  in  Aus« 
Zahlung  der  an  ihre  Mitglieder  abzugrabenden  Sunitueo  und  ande* 
rerseits  in  den  Kosten  bestehen,  welche  sie  zur  Verwaltung  de« 
ihr  anvertrauten  Vermögens  betUrf.  Dieine  Ausgaben  nius^^en  von 
ihren  Mitgliedern  durch  Einzahlung  einmaliger  8uninieii  oder  jähr 
iieher  Beiträge  erhoben  werden,  wenn  zwischen  Einnahmen  und 
Ausgaben  der  Geäellschalt  Gleichgewicht  bestehen  soIL 

Bisher  wurde  bei  Werthhesümmung  der  Etnkaufssnmmen  und 
Prämien  auf  die  Verwaltungsko^ten  keine  Rücksicht  gennmoien. 
Geschieht  diess  und  drückt  man  die  Grösse  der  V^erwaltungs* 
kosten  durch  einen  Procentsatz  des  von  der  Gesellschaft  zu  ver* 
waltenden  Vermögens  oder,  was  dasselbe  ist,  der  ihr  zufliessen- 
den  Einnahmen  aus»  so  kann  man  hiebei  folgende  Methoden  dem 
Calcul  zu  Grunde  legen* 

Erste  Methode.  Ist  der  Werth  der  einmaligen  Einkauf«- 
summe  o<ler  jährlichen  Prämie  ohne  11  ücksi cht  auf  Verwaltuiiiis- 
kosten  festgestellt,  so  ergibt  sich  tlerselhe  mit  Riicksicht  auf 
dieselben  einfach  dadurch,  dass  man  ihren  V^'^erth  um  den  ange- 
nommenen  Procentsatz  tf  erhöhe,  also  mit  1,0^^  nmltiplicirt,  denn 
die  einlaufenden  Kaufsunimen  und  Prämieit  bilden  das  zu  ver^val- 
tende  Vermögen  der  GesellschafL 

Deutet  man  die  hiedurch  bedingte  Werthänderung  dadurch 
an.  dass  man  den  bisher  gebrauchten  Zeichen  oben  rechts  einen 
Strich  beisetzt,  so  ergibt  sich  aus  den  in  §§,  78. — 88.  aufgefunde- 
nen Gleichungen  zur  Werthbestimmuug  der  Leihrenten  und  Ver- 
sicherungeti  Folgendes,  und  zwar  atrs  §.78.   und  §,81.: 

1)  L«'  =  1.0<?.Z.«, 

Dasselbe   ^ilt  von   aufhörenden,   aufgeschobenen   und   temporären 
Leibrenten,  §.  79 

Aus  §.  82.  und  g.  85,  ergilit  sich  zur  Werthhestimniung  eine 
einmaligen  Einkaufssunime  oder  jährlichen  Prämie  uiit  Rticksicll 
auf  Verwaltungskosten  : 

3)  £„'  =\»q. Ea -  1 ,0r/ .  ^Y^f^ > 

1.  »'in        *'«         in  100— plfl 

4)        ß.  =  i."yT+L;='''**(i(x)+p)(i +Z5" 
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Auf  ijleiche  Weise  erstellen  kicIi  ays  den  §§.  83.,  84.,  86-,  87.  und 
88.  die  Tragi  ich  eri  Wertlie  für  kurite  und  beschrankte  Ver*<icheriin' 
«^eii  and  Zu.sa(zprämien. 

Zweite  Methode.  Erhebt  eine  Gesellschaft  die  einraaÜge 
KaufsunHue  mit  Riicksiebt  auf  Verwaliurigskosten  für  eine  lebens- 
längliihe  VersiLherunt;  (£0')  von  einer  ajäbri^en  Person,  80  be- 
tragen ihre  Einnahmen  im  Ganzen: 

Die  Aiisirahen  bestehen  (heils  tn  den  an  die  T hei] nehmer  anszu* 
zahlenden  Versifberungen,  deren  gegenwärtiger  Werth 

ist,   theÜH  iiv  q  Procent  bestehenden  Verwaltungskosten: 

7)  W=Ea\AaAm. 

Aus  IN'o.  ö)— 7)  folgt  die  Cleichyng 


nder 


iintl  hieraus  in  Rücksicht  auf  No.  5)  und  No.  7)  g.  82.  i 
E„ 


8) 


£.'  = 


100— p  La 

1  -COy  -  (m+pj(l~0,Oq)' 


Eben  so  bestimmt  sich  die  Grusse  des  jShrlichen  Beitrags  (Ba) 
mit  Rückfiicht  auf  Verwaltungskosten  nach  §.  85. : 


»)     B„'  = 


m-^pLa 


<n-z,„)(i-o,Of/)-(ioo+p)(i-o.09)a+£«.)' 


Auf  gleiche  Wer^e  erirehen  sich  die  Werthe  der  elnmalis;en 
Einkanfssumnien  und  Prfhnien  fiir  kurze  und  bc^cltränkte  Ver- 
sicherungen aus  jSjj.  83.  und  84,  §§.  86.  und  87.;  für  Zusatzprä- 
mien §.  88.  j  für  Leibrenten  §§.  78  .  79.  und  81.,  wenn  nmn  die  dort 
aufgestellten  Gleichungen  mit  (I  —  0,0(y)   theilt. 

Die  hier  angegebenen  Werth  bestimmun  gen  gehen  von  der 
Voraussetzung;  aus,  dass  die  Verwaltnngskosten  zu  Anfang  der 
Jahre  fällig  sind. 
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§.90. 

Fortsetzung. 

Dritte   Methode.      Geht  man    aber  vnr>  der  Voräl 
aus,  dass  die  Verwiiltunga kosten  am  Ende  des  Jahres  lallid 
so    führt  diej^elbe   Schlussreifae  zum    Ziele.     Die   EioDafam^ 
Gesellschaft  bestehen  wie  vorher  mit  Rücksicht  auf  Ve 
kosten  in  der  Summe; 


I) 


5= £«'./!„ 


uf  Vec»||| 

•     ■       t»      i 


Die  Ausgaben  der  Gesellschaft  begreifen   dann  tn  »ich  die  i 
zahlenden  Versicherungen   im  gegenwärtigen  Werth : 


2) 


Mg  ilffl-f  l 


« 


ferner  die  am  Ende  des  Jahres  fälligen  VerwaEtungskosten, 
gegenwärtiger  Werth 


3) 


ist.     Aue  No.  1)— 3)  Tolgt  die  Gleichung; 


4) 
oder 


IJOp 


,0p  Aa\l,Op 

und  hieraus  nach  No.  5)  §.  82.: 

£a'(I.Op-0,0<y) 


^  £da* 


abo  : 

8) 


1,0p 


,  _    £,.l,Op £,(100 -fp) 

*"* -1,0p— 0,0?—  lOO+p— ?■ 


Wird  der  Werth  für  Ea  aus  No.  7)  §.  82.  eingeführt,  so  ergibt] 
6) 


,       100— ;?£fl  _  l-0,O^Xg 
^"  ^lOO  +  p-9"  1,0^-0,0^' 


Der  jährliche  Beitrag  bestimmt  sich  auf  gleiche  Weise  mn 
sieht  auf  Verwaltungskosten  aus  §.  85. : 


Ä„'= 


der  pollliBchen  ArilhmeUk. 

7) 
_K<,(100+jP)_^_ 
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100  ~pLa 


l  +  ia~(100+;)-V)(I+ia)-{100  +  p-9)(l+X,)' 


Eben  so  ergibt  sich   fiir  beschränkte  Versicherung  die  einmalige 
EinkaursBumine  aus  §.  84.: 


100 


E>a..=  - 


-p{i 


AaJ^n^l'La^n^l 


Aa\  l,Op' 


1, 

'  Der  jährliche  lieitrag  wird  dann  aus  §.  87. ; 


^0 


B'a,n  = 


(ioo+p-,)(ux.-^=±^t-)- 


Ffi  gleicher  Weise  findet  man  die  fraglichen  Werthe  für  kurze 
Versieheningen,  Zusatz -Prä  in  ien  und  Leibrenten,  trenn  man  die 
hiefur  anr£;;eßtelUeTi  Gleich tin gen  mit 


lOp—Ofiq 
hOp 


100  ^p—q 

J004F 


diTidirt. 


y  Sind  die  einmaligen  Kaufsnmmen  oder  Jährlichen  ßelträge  schon 
bekannt,  ao  wird  die  Berechnung  der  entsprechenden  Wertbe  mit 
Rücksicht  auf  Verwaltung^koäten  sehr  leicht,  denn  es  kommen 
dann  folgende  Formeln  in  Anwendung: 

i 


">    ^"'-1-0.0,' 

Ea(m±p) 


Ba 


''^  *«-niö^' 


J2)    £„'  = 


100 +p- 9  • 


15)      ßa'  = 


im+p-q' 


Da  die  Entwickeiung  der  gefundenen  Fortnein  auf  verschiedenen 
Ansichten  beruht,  so  werden  sie  nicht  auf  gleiche  Resultate  fflh- 
Es  Ifisst  sich  leicht  nachweisen,  dass 


K 


16)  £,. 


1 


1-0,09 


>£, 


und  dass 
^7} 


100 -Fy 
100+//-9 

EaOm+p) 

100 +  p—^ 


id     Ea 


1 


1-O,0f/ 


Ifitf.Ea 


>i,aq.£. 
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ist,   werm   if^^p*    iJtid  da^^egen 


18) 


100+p"9 


<s\fiq.Ea 


ist,  wenn  p'^  g  ist     Die  Re8ull:ate  der  Formeln  nerdeo  aber  nur 

um  Weniges  differireri. 

Wendet  mau  diese  Gleich «ns^cn  auf  ßesfimmnug  de«  jahfl? 
eben  Beifra^s  eines  30jiihrifjen  Maimes  hei  4  Proeent  •für  eine 
Versichertmgssyrame  von  JOO,  und  ninmit  die  Verivaltun£^sl*osten 
zu  dem  **;ehr  hohen  Procentsatze  von  10  an,  &o  erhalt  man  ans 
den  Gleichnngen  No«  13)'-15)  die  Wertbe: 

J^ao'^], 1,13255  =2,00805, 

.      r.8255.100 

Die^e  Gleichuni^en  ^ebeti  auch  bei  dem  hohen  Procent^atz  noeb 
einen  niederem  Werth  ab  der  jäUrlicho  Beitrag  2,0433  bei  3  Pro* 
Cent  obne  Ver\valtnngskosten  nach  ßrune  besagt.  Der  jährlic 
Beitrag  in  der  Unthaer  Bank  i»t  nach  §.  87.  zu  2,6!J3,  in 
Lübecker  zu  2,35 j  in  der  Wiener  zu  tJj3833  normirt.  Die* 
höhere  Beitrag  uird  a]lerdin£;s  durch  «pälere  Dividetidenzahlun 
wieder  auegeulicben.  Es  fragt  sich  »(»er,  ob  bei  einer  schon 
ennsolidirten  Bank  nicht  die  Geschäfte  einfacher  vvördten,  wenn 
niedere  Prämien  gefordert  und  dadurch  der  Eintritt  erleichtert 
würde,  da  :iuf  dem  bezeichneten  Wege  das  Bestehen  der  Gese 
Schaft  in  keiner  Weise  ecefahrdet  würde. 


W  erthbestim  raung    einer    Ueberlebena  -  Versicherung 

Die  Versicherung^banken  gestatten  auch  ausser  den  ^enaJi^ 
ten  Versicherungen  noch  solche  auf  zwei  verbundene  Leben  unt< 
der  Bedingung,  dass  die  versicherte  Summe  nur  dann  au^gezab 
wird,  wenn  von  den  beiden  fr js glichen  l">rsonen  die  zum  Voran 
bezeichnete  (/>jäbrige)  die  andere  (ojährige)  Person  iibeHebf* 
Man  nennt  dii»se  Art  von  Versicherung  „  U  e  b  e  r  1  e  b  e  n  s-  V er- 
Sicherung,*'  Sie  werden  nur  auf  das  ganze  Lehen  abgeschloi- 
sen.  Der  Vertrag  ist  erloschen,  wenn  die  versicherte  (Äjährig«) 
Person   vor  der  andern  (f/jährigen)  stirbt.     In  diesiem  Falle  wird 


der  poli fischen  Arithmeiik. 
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)  Vergütung  ausgezahlt  uiit!  die  eiii^ezahUen  Prämiengelder 
sind  zum  \ortheil  der  Bank  verfalfen.  ISur  die  noch  riickstäntli- 
gen  Dividenden  \\  crtlen  an  die  liezüe-lifhe  Person  zurück  gezahlt. 

Da  die  V ersieh eruns^ssuninie,  die  hier  als  die  Einheit  ange- 
noinnien  wrrd ,  nur  dann  ansgezahJf  wird,  wenn  die  ojalirige  Per- 
son von  der  /^jährigen  überlebt  wird,  so  hängt  die  Auszahfnng 
davon  ab,  dass  in  irgend  einem  Jahre  (dem  (r+l}ten)  dietiies 
Ereigiiisiis  eintritt.     Es  «ind   nun   folgende  Fälle  möglich  : 

a)  Die  ajährige  Person  stirbt  »lährend  desi*elben  und  die 
A]ährige  lebt  noch  am  Schlu.sij;e  desselberK  Die  Wahrscheinlich- 
keit hieliir  ist : 

b)  Beide  Personen,  die  a*  und  ßjährlge,  starben  im  fjaule 
dieses  Jahres,  die  r/jahrige  aber  vor  der  £jahrigen.  Die  Wahr- 
scheinlichkeit:, dass  beide  Personen  gerade  im  Laufe  dieses  Jah- 
res sterlreiK  ist  iai  Allgemeinen: 


in  diesem   Falle  kann   die  rijahrige    zuerst,    die  Äjährige   s|>ä- 
sterben.    Eben  so  umgekehrt.    Unter  der  Voraussetzung,  dass 
das  Eintreffen  beider  Ereignisse  gleich  miiglich  ist^  lässt  sich  das 
Eintreffen  des  hier  in  Frage  stehenden  Ereignisses  durch 


W^^ 


2,Aa.Ab 


l)ezeichnen.  Das  Eintreffen  des  einen  oder  andern  in  a)  und  b) 
genannten  Falls  bedingt  die  Auszahlung  der  \ersicherungssumme 
am  Ende  des  genannten  Jahres.  Der  gegenwärtige  Werth  dieser 
•Snrame  ist  hei  dem  Ziusfuss  p: 


1) 


^''^^-^  Aa^AbAfipr^^^  2.A.,AtA,0pr^' 


•Jedes   dieser    Ereignisse    kann    in    jedem   Jahre    eintreten:    setzt 

inan    daher   der    Reihe   nach    die    Wertbe    0,   1,  2,  3 bis  zur 

Xebensgrenze   statt  r,   so   erbalt   man  zur  Werthbestimmung   der 

einmaligen  Eiukanfssumme  Ea^  för  eine  Ücberlebens- Versicherung 


„  1        /il/a .  Ab^  1  ,  Jtfgf  1 .  Ai,^±  ,  Ma-[.„'^l'Ab^u\ 

^  ^"'-Aa^AA     hOp     +      hOp^      + Ifip-        ) 


Op^ 
1.0,^    "  + 


1,0p 


)• 
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Setzt  man  nun  Mft^r "=- Aa^r—  Aa^r-^  it  Jlfft^r  ==^A-fr~Air4 
und  sieht  von  dem  Djvifior  Aa^Ab  ab,  so  ist: 

Ma^T*Ab^r^\  +  lMa^T*Mh-\-t 

^  (Aa^T  —  Aa^r^l)  Ja+f+l  +  K^o+r  —  ^a+r+l)  {Ah^r^  Ah^r^\}\ 

^\{Aa^T*Af^r  —  ^a+r+1 . -^^+r+l  +  Aa^r*Ah^r-{-V  —  Aa^r^l  *  Ab\r)~ 

Führt  man  diese  Werthe  in  ?io.  2)  ein,  indem  man  allmälig 
Ü,  1|  2^....  8talt  r  setzt,  ^ü  erhält  man  eine  Darstellung,  die  vier 
Reiben  umfasst: 

3) 

_      ^      (4^A^  AQ\\^AhA^\  -  Aa\%,Ah\%       A^\u^Ab\u\ 

^""^^lAuAKyßp      ^  Co/^*  ^  J,«v^*   ^^^  1,0/?*'+»  A 


1         /Aa^uAl 

'2Aa*AX      Ifip 


Aa-[-l*Ak-\-l  I  Aa\-^,Ah^2 


Aajjt^AbJ^\\ 

l,0;i«  *  / 

Aa^u-l»AhJ^a\ 


2J«./fA     1,0p       ^     1,0/y^     ^     l,0;ja     +' "■        1,0/?"      y 

,     l,Op      "'^     1,0^.^     ^     1,0/.^     +^  ■        l,üp«     / 

Diese  Reiben  lassen  sich  auf  verschiedene  Weise  auf  Leibrenteti 
von  zwei  zusammenlebenden  Personen  nach  g.  81,  zurückfiihreo. 
Die  ziveite  Reibe  lallt  mit  einer  solchen  nach  No.  1)  §.  81.  zusam- 
men. Die  erste  Reihe  ändert  sich  auf  folgende  Weise  in  eine 
so  lebe  um  ; 

1_ , 1        _  fAa\.\^Ai\\     ÄaY^.Aij^Ji  Aa\u*A%\^ 

27l.0p  +  2.  l,0;j.  Aa^  a\      \^p      "*"      1,0p*      +  ■  -      j  q^,»    ^ 

und  vereinigt  sieh  mit  der  zweiten  in  folgenden  Ausdruck: 


4) 


_  1— OQp^ 
^       2J,0/7       ^ 


Scheidet  man  das  Glied  Äa,Aih\^\   ans   der  dritten  Reihe  aus, 
entsteht ; 

2^a..^Ä.l,0;A    "^^«.^hA       1,0p       +       1%^       ^"V/ 


der  poäifschen  Ariikmetik, 


301 


Die   Fierte  Reihe  fiihrt  auf  folgen  den  Ausdruck,    wenn   Aa'{-\*Ab 
ausgeschieden  wird: 


Ati^t  -  Ai A  1        iAa\^*  Ai^\ 


Aa\^ *  Ab-^-t      Aaj-^*Ab^ 


hOp^ 


.,..,)) 


► 


=  dfe^^.('+^f«+')*)- 


Durch  Einführung  dieser  Werlhe  geht  No.  3)  über  in ; 

!klan  kann  abfr  auch   die  dritte  ßelhe  dadurch   umformeD»    dasa 
man  mit  Aa—i-At  muEtipltcirt  und  dividirt    Dann  ist: 


A(^^i.Ab 


Ag.At-^l         Aa^l.Ab+2  Aa+it~l .  At^ 

Op     +       Ifip^      +•••        1,0p' 


) 


=  137 -''«"-'»*• 


|r  die  vierte  erhält  man  durch  Multiplikatlofi  und  Division   mit 
.Ab-^\: 

äa*Ab~i  1        fAa\\^h   ,  ^cj-a .  Ab^         Ao^tt  *  Ab^u^t\ 

f7Al7Ab' Aa.Ab^i\    lflp~^       Ißp       +•'*         Ißp^       ) 

arch  Einführuni»  von  No.  4)  und  der  eben  angegebenen  Werthe 
ID  ISü.  3)  entsteht: 


r«v     r          1— 0,0p.  Lot      Äm-\ 
[O)    t,^-=^- — ^-pn- hl] 


Ah-\ 


an  kann  noch  verschiedene  Camhinationen  zur  Werthbe^tim- 
niung  von  E^b  aurstellen.  Die  in  5J  und  fi)  gegebenen  sind  jeden* 
falls  sehr  praktisch. 

Ilst  die  ffjShrige  Person  der  Versicherer  und  soll  der  jährliche 
titrag  aus  der  einmaligen  Kaufsumme  abgeleitet  werden,  so  er- 
ibt  sich    derselbe  einfach  aus  der  Glelcbung  No.  5)  §.  85  ,  und 


ßa  = 


l^La 


^^JMHur^^'^'^^'^^^ 
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Oder  man  kann  zu  der  Wertfabefitimmang  von  B^  aoch  ÜBn  We 

aus  No.  6)  für  £oA  ein  führen. 

Sali  nun  umgekehrt  die  einmalige  Einkaufäsumme  oder  der 
jfihrlicfae  Beitrag  bestimmt  werden,  wenn  die  Ä>jäfirige  Person  voo 
der  oijährigen  überlebt  \\ird,  so  ergibt  sich  der  Werth  hieliir,  wenn 
in  No.  5)  oder  in  No.  6)  6  atatt  u  und  a  $itatt  b  gesetzt  tvirii 
[Vfan  erhält: 

7)  Et^ 

^  OT^  f ^  -"'**^ ' ^*^  +  ^' ^*  +  ^^^'^  + 1 )) -  ^  (1  +  l^acnl 

Auf  gleiche  Weise   erhält  man  den  jähr  lieben  Beitrag  R9r  diesen 
Fall  aus  der  Gleichung;: 

wena  hierbi  der  Werth  aus  No.  7)  für  £m  eingeführt  wird. 

Soll   nun   der  Werth  einer  UeberlebensFersrcberung  für  zwei 
Personen   von  dem  Alter  a  und   h   bestimmt  werden,    die  aii«g 
zahlt  wird,  wenn  überhaupt  eine  ron  beiden  Personen  stirbt, 
ergibt  sich  derselbe  leicht,  wenn  man  die  entsprechenden  Wertfc?' 
aus  No.  5),  6)  und  7)  zusammenzählt.     Man  erhält  dann: 


9) 


£ot= 


l-0,Op.L.i 

''      1.0p     ■ 


Da  der  jährltche  Beitrag  nur  so  lange  geleistet  wird ,  aU  die  1 
und  6jährige  Person  zusammen  leben ,   so  ergibt  sieh  nach  {. 
der  jährliche  Beitrag  auf  folgende  Weise : 


10) 


Buh 


E^ 


1+X. 


Eben  so  kennen   nun   nach    dem   Vorgange  von  §»  89.   und  §.1 
die  Verwaitungskosten  in  Rechnung  genommen  werden. 

Man  besitzt  Tafeln,    worin  die    hierhergehorigen  Wertbe 
stimmt  sind.     Da  die  möglichen  Fälle  des  V^'erbundenseins  zwe 
Personen  sehr  mannigfaltig  sind,  so  haben  diebetreffenden  Tafel 
eine  grosse  Ausdehnung,     Es  mag  genügen,  die  Methode  für  ibfl 
Berechnung  gezeigt  zu  haben. 


der  poiiiischen  ArHhmeiik. 
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§.  92. 
Die     Regerve. 

Die  Eeserve  besteht  in  dem  Betrage,  der  von  den  Prämien 
oder  ßeitragsgeldern  zur ilckge legt  werden  mtiss,  weil  alle  für  da» 
Leben  oder  auf  mehrere  Jahre  versiclierte  Personen,  deren  Prä- 
miengelder  gleich  bleiben ,  in  den  ersten  Jahren  mehr^  in  den 
spätem  weniger  zahlen,  als  die  Ausgaben  betragen ^  welche  nach 
dem  Sterbt  ich  keif  j^gesetz  erfordert  werden.  Der  UeberBchuss  in 
den  frühem  Jahren  dient  dazu^  deo  Minderertrag  der  spätem 
Jahre  auszugleichen  und  wird  als  Reserve  für  die  folgenden  Jahre 

Ditipositiou  anges^ammelt. 

Nach    den    Statuten    der    einzelnen   Gesellschaften    wird    der 

Jedesmalige  wahre  Betrüg  der  Reserve  nach  den  Grundsätzen  der 

Praraieiiberechnung   ermittelt.      Auch   wird  derselbe   von   Zeit  zn 

;   Zeit    durch    besondere    Berechnong    nach    den   bei   den   einzelnen 

S Seilschaften  über  die  Sterblichkeit  gemachten  Erfahrungen  ond 
weichungen  von  derselben  berichtigt. 
Zur  Bestimmung  der  Reserve  eiiiea  Jahres  wäre  eigentlich 
ne  besondere  Berechnung  nöthig,  wenn  die  eingebenden  Gel- 
■  zu  dem  nanilicben  Zinsfuss  angelegt  würden,  in  welchem  die 
Prämiensätze  bestimmt  sind,  die  Auszahlung  der  Versicherurigs- 
fiunimen  genau  nach  dem  zu  Grunde  gelegten  Sterblichkeitsgesetz 
erfolgte  und  die  Verwaltungsküsten  des  Gesellschafts- Vermugens 
2am  Voraus  bestimmt  und  erlegt  wären^  denn  die  Reserve  bestände 
4enn  einlach  aus  dem  jeweiligen  Cassenhestand  der  Gesellschaft* 

Da  aber  die  Prfimtensätze  gewöhnlich  zu  einem  niederem 
Äinsfuss  (3  Procent)  berechnet  sind ,  die  eingehenden  Gelder  aber 
von  der  Gesellschaft  zu  einem  hühern  Zinsfuss  (4  bis  4,5}  ange- 
legt werden,  die  Sterbefälle  aber  nicht  mit  Sicherheit  nach  dem 
angenommenen  Sterblichkeitsgesetz  erfolgen,  so  werden  sich  hier- 
dos  andere  Resultate  ergehen^  als  diejenigen  sind,  worauf  der 
Caicul  führt,  und  die  voraus  gesetxt  werden,  wenn  die  Zahlungen 
Ton  der  Bank  eingehalten  werden  sollen. 

Die  Gesellschaflt  muss  daher  darauf  bedacht  sein,  rechtzeitig 
^ber  die  nothigen  Mittel  verfügen  und  ihre  Verbindlichkeiten  ohne 
Schwierigkeit   erfüllen    zu   krinnen.     Dies??;  ist  nur  mtiglich,    wenn 

für  den   richtigen  Bestand  der  Reserve  Vorsorge  trifft.    Erfolgt 

Abgang  der  versicherten  Mitglieder  in  geringerem  Grade,  afs 
le  angenommene  Stertjlicbkeits-Ordnung  es  verlangt,  so  müssen 
W  biedurch  überschüssigen  Summen  in  Reserve  gehalten  werden^ 


W 
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danitt  meiner  Zelt  die  erforderricberi  Zahlungen  gemacht  v?erde 
kunrien.  Efi  wird  daher  gut  sein,  vventi  von  Zeit  zu  Zeit  die  Duthi 
gen  ßertchtiguni^cn  Seemacht  werden,  wie  diess  auch  in  den  Sta- 
tuten der  heziiglicheti  GesellscharteD  vorgefieheii  ist< 


Berecboung  der   Ite^erve. 

Da   die   richtige  Berechnung   der  Reserve   für   das   Beste! 
einer  Gesellischart   vor  Allem   von  Wichtigkeit  ist,    so  sollen  bie- 
für  verschiedene  Methoden  anj^egeben  werden. 

Erste  Methode.  Bezeichnet  man  wie  friiher  die  Zahl  der 
am  Anfange  der  folgenden  Jahre  lebenden  Personen  vom  öteB 
Jahre  an  durch  Aaw  Aa\i^  Aa\^^,.,,  und  die  dpr  mit  Tode  ab* 
gehenden  durch  Ma,  ^ia^i^  Jio-j-a, »...,  die  Gröütie  des  jahrlicl 
Beitrags  für  die  Versichernngssumme  1  oder  100  durch  Ba^ 
bestimmt  sich  der  Bestand  der  Rt-serve  für  ein  bej^tinimtes  J; 
(wte)  für  sich  sehr  einfach ^  wenn  man  die  Summe  der  am  Ai 
fange  dieses  Jahres  fälfigen  Beiträge  bfe(initiitj  hiezu  den  ein- 
jöhrigen  Zins  hei  p  Procent  zahlt  und  davon  die  am  Ende  de« 
Jahres  fälligen   Versicberiing*s.summen    lür    die   gestorbenen  Mit* 

j  glieder  abzieht     hiernach   ergibt  sich  der  Bestand   der   Resi 

,  lür  das  nte  Jahr  (/?„)  durch 

oder  für  die  Verslcherungsisumme  K: 

2)  Rn  =  Ba.Aa^n^l  - 1,0/3  —  Ma^n-l  .  K, 

wenn  der  Werth  von  ßa  im  V erbat tnisse  von  K  bestimmt  ist. 

Diess  lässt  sieb  auch  so  ausdrücken,  wenn  die  Summe  samnit- j 
lieber    zu    Anfange    des    fiten    Jahres    fälliger    Beiträge    dar^lj 
ßn:^  Ba-Aa^n^i   und  die  Summe  der  Versieherungen   durch 
bezeichnet  wird; 


3) 


Ä,=p„,T,Ojo-r„ 


Hieraus  ergibt  sich  für  den  Bestand  der  Reserve  am  Ende 
ersten,  zn-eite»,  dritten  Jahres  u.  s.  n.: 


*> 


na  =  B3.1.0p—Va, 


tf/T  pofftfsehen  AnUmetfk. 
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w?. ,  worin  auch  die  Werthe  aus  No*  J)  oder  No,  2)  i^^Dbsti- 
Älrt  werden  krinnen. 

Sämmtliche  Werthe  in  No.  4)  bleiben  ab  Vorraih  in  der  Casse 
ur  Deckung  später  fällig  werdender  ßedürfnifige  und  sind  in  die 
pätern  Jahre  überzutragen. 

Soll  nnn  der  Be#itand  der  Resprve  am  Ende  des  nten  Jahres 
nr  s^mrntiiche  Jahre  bestimmt  Zierden,  ro  wird  er  i^icb  leiebt 
irgehcn»  wenn  man  bemerkt,  dass  die  Feserve  des  ersten  Jahres 
n  — 1)  Jahre  lansj  Zins  träjjt,  die  des  zweiten  (n — 2),  die  des 
Iritten  (w  —  3)  Jabre  lan^  u.  s.  w.  Werden  nun  die  Beträge  in 
^o.  4)  der  Reibe  naeh  mit  l,Op"^i,  l^Op*^'^,  .-.*  1,0p,  1  verviel- 
Eicht,  HO  ergibt  sich  der  Bestand  der  Gesammtreserve  für  n  Jahre^ 
ler  mit  SRn  bezeichnet  werden  soll : 

I 

der  wenn  die  W^erthe  für  die  R  aus  No.  4)  eingeführt  und  ^e- 

|dnet  w  erden : 

I  6) 

SRn -  B, .  I,Op«  +  B^Afip^-i  +  ,.„ Bn-lAßpH^nAfip 

IL  _[F,. 1,0^.-1+  Fj.l,Op"-H.    •  rnAßp+  F„]. 

er  aujs  No.  2) : 

7) 

Wn  =  Ba^  lfip[Aa^  fip^-^  +J^l  Aßp^-^  ^.,,Ja^n^^lßpA  S^-l] 
-  k[J^aAßp^-^  +  Jf/aH  1. 1,0p«-*  +....  MaJ^n-^Afip^  Maf n-l]. 

Zweite  Methode.  Zu  dem  nämllcfien  Resultate  gelangt 
aan,  wenn  man  die  Werthe  sämmtlicher,  zu  Anfang  der  Jahre 
älliger  Beiträge  B^^  B^t'-^Bn^  ebenso  die  am  Ende  der  Jahre 
uszuzahlenden  Versicherungssummen  Vg ,  V^,..,,Vii  auf  den 
icliliiss  des  nten  Jahres  zurückbringt  und  letztere  von  erst  er  en 
bzieht.     Es  i^t  dann  wie  vorhin : 


8) 
SÄ«=  ß, .  l.OjB»  +  Ä,.  KOp»-»  + ... 


...F„_i.l,Qp+F„]. 


§.  94. 
Fortsetzung. 
Dritte  Methode.     Diese  ergibt  sich,  wenn  man  mit  dem 
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Oe  Hin  ff  er:     Weiler  e  Ausführufig 


Ende  eioes  jeden  Jahres  die  Rechnyn|^  der  Geaeüschart  abschriebst 
und  den  Cassenvorrath  deg  Vorjahrs  für  die  Reserve  in  das  nact 
folgende  überträgt 

Der  ßestatid  der  Reserve  de^  eristen  Jahres  ist  hiernai'h; 


1) 


Äi=^,.l,0^-Fi. 


Zu  diesem  Cass^n verrat h  kommen  die  Beitrage  des  zvieiten  Jah- 
res und  erwachsen  am  Ende  des  zweiten  Jahrei*  «ammt  Zin(s  «u 
der  Summe  {Ri-I- B^lßp.  Hievon  ^ehen  die  VersicherungiRstiaf 
men  des  zweiten  Jahres  ab.  Der  Bestand  der  Reserve  ist  dah<?r , 
am  Eüde'des  zweiten  Jahres: 

Zu  diesem  Gassen varrath   kommen   die  Beitnlge    des   dritten  Jal 
res  und  erheben  sieh  sammt  Zins  am  ScKloRse  des  dritten  im  der 
Summe  (/^^  ^-  B^)l,Qp,  von  u elcher  die  VersicheruDs^ssummen  dw 
dritten  Jahres  abgehen.     Hiernach  ist; 


3) 


R^  =  (R^^B^)lßp~V^, 


Werden  diese  Schlüsse  fnrt^ese(zt,  so  erglht  steh  der  Bestand 
der  ganzen  Reserve  am  Ende  des  nten  Jahres,  der  wie  in  §.  ^. 
durch  SRjt  bezeichnet  werden  solJ,  in  fol<^ender  Weise: 

4)  SRn  =  (SRn-l  +  Bn)  1  Mp—  Vn. 

Dies^Methode  Lst  eine  zu  rück  fan  Ten  de.  W^erden  nun  die  Werthe 
für  (m  R  ans  den  vorstehenden  Gleichungen  eingeführt»  so  ent- 
steht, wenu  gehörig  geordnet  wird.  Im  Anschluss  an  No.  I): 

SR^=(SR,^  B^)]fip-V^ 

= B^ .  \fip^  +  /?2-  iJ^p  —  r, .  \Mp—  Fj, 

=  B^^fip^^rB^Aßp^\  B^Afip^  V^Afii^^V^Afip^i 

SR^  =  ( S/?3  +  B^)  1  ßp  —  Vi 

=  B^A  fip^  +  B^.  ifip^  4  ßs .  Ißp'^  +  B^.  }fip 
^  [  n .  Ifip^  +  V^Jfip^  +  13 ,  ifip  +  FJ 

M.  s.  w\     Das   Äbleitungsgesetz   tritt   deutlich    hervor  und   e^ 
allgemein : 

5)  SRu  =  Bi .  hOp^i^B^,  l,0/?«'i  + .,.,  Bn-i .  1 ,0;^*+^. .  1,0;^ 

-  [Fl .  l,0/j""^  +  Fa J,Op«-^  +  »»  F«_i  J,0;i+  F«J. 
ßiese  Gleichung  stimmt  mit  No*  6)  §.  93.  ilberein. 


der  politischen  Arithmetik, 
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Die  bij»ber  entwickelten  Gleicbun^en   geben  von  der  Voran«- 
Hzung  aus,  dass  jlibrljche  Beitrage  ern^ezabH  werden*    Werden 
^ber  einmalige  Einkaulfosunimen  angenommen,  so  ergibt  ^ich  hie- 
Ir  rolgende 

Vierte  Metbode.  Man  bringe  den  lietrag  Kämmtliclier  Ein- 
aufssumnjen,  tvelche  durch  E  —  Aa-Ea  bezeicbnet  werden  sol- 
&D,  auf  den  ScbtuJäs  des  nten  Jahren  und  ebenso  sämmtliche 
Versieb  er  yni^si^ummen  Fjj  Fj,  F3,.-"  ^n  auf  den  gleicben  Zeit- 
Innkt  zurück^  Ge&ebiebt  dieas,  so  ergibt  skb  für  den  Bestand 
er  Gesumm treserve  am  Ende  des  nten  Jabres  folgende  ßestim- 
iiing: 

6) 
|Ä,.==£.l,0/i''-[Fi.I,Op»-i+  Fa.UO/j«-^  + Vn-iA,Op^  F„]. 


§,  95. 

tereebnung    der    Reserve    bei    vier teljäbr lieben    Aus- 

zabt  tingen. 

Die  Statuten  der  verscbiedenen  GeseHscbaften  entbalten  ge- 
^uhfdich  die  Bestinmiung,  das«  die  Versicberungssummen  drei 
fonate  naeb  Ein  lauf  der  gültig  anerkannten  8terbepapiere  aus- 
ßzahlt  werden, 

Hiernacb  müssen  vierteljahrtiebe  Auszablungen  in  Rechnung 
^bracht  werden.  Gebt  man  von  der  Voraussetzung  des  gleichen 
Lbsterbens  binnen  Jahresfrist  aus,  so  ist  in  den  verschiedenen 
Herteljabren  der  einzelnen  Jahre 

aszuzablen.     Diese  Art  der  Ausi^abtung  setzt  vierteljBhrlrche  Ver* 

ynsung  voraus,  und  diese  ist  dann  der  fJarnionte  wegen  auf  Ein- 

labmen  tind  Ausgaben  anzuwenden.     In  diesem  Falfe  stellt  sieb 

per  Catcul   anders   und   in   folgender   Weise    fest,    wenn   man   der 

p 
[iirze  wegen  den  vierteljährlicbenZina  durch  i'iQQ^JPi  bezeichnet. 

Die  Beitrage  des  rteo  Jahres  envacbsen  bei  vierteljähriger 
Verzinsung  zu  der  Summe  i?r.l,0/?|*.  Die  vierteljährige  Auszab- 
mg  der  Versichern ngssummen  desselben  Jabres  führt  dann  auf 
olgenden  Werth : 


iVr^fiPi^iiFrAfipi^  +  i  Vr.hOpi  4    F.  =  i  Fr 


1,0/Ji^  — 1 
Ofip] 
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öettinfftr:     Wefiere  AmfMrung 


Der  Beatarrd  der  Reserve  des  rten  Jahres  für  sieb  ist  daber  na 
§*  93.  erste  Methode: 


1) 


Rr=Br.yfSpi*-lVr 


l.Opi*-! 

0,0/7,        ' 


Man  kann  nun  nach  einer  der  in  §.  03.  und  §.  94.  angegebenen 
Methoden  rerTHliren  und  irird  dann  den  Bestand  der  GeDa^1ln^ 
reserve  l'fir  die  verschiedenen  Jahre  durch  fnlpende  Formeto  er- 
halten : 

1,0/;,* -1 


ä) 


Ä,=Ä,.l,Ojr»,*-JF,, 

3) 


0,0/», 


''^>'      0.0/»     •''"''>       ^^*-     0,0/j,     • 

SÄ,  =  {Ä/?a  +  /?,)  1.(1/»,^  -  i  r, .  'y~^ 

=  ß. .  1,0/», «+ ßa .  I,0/Ji«  +  ^, .  1.0/>,* 
J,0/»,<-l 


4) 


-i 


0,0/>i 


[r,.1.0;3,8  +  Fa.l,0/>.*+r8]. 


Uieniitch  er>;il)t  sich  der  Bestand  der  Reserve  am  Ende  des  HtM 
Jahres  auf  folgende  Weise: 

5)  Sß,  =  (Sff._,  f  B„)  \,^)p^*  -  \  Vn.  ^'^Qfi~^ 

=  ß,.l,0/>,*"  +  ß«l,0/J,*"-H...iP»-il.0/»,HÄ„1.0/.,* 

-  'y»"'  ( f'i .  1.0/».*-*  +  F,. i,oj».*»-«. ...  Fn-i  i.o/,,* + r,\ 


§.96. 

Vergütung   aus   dem    Reserve fofidis. 

Die  V^ersitberiingsbaiikenj  und  riameiitUch  dieGotbaer^  gest*t* 
teil  ihreti  MitgfieJern  den  freiti  ilMgen  Austritt  aus  der  Geseliscbift 
Bei  kurzen  Versicherungen  bilrt  in  diesem  Fafle  der  Anspruch 
auf  Vergiitung  auf.  Bei  Versichertingeii  auf  die  Lebensdauer 
aber  wird  dem  Inhaber  einer   Police   gegen  Rückgabe   derselbei 


der  polnischen  AriiAmeiih. 
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eine  besondere >  iiacf]  festgestellten  Crytidsatzen  zu  berechnende 
Vergütung  aus  dem  Heservefonds,  unbeschcidet  seinem«  Anapriiühi 
auf  die  ibm  noch  gebührenden  Dividenden -Anthellei  gewährt. 

Es  entsteht  daher  die  Frage:  wie  gross  der  Betrag  dieser 
Vergütung  für  die  von  einem  austretenden  Mitgliede  geleisteten 
Beiträge  £u  bemes&en  ist.  üiese  Frage  vrird  nich  in  folgender 
/eise  beantworten  lassen. 

Eine  Anzahl  cralterlger  Personen  (^o)  vereinigen  «ich,  um  eich 
s^enseiüg  eine  Siimnie  h  zu  versichern,  welche  bei  dem  eintre- 
ffenden Todesfall  des  Einzelnen  ausgezahlt  wird.  Sie  besfreiten 
lie  biezu  nothigen  Auslagen  durch  jährliche  gleiche  Beiträge  und 
issen  da^  Vermtigen  der  Gesellschaflt  auf  ihre  Kosten  verwalten. 
lach  Umfluss  von  n  Jahren»  innerhalb  welcher  die  Beiträge  und 
Versicherungssummen  ordnungsmassig  eiii^  und  ausgezahlt  wtir* 
len^  bescblieüsen  die  noch  übrigen  Mitglieder^  die  Gesetlschart 
lufzidusen.  Es  fragt  sich :  welche  Summe  hat  jedes  der  vor* 
kandenen  Mitgltedet  anzusprechen? 

Offenbar  wird  jeder  über  die  Entscheidung  Befragte  antwor- 
ten :  die  in  der  Casse  vorhandene  Summe  ist  Eigenthum  der  noch 
rorban denen  Mitglieder  und  im  Aunösungsraile  muss  die  vorräthige 
Summe  unter  sämmttiche  noch  lebende  Mitglieder  im  Verhältniss 
hrer  bisher  geleisteten  Beifrage  verthertt  werden.  Der  In  derCasse 
Vorhandene  Vorrath  ist  aber  in  der  That  nichts  anderes,  als  die 
leserve. 

Da  nun  jedem  Mitgliede  der  Austritt  aus  der  Veräicherungs- 
Eresell^chaft  zu  jeder  Si^eit  freisteht  und  Ihm  in  diesem  Falte  eine 
l^ergütiTOg  zugesagt  ist,  so  fällt  diese  Frage  mit  der  obigen  zu~ 
immen.  Sie  unterscheidet  sich  von  ihr  nur  dadurch»  dass  die 
^(iellschalt  nach  dem  Austritt  des  Einzelnen  noch  fortbesteht 
id  der  Rest  der  Reserve  Eigenthum  der  Gesejlschaft  Ijleibt. 

Bezeichnet  man  nun  das  Verhaltniss  des  Beitrags  eines  ein- 
slnen  Mitgliedes  zu  der  Summe  der  Beiträge  der  vorhandenen 
litglleder  oder,  was  dasselbe  ist,  der  versicherten  Summe  zu  der 

iesammt' Versicherungssumme  durch   -^,    so   bestimmt    sich    die 

ragliche  Ruck  Vergütungssumme  durch: 


» 


G  = 


6,.SRn 


ler,   wenn  der  Wertb  für   SRn  aua  £.  93.  oder  {.  94.  eingefübrt 
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OeitiHffir:     Weitere  Ausführung 


2)     e?=|  [B^ .  IfipnB^.  Wp^-H^^^Bn-iJfipHßn.hOp] 

-  ^  [  Fl  J,0/?"-i  +  V^Aßpn-^+  ....  Fn-i,  l,OSu+  F4 

Die  Statuten  der  (totliaer  Lebeni^vergkherurigfiliaiilc  enthalten 
über  die  Berechnung  der  fraglichen  Vermutung  folgende  ßefitim- 
man^: 

„Die  Höhe  dieser  Vergütung  wird  hedingt  durch  das  Verbalt- 
aiBs  der  nach  den  Berechnuns^en  der  Bank  auf  die  Versicherung 
treffenden  Reserve  zur  Versicherungssumme,  Betrügt  die  Reserve 
nicht  mehr  als  21)  Procent  der  Versicherungssumme,  so  wird  der- 
malen die  Hälfte  der  Reserve  als  Äbgangs-Entschädtgung  gewahrt. 
Beträgt  sie  mehr  als  20  Procent,  so  findet  Ms  auf  Weiteres  einjB 
progressive  Röckvergüfung  Statte  und  zwar  dergestalt,  dass 

wenn  die  Reserve  20 — 22  der  Versicherungssumme  ausnfiacht,  eine 

Riick Vergütung  von  51  Proc 
„        „        „        22-24  „  „    52 

„        „        „        24-26  „  „    53 

u.  s,  f.  dieser  Reserve  geleistet  wird,  so  dass  sich  mit  dem  ab- 
soluten Werthe  der  Police  auch  dns  Verhaltniss  ihres  Rückkaufs- 
preises  erhöht  und  ein  allmäliger  Ueberf^aiig  zu  dem  Punkte  Statt 
findet,  wo  bei  dem  Anwachsen  der  Reserve  zur  vollen  Versiche- 
rungssumme letztere  nach  §,  63.  schon  bei  Lebzeiten  ausbezahlt 
wird  (Vorstands-Beschluss  vom  15.  Mai  1847).  Die  Reserve  einer 
Versicherung  Ist  auf  ungefähr  die  USlfte  der  für  dieselben  einge- 
zahlten Prämien  anzuschlagen.'' 

Die  Grundsätze,  woraus  die  von  der  Gothaer  LebensFersicbe- 
Tungs-Bank  gewählte  ßerechnungsweise  abgeleitet  ist^  sind  wi« 
mir  scheint  nicht  deutlich  erkennbar.  Sie  enthält  nach  meiner 
Ansteht  eine  ziemlich  wÜlkührliche  Bestimmung,  wenn  auch  ihre 
Resultate  mit  denen  der  oben  angegebenen j  was  aber  kaum  vor- 
auszusetzen ist,  zusammentreffen  sollten.  Auch  die  im  letzti 
Satze  aufgestellte  Behauptung  scheint  nicht  zutreffend  zu  seil 
Jede  in  der  Mathematik  aufzustellende  Methode  mnss  eine  durch 
sichtige,  allgemein  verständliche  und  eben  deswegen  bindende 
Grundlage  haben.  Diese  Eigenschaft  ist  in  der  ¥on  der  Gothj 
Bank  angegebenen  Berechnungsweise  schwer  zu  erkennen 


i 


I 


5-  97. 
Berechnung    des    Sicherheitsfonds. 
Der  Sicherheitsfonds  wird  von  den  angesammelten  jährlicbi 


der  polHUchen  ArUhmeiik^ 


an 


reinen  Ueberscbii^sen  gebildet   Der  reine  Ueberschuss  eines  Jahres 
ist   die  Summe,    welche    nach   Abzug  der  Ausgaben   sammt  Ver- 
waltungskosten  uud  der  Reserve,  so  ivie  der  sogenannten  üeber- 
tr?ige  von  der  Einnahnie  übrig  bleibt  m%\^  bildet  deu  Vorrath  fii 
die  Dividende. 

Bei  diefier  Rechnung  mu^s  dafier  noch  ein  weiterer  ßestaed- 
ulheil,  die  Verwaltungskosten,  aufgenommen  werden^  Bezeichnet 
El  an  die  Verwaltungskosten  der  verschiedenen  Jahre  durch  lf|, 
V%%  Ifa,....,  den  Sicherheit^fondfs  durch  Sy,  Ä^,  S^y..,.^  und  he- 
llält  die  (Vflhere  Bezeicbnungeweise  hei,  so  bestimmt  sich  der 
Sicherheitsfonds  am  Ende  des  ersten  Jahres  durch 

les  zweiten  Jahres : 

2)  S^:^{S,-^B^Wq^Q^ 

i.  s.  w. ;  und  hieraus  allgemein  nach  Analogie  der  Gleichungen  in 

.  93.  und  §.  94- 1 

3)  Sn  =  (Sn-l+BnJlßq-  Qn 
•    =  B,  AS^ff  +  ^2  1  %"-^ --  Bn-l  .  I,Or/  +  ^n .  l,Of/ 

renn  Qu  — /?n  +  F«  +  IF«  die  Summe  sämmtlicher  Ausgaben  und 
9n  sämmtliche  Einnahmen  eines  Jahres,  tj  aber  den  Zinsfuss, 
vorin  die  Kapital  wer  the  der  Bank  angelegt  sind,  bezeichnet  Die 
te^erve  (Rft)  ist  im  Zinsfues  p  zw  bestimmen.  Die  Auswertbung 
»n  No.  3)  unteHiegt  keiner  weitern  Schwierigkeit.  Bei  viertel- 
Ibrjicben  Auszahlungen  kommen  die  Bestimmungen  des  §.  03. 
nr  Anwendung. 


§.98. 

Methoden    für  die   Berechnungs weise  der  Reserve. 

Da  die  Berechnung  der  Reserve  für  die  Veraich erungsbanken 
IfYon  Wichtigkeit  ist,  so  mügen  biefür  folgende  Methoden  angege- 
Bü  werden. 
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Oeiiinger:     Weitere  Amfühnmg 


Erste  Methode.     Sie  ergibt  sich  aus  der  Gleichung  No,5) 

und  besteht  darin,  dass  man  den  Bestand  der  Reserve  eines  jeden 
Jahres  für  sich  nach  der  Formel 


2) 


Rr  =  Ba^  AaJ{.T-\ .  1  fip  —  Ma-^r-l *  K 


für  den  Werth  K  oder  K=-\  berechnet  und  dann  jeden  einzelnen 
Wertb  mit  der  zugehörigen  Potenz  von  1,0/»  verbindet  und  sammt' 
liehe  Glieder  summlrt. 

Soll  der  Bestand  der  Reserve  am  Schlüsse  des  vierten  Jah- 
res nach  der  Tafel  von  Northarapton  bei  3  Procent  und  üf:=I0O» 
wenn  man  von  dem  80s fen  Jahre  ausgeht»  berechnet  werden,  «o 
ist  aus  No,  1): 

SR^  =  ßi .  1,033  +  R^ .  1,03^  +  i?a  J,03  +  R^. 

Aus  No.  10)  §.  8X  hat  man  B^^  =  18393....  =  18,9,  und  aus  No.2); 

^4=40.18,9, 1,03—5. 100^778,68  —500  =  278,68, 

^3=  35. 18,9.1,03  — 5  JOO^  081,345^500=  181,346, 

^3=  30,18,9.1,03-5.100:^584,01  —500=  84,01, 

i?4  ^  25 ,  18,9.1,03^5/100=480,675  -  ÖOÜ  = -^  13,3 Jö. 

und  hieraus  nach  No.  1): 

3)    5fi4=2S7,G8. 1,033+181,345.1,03^+84,01 . 1,03^13,3-20 

=304,5-21  +  192,388  +  86,530— 13,325 

=583,439—13,325  =  570,1 14. 

Zweite   Methode.    8ie    beruht   auf  der   Parcbfiihran^  der 

Gleichung  No,  7)  §.93.! 

4) 

SRn=BuVAa^  1,0p"  +  ^^+1. 1,0|i"-H  --^ix+ii-a-  l,0/iH^a+»--ilpF] 

-Ä[il/öJ,0/?"-l  +  M«+l.l,0p«-*.,..i»f«+„_2J,0/>  +  ^a+»-4l 

Man  bat  sofort  der  Reihe  nach  die  Zahl  der  Lebenden  mit 
den  zugehörigen  Potenzen  von  1,0/»  zu  verbinden,  die  bierau^ 
entstehenden  Producte  zu  summiren  tind  die  erhaltene  Summe 
mit  dem  Jahresbeitrag  eu  mulüpliciren.  Dasselbe  hat  mit  der 
Zahl  der  Sterbenden   ku  geschehen;    die  entstehende  Summe  ist 


der  poliUschen  Arithmetik. 
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der  Vemcheruiigssunime  A'  zu   mulftplieiren  tiod  das  znletzt 
erhaltene  Resultat  von  ilem  ersten  abzuziehen. 

H     Wird  das   oben    gegebene   Bebpiel    hiernacb    bebandelt,    so 
etitstebt: 

5) 


Sß4= 18,9  (40 . 1 ,03*  +  35 .  IJÜZ^  +  30 . 1 ,03^  +  25 . 1,03) 

-  100(5 . 1,033  +  5 . 1,03^  +  Ö  J,03  +  5) 
=:18/J(45,0->0352  +  38,245445  +  31,827  +  25,75) 

—  5,100.4,1836270 
=  2661/J288  —  2091,8 135  =  570,1I5X 


\ 

H  Ist  nach  dieser  Methode  der  Stand  der  Reserve  für  das  nie 
Jabr  feislizes teilt,  so  kaon  man  hieraus  leiebf  auf  den  den  (7if  ])ten 
Jahres  liberi^eben.  Hierzu  dient  folgende,  aus  No.  7)  J,  93.  abge- 
leitete Formel: 

6)  SRn^l 

K    —  K[{M^.  Ifip^'-^  +  ßh^lhOp'^-^  ...  Ma^n^l)Aßp  +  MaJirnl 

hiernach  hat  man  den  nach  No.  4)  für  die  b eitlen  Reiben  erbaU 
tenen  Werth  niit  l,0/>  zu  multipliciren,  dann  BaAüi^n-lJOp  zu- 
tiiid  K.iUg^n  abzuzäbietK 

Hat  man  es  in  den  zwei  angegebenen  Metboden  nicht  mit 
ungleichen  Beitriigen  und  Verfiichenmi^ssijmmen  von  einzelnen 
Miti^liedern  zu  thun,  so  wird  es  am  besten  sein,  die  Gleichungen 
^o*5)  und  No.  6)§.  93.  dem  Caicul  zu  Grunde  zu  legen.  Man  kann 
aber  auch,  da  alle  Beitrage  und  Versicheningessummen  auf  Viel- 
fachen von  100  beruhen,  den  Bestand  der  Meserve  auf  JOO  redu- 
ciren  und  von  dem  so  erhaltenen  Werthe  auf  die  Gesammt-Ver- 
sjcberungssumme  übergehen, 

^    Dritte  Methode.     Sie  gründet  sich   darauf,  dass   man  die 
eder  der  negativen  Reibe  iu  No.  4)  nach  der  Formet 

iD  STvet  zerlegt.     Dadurch  entsteht; 

SRn  =Ba{AaA  fip"  +  Ja+1  ■  1  ,Op«-l ..,+  A^in-^ .  IfipHA^n-^l^  I  fip) 

Ik       —K(Aa^^  ,0/J«-l  +  Aa^i .  1,0/3»-^  .,..Aa^n^2Aßp  +  ^a+n-i) 
I       +  K(Aail .  lflp^-HAai.2.h0p''-^*...  A+»-l.l,Op  +  i*a+«). 
n    der  dritten   Reihe   fehlt  das  erste   Glied   K.Aa^lflp'*.     Zählt 
lieses  der  Vervollständigung  wegen  su  und  ab  und  scheidet 


»u 
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das  Scbloersglied   der  dritten,    K.Aa^n,    aus,    so   kann   man   di« 
dritte  und  erste  Reibe  in  eine  vereinigen  and  man  erhält: 

SRn 

=  (0.-I-X)  [Ao .  l.Op«+Aa+l .  l,Op»-l+....  A,^-Z.lfipHAai-n~l.\fip] 

~  K[A, .  l,0/)»-t  +  A^l  .  l.Op—a ....  Aa+n-i.lßp  +  ^.+,-«] 

—  K.Aa.l.Op«+K.A^+n. 

Scheidet  man   niin   den   Factor   l,Op  aus   der  ersten    Reibe,   «o 
vereinigen  sieb  beide  Reiben  und  es  entsteht: 

SRn  =  [(ßat-K)i,Qp-~KJ 

X  [Aa.  1,0p»-*  +  ^«+1-  1.V-*  +  •  •  •  ^«+«-a .  1,0p  +  ^.+,.-1] 

-K(A,.\flp'-Aa+nl 

Da  nun  . 

(B,  +  K}lfip~K=Ba.l,Op-Oßp.K=  ^'^^%y  ^^"^ 

ist,  so  ergibt  sich   hieraus  für  die  Berechnung  des   Standes  der 
Reserve  am  Ende  des  nten  Jahres  folgende  sehr  praktische  Formel: 


7) 


SRn 
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X  [Aa.  l,pp«-^  +  ^af  1. 1,0/J«-*  +  ,. ..  Aa^n-%*  1,0p  +  ^«-|-„^l] 

Zugleich  hat  man   hieraus  für   den  Stand  der  Reserve  am  Ende 
des  (n-l'l)ten  Jahres: 


8) 


_iBa(lOO  +  p)-t-pK) 


-it.[.4a.l,Üp"+l-^a+ii+l]. 

und  man  kann,  wie  aus  der  Vergleichnng  von  No.  8)  hervorgeht 
den  in  der  Reihe  von  No.  7)  gefundenen  Werth  benutzen^  Ihl 
mit  IfOp  multipliciren^  hiezu  Aa-\^n  zahlen,  dann  mit  dem  varge*' 
schriebenen  Factor  verbioden  und  leicht  durch  Anschtuss  dts 
negativen  Gliedes  in  No*  8)  von  der  Reserve  des  Vorjahres  auf 
die  des  folgenden  übergehen« 

Benutzt  man  nun  die  Gleichung  ^ur  Berechnung  des  oben  ai 
gegebenen  Falles,   so  ist  der  Bestand  der  Reserve  am  Ende  d« 
vierten  Jahres   für   ein  Ätter  von  80  Jahren    nach   der  Sterblich*' 
keitstafej  von  Morthampton; 


der  paiitiscAen  Arlihmätih, 
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—  100(40, 1,03* -20) 
t22.467  (43,70908  +37,13]5  +  30,9  +  25)  — 100(45,020352-20) 
=  3072,15061  —  2502.0352  =  570,1154. 

kann  übrigen«!  auch  dbse  Methode  ganz  aÜgemein  benutzeu, 
Q  man  die  oben  zur  zweiten  Methode  gemachte  Bemerkung 
Icksichtigt. 

§.  99. 
Fortsetzung. 

Vierte  Methode.  Dtese  Methode  beruht  auf  der  Gleichung 
I)  §.  94.  und  dient  zugleich  dazu,  die  Richtigkeit  der  bisher 
erufi denen  Methoden,  so  wie  das  liher  die  Berechnung  der 
jütung  aus  ^eni  Reservefonds,  §,96.,  Gesagte  zu  bestätigen. 
jSie  besteht  darin,  dass  man  von  dem  Bestand  der  Reserve  des 
ahrs  ailmliligauf  dieder  folgenden  Jahre  übergehti  wie  die  Formel 

iTigt,  und  i^t  der  Anlage  nach  ganz  allgemein,  wie  aus  dem 
It  dieser  Gleichnng  hervorgeht.  Man  erhält  durch  ihre  An- 
lung  die  Bestände  der  Reserve  auf  mehrere  Jahre« 
Soll  hiernach  die  Reserve  für  das  Älter  von  80  Jahren  nach  der 
^  von  Nortbampton  auf  die  folgenden  zehn  Jahre,  also  bis  zum 
fen  Jahre ,  wo  die  Versicherung  von  100  spätestens  gezahlt  wird^ 
bhnet  werden,  so  ergibt  sieb  hieraus foigende  Zusammenstellung : 

}ßs  Jahr.    Summe  der  Beiträge:  40J8^9 756 

Zins  zu  3  Procent  hinzu ,    .         22,68 

77p8 

6  Versieherungen  zu  100  ab 500 

Reserve  des  ersten  Jahres ~  2783§8 

Summe  der  Betträge:    35 J 8,9 


661,5 


Zins  hinzu 


I  ^ 

^^■^  5  Versicherungen  ab  ...  . 
^^L  Reserve  des  zweiten  Jahres  . 
^^B         «Summe  der  Beiträge:   30.18,9 

V 


940.18 
28.21 


968,39 
500 
46«,;« 
567 


1035.39 
31,06 


Zins  hinzu 

~1066;45 

5  Versicherungen  ah SOG 

Reserve  des  dritten  Jahres  ...'...  54i6.46 
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83stes  Jatir. 


84 


86 


86 


87 


88 


89 


Reserve  des  dritten  Jahres  .    . 
Siinmie  der  Beiträge:   25/18,9- 


.    .    ,        566,1 
•    •    >        472,5 
1038,^ 
Zins  hinzu 31,16 

ww 

5  Versicherutigen  ab ,    ,    .    ,       500 

Reserve  des  vierten  Jahres 5704^ 

Summe  der  Beiträi>e:   '20.18^^. 

Zins  hinzu 

4  Versicherungen  ab 
Reserve  des  fünften  Jahres 
Summe  der  Beitrüge:    16.18^9 

Zins  hinzu 

4  Versicherungen  ah 
Reserve  des  sechsten  Jahres 
Summe  der  Beiträge:    J2J8,9. 


Zins  hinzu 


3  Versicherungen  ah 300 


Reserve  des  «tiehenten  Jahres  . 
Summe  der  Beiträge:  9.18,9  .    . 


mm 

170,1 


Zins  hinzu 


2  Versicherungen  ah  ...  . 
Reserve  des  achten  Jahres  . 
Summe  der  Beiträge:   7.18^9 

Zins  hinzu .   .   . 


2  Versicherungen  ab    ,    .    . 
Reserve  des  neunten  Jahres 
Summe  der  Beiträge:  5,18,9. 


Zins  hinzu 


90 


5  Versicherun jjen  ab 
Reserve  des  zehnten  Jahres 


der  palidschen  AniUmelik. 
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Von  hier  an  Ist  die  Cei^eljfichnit  geschlo^seu.    Der  Ceberächusi^ 

dem  kleinen  Betrage  vuii  1,58  ruhrf   davon  her^  dasi^  die  ßei- 

räge  mit  18,9  statt  18,81)....  der  Kiirze   wessen   in   Rechnaiig   ^e- 

»-"fuiuen  \vurd(^n. 
Diese  Reciinuni^  geht  von  der  Voraussetzung  an»,  dass  alle 
^■■igetretenen  Mitglieder  sich  mit  gleichen  Summen  hetfieiligen. 
Dte±$e  Be.schrätikttng  ist  jedoch  Leicht  zu  entfernen.  Man  kann 
nämlich  nach  dieser  RechiiuTig  auf  jede  beliebige  Versicherungs- 
suniine  für  das  einzelne  Mitglied  übergehen,  wenn  man  die  Reserve 
eines  bestimmten  Jahres  auf  die  Versichernngssumme  100  zuriick- 
fuhrt  und  von  der  so  erhaltenen  Quote  anf  die  entsprechende 
Grosse  in  der  Reserve  «hergebt,    was  leicht  geschehen  kann,   da 

g^  Versicherungssummen  7ai  einander  in  demselben  Verhältnisse, 
e  die  Beiträge  stehen, 
Soll  hiernach  der  Iiestand  der  Res^erve  des  vierten  Jahres, 
rin  noch  20  Mitj^lieder,  also  auch  20  V ersieh ernngssummen  zti 
je  lüO  vorhanden  sind,  bestimn*t  werden,  uenn  ein  Mitglied  mit 
pÖOO,  ein  zweites  mit  300  unii  die  rihrigen  mit  je  100  versichert 
Ijtifid^  so  betragt  die  Reserve  fiir  je  100: 

570,11 


20 


:  28,5055, 


folglich  fnr  eine  Versichernng  von  500 
18  Versicherungen  von  100 


142,5275, 

85,5165, 
513J)()0 


741,LU 


Dasselbe  Resoltat  erhält  man  auch  auf  folL^ende  Weise,  In 
r  Bank  sind  26  Hundert  statt  20  nnter  den  angegebenen  Bedin- 
gungen versichert.  Die  Reserve  muss  sich  daher  in  gJeichem 
Verhältniss  biiber  stellen.  Die  Reserve  des  vierten  Jahres  be- 
trägt daher  in  diesem  Falle: 


\  tra 


A'4  =  1^,570,11=741,143, 


ferden   in   dieser  Weise  Reservetabellcn   für   die  verschiedenen 
Altersklassen    von    den    Gesellschal>efi    imgefprtiijt    nnd    an«;ele»t. 
So  wird    hit>(lnrch  die  Berechnung  der  Reserve   ungemein  erleich* 
y^t  %vertlen. 

|B  Die  Berechnung  des  Standes  der  Reserve  für  die  Einzahlung 
einmaliger  Einkaufssunimen  erjriht  sich  nach  der  vierten  Methode 
§,  94,  noch  einfacher,  weswegen  sie  nicht  besonders  hier  durch* 
geführt  Hird. 


[ 


Theil  XXXVIII. 
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f  100. 

Bi^rechnuiig  der  Vergütung   im  Falle  des  Au^^tritts. 

Diese  Vergüloiig  berechnet  sich  nach  §.  96.  leicht,  indem  der 
so  vielte  Theil  der  Reserve  zu  vergüten  ist,  als  die  versicherte 
Summe  des  austretenden  Mitgliedes  von  der  Gesanimt- Versiche- 
rungssumme beträgt.  Hiernach  herechnet  sich  die  zu  gewährende 
Vergütung  aus  dem  Reservefonds  für  lOt)  nach  §.  09.  im  vorfie- 
genden  Falle  für  den  Schluss 

des  4ten  Jahres  auf  — ^j)^  =28,305...., 


5ten 
6teu 
7ten 


576,55 

16 
505,32 


12 
454,08 


=  36,03, 
^42,1J. 


=  50.49, 


Nach  der  von  der  Gothaer  Bank  angenommenen  MefhoHe  be- 
trägt die  Reserve  des  4ten  Jahres  28,505  Procent  von  der  Ver- 
sicherungssumme. Es  uürden  also  nach  den»  Wortlaut  der  in  §.  % 
gegebenen  Vorschrift  55  Procent  von  der  auf  die  Verüiicheruug 
treffendeu  Summe,   also : 


28,5.55 


im  fünften  Jahre 


100 

36,03,58 
100 


=  15,675, 


=  20,897 


u.  s,  w,  ausgezahlt  werden. 

Es  ist  eiiileuclitend,  dass  die  Bank  sieh  gegen  mögliche  A 
lalle  zu  decken   suchte    diese   Absiebt  konnte  aber  sachgemäsj 
durch  Abzug   bestimmter  Procente  erreicht  »venlen.     Da  aber 
Gesellschaft  durch   den  Sicherheitsfonds  gegen  mögUche  Ausfall 
schon  gedeckt  ist,  so  dürfte  auch  biefür  keine  besondere  Befürck- 
tung  vorliegen,  denn  eine  Gesellschaft  gewinnt  gerade  dadurch  an 
Vertrauen,  dass  sie  die  Ansprüche  ihrer  Mitglieder,  auch  im  Fallt 
des  Austritts,   in  vollem  Maa^se  anerkennt  und  hefriedit^t. 


u 


Dass  aber  der  Austritt  eines  Mitgliedes  nicht  nothwendtg  &af 


i 


4 


der  pafithchen  An'tämeUk, 
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Verlust  ftfr  itie  Casse  führt,  \Mst  Htch  nach  der  hier  aufn^estellten 

Rech nutjj^eiu eise  «larlurch  zeigeri,  äikss  ntaii  im  Falle  tles  Austritts 
einer  Person  die  vöIIi?  Vergütung  m  Ausgabe  nimmt  und  dann 
för  die  norh  ühri*^  bleibenden  Mitp;lieder  die  RechnuDi?  fortiietzt. 
Nur  bei  urigiinsttgen  Annahmen  wird  8ieh  ein  Au^^faüj  jedoch  kein 
bedeutender,  herausstellen,  wie  sieb  diese  bei  Durchführung  der 
Rechnung  und  bei  Atiuahme  ver^chledeüer  MOglichkeiteu  leicht 
seigeti  uird, 

W  er  tb  be^ti  m  m  ung  halbjährlicher  und  vierteljährlicher 
I  llei  träge, 

^m     Einzetue   Versicberungsgei*ellschüften  gestatten    halbjährliche 

^Bd  vierteljährliche  Beitrage,  und  zwar  entweder  in  der  Weise, 
MKrs  drr  jährliche  Beitrag  den  Zeitfristen  entsprechend  in  gleiche 
Theile  getheilt,  die  er^^te  Zahlung  ohne  Ziii$i,  die  folgenden  aber 
mit  ZinszMschlag  gemacht  werden;  oder  da88  statt  de*i  jährlichen 
Beitrags  gleiche  halbjährliche  oder  vierteljährliche  erhohen  werden» 
im  ersten  Falle  i6<t  die  Sache  ganz  einfach.  Im  zweiten  Falle 
ergibt  sich  der  halbjabrlic  he  Beitrag  auf  folgende  Weise.  Nennt 
man  den  halbjährlichen  Beitrag  B^^,  den  ganzjährigen  Bas  den 
Ziiisf(i«2S  p,  als»  deti  halbjährlicben  ^p^^^, ,  so  hat  man,  da  die 
balbjäbr liehen  Beiträge  gleich  sind  : 

S  -B  +   ^^   -10»  (J^Ar-^^^-B    10«    1=MPl* 


ti.Op, 


und  hieraus: 


»,= 


gg  0.0p, 

1,0/,/ 1-1.0;.,-«- 


Wird   der  vierteljährliche  Beitrag  B^vmA  der  vierteljährliche  Zins 
>:=/>,  gesetzt,   80  ergibt  sich  in  gleicher  Weise: 

Und  hieraas: 
i) 


B^  = 


Äo 


0.0//, 


Man  kann  ztrar,    wie  diess  in  Lehrbüchern 


geschieht,   den 
21* 


S20  Oetti7iger:     Weitere  Au$führmfp  der  pnif tischen  Arithmetik, 


viertetjährticheii  Beitra|^  iluich  die  Rechauri^  iitlt  einfachen  Zin^ 
beötimraen.     Dürm  entsteht  für   pi^ip'^ 


und  hieraus: 
3) 


ß* 


1  l_         1 


Nach  der»  im  engten  Kapi teL  autgestellten  Grund i^iätzen  erschetnh 
aber    diese   DarstelLuni;    nicht    richtig,    obgleich    die   hieraus  sid 
ergebenden  Werthe  nur    unbedeutend  von   den  aus  No.  1)  folge 
den  differiren  werden. 

Setzt  man  in  den  hier  gefundenen  Fürmelo  p=^4^  en  bestiDiml' 
sich  der  halbjährliche  Beitrfvj;  bei  einer  Versicherung  von  1000  tur  j 
einen  40jährigen  Mann  nach  ßrune'»  Tafel,   uenn  iJ4o  ~  28.836 
in  Nn.  1)  gesetzt  wird: 


4) 


Ba=| 


28,«:30.0,02 


58,a36 


1,02(1  ™  1,02-*^)  ~  l#i  ,1,9415001» 
der  vierteljährliche  bestininit  sich  nach  Nö.  2)  zii : 


14561; 


6) 


ß^=. 


%%mihG,m 


^28,830 


1,01(1-^1,01-^)"  1,01.3,9019056 


=  7,3I7L 


Aus  No.  3)  würde   man  erhalten ; 


6) 


B^  = 


28,836 


28,8:jG 


*  + 1,01 +  1,02+1,03 


3/J4FJ048' 


.7,3152, 


Hieraus  bestätigt  jslch  die  obis^e  Bemerkung,  dass  der  Uater- 
schied,   welcher  nach   den   Ob-iehungen  Nn.  2)  und  No.  3)  hervo 
treten  muss,  unbedeutend  iiit  und  sich  erst  in  den   zwei  letzti 
Decimalsfellen  zeigt 

Bei  grrissern  Summen,   di«»  jedoch  nach  den  Statuten  der  GeH 
Seilschaften   bestimmte   Grenzen    nirht  überschreiten   diirlei»,  wir4j 
dieser    ünter^ichied    bemerkbar    hervor   treten.      Betragt   die  Vc 
Sicherung  'iOOOO,  die  hiichste  versicherbare  Summe  in  der  WienC 
Bank,    so  i^t  nach  No.  2)   der  tierteljahrliche   Heitrag    bei  4  Pro- ^ 
Cent:     ß^=  146,342  iL  =  146  tb  21  kn;    nach  No.  3)  ist  derselii 
^^=146,30411.   =l46tL  18  kr.,    und    ist   daher  erst  in  den  Kre 
zern  zum  Nachtheile  der  Bank  verschieden.     Hei  ho herm  Zinsfuß 
VFÜrde  der  Unterschied  etwa«  stärker  hervortreten. 


Tafel  der  Leibrenten  und  Lebensversicherungen 
nach  der  Sterblichkeit$-Ordnung  von  Northanip* 
ton. 

Tafel  der  Leibrenten  und  Lebensversicherungen 
nach  Deparcieux,  berechnet  von  Hattendorf. 

Tafel  der  Leibrenten  nach  der  Sterblichkeitstafel 
von  Finlaison,  berechnet  von  Martin  Kasten 
in  Frankfurt     Für  Männer  und  Frauen. 

Tafel  der  Leibrenten  und  Lebensversicherungen 
nachJBrune,  berechnet  von  Hattendorf.  Für 
Männer  und  Frauen. 

Die  einmaligen  Einkaufssummen  für  Lebensversicherungen  be- 
chnen  sich  aus  den  Leibrenten  nach  den  in  den  §§.  82. — S4. 
gegebenen  Gleichungen;  die  jährlichen  Beiträge  (Prämien)  für 
sbensversicherungen  aus  den  in  den  §§.  85.^88.  angegebenen. 


'S«!  der  Iieilir^ii 

ten  and  IiebensverHlclierDiigen  n»eh          ^^M 

der  Sterbliclilfeltetafel  von  BTortliaiiiiiton*                    ^^| 

1 

Alter. 

Zahl  der 
Lebenden. 

Gegenwärtige 
Leibrenl 
3  Proc. 

r  Wcrth  einer 
0  Ton  1. 
4  Pi-oc. 

JlLkr lieber  Beitrag  (Frä-            ^^H 

mie)    für   eine  Leliens-            ^^^| 

versicbemDg   von    lüo.            ^^H 

3  Proc.                          ^^M 

Aa. 

i„. 

L.. 

^M 

0 

JIßSO 

1 

^M 

1 

865U 

1 6,021 

13,465 

^H 

2 

7283 

18,599 

15,633 

^H 

3 

6781 

19,575 

16,462 

^H 

4 

6446 

20,210 

17,010 

^H 

5 

6249 

20,473 

17.248 

^^H 

6 

6065 

20,727 

17.482 

^H 

7 

5925 

20,858 

17,611 

^^M 

8 

5815 

'J0,SS5 

17,662 

1.879                    ^H 

9 

5735 

20.812 

17,625 

1,879                    ^H 

ro 

5675 

20.663 

17,523 

^H 

ir 

5623 

20,480 

17,393 

!^| 

1-2 

5573 

20,288 

17,231 

1,879                          ■ 

l:l 

5323 

20.081 

17,103 

1,879                     ^M 

U 

5473 

19.872 

16,050 

^H 

IS 

5423 

19.657 

16,791 

^H 

16 

5373 

19,435 

16,625 

1,983                    ^H 

17 

5320 

19,218 

16,462 

2,033                    ^H 

■^  19 

5262 

19.013 

16,309 

2,083                     ^H 

5199 

18,820 

16,167 

^H 

20 

5132 

18,638 

16,033 

^H 

P21 

'   22 

5060 

18,470 

15,91-2 

2,225                    ^H 

4985 

18,311 

13,797 

2,267                     ^^m 

23 

4910 

18,148 

15,680 

2,312                     ^M 

^24 

'  25 

4835 

17,983 

15,560 

^M 

4760 

17,814 

13,438 

%-im             ^H 

26 

4685 

17.642 

15,312 

2,450                    ^H 

P27 

■^  28 

4610 

17,467 

15.184 

!             2,504                         V 

4535 

17,289 

15,053 

2,534                    ^M 

_29 

4460 

17,107 

14,918 

^H 

b 

4385 

l 

16,922 

t      14,781 

^H 

324 


Oettiitger:     W'fltrrf  ktiffilttrunp 


Alter. 


32 

33 

34 

35 

36 

37 

38 

39 

40 

41 

43 

43 

44 

45 

46 

47 

48 

49 

SO 

51 

5-i 

53 

54 

55 

9« 

87. 

S8 

59 

m 

61 

6a 

63 

64' 

65 


Z«hl  der 
Lebenden. 


Ctogenwartigcr 

Leibrente 

3  Proc, 

La. 


Werth  einer 
von  1 


jah  rlj  eher  B  eitrag  (Pr 
imie)    ftir  eine   Lebm 


4  Proc. 

versicnenin^  v« 
3  Pruc. 

iJa» 

ßa- 

14,6;J9 

2,723 

U,4<l5 

2,787 

14,347 

2,854 

14,195 

2,921 

14.03!» 

2,992 

l;}.880 

3,007 

13,716 

3,142 

13,548 

3,225 

13.373 

3,308 

I3,lü7 

3,396 

13,018 

3,487 

12,838 

3,583 

12,637 

3,683 

12,472 

3,787 

12,-283 

3,896 

12,089 

4,008 

11,SI0 

4.129 

ll,öö5 

4,234 

11,475 

4,392 

11,264 

4,333 

11,037 

4.675 

10,849 

4,821 

10,«37 

4,979 

10,421 

5,142 

10,201 

5,317 

9,977 

5,504 

9,749 

5,700 

9,516 

5,iM)8 

9,280 

6,133 

9,039 

6.367 

8,7i:tö 

6.617 

8,347 

6.887 

8.291 

7,179 

8,030 

7,492 

7,761 

7,837 

4310 
4*235 
4160 
4085 
4010 
31*3ä 
3860 
3785 
3710 
3035 
3Ö59 
3482 
3404 
3326 
3248 
3170 
301)2 
3014 
2936 
2857 
2776 
2694 
2619 
2530 
2448 
2366 
2284 
2202 
2120 
2038 
1956 
1874 
1703 
1712 
1632 


16,732 
16.540 
16,343 
16,142 
15,938 
15,729 
15,515 
15,298 
15,075 
14,848 
14,620 
14,391 
14,162 
13,929 
13,692 
13,450 
13,203 
12,951 
12,693 
12,436 
12, 183 
11,930 
11,674 
11,414 
11,150 
10,882 
10,611 
10,337 
10,058 
9,777 
9,493 
9,205 
8,910 
8,611 
8,304 


{ 


der  politischen  Artthmetlh, 

385 

1 

Alter. 

Zahl  der 
Lebenden. 

OegenwIlrtigeT  Werth  einer 

Leibrente  von  1. 

3  Proc.      1       4  Proc. 

( Jfthrlu'licr  Beitrag  (PrJL- 

mie)  für   eine  Lebemi- 

versichciuDg  von   100. 

3  Proc. 

1 

Aa- 

i„;           1            La. 

\              B^. 

1 

66 

I5Ö2 

7,994 

7,488 

8.204 

67 

1472      . 

7,682 

7,>11 

8,604 

^^1 

68 

1392 

7.367 

6,930 

^^1 

69 

1312 

7,051 

6,647 

^^1 

70 

123-2 

6,734 

!       6,361 

^^m 

71 

1152 

6,418 

;      6,075 

^^1 

72 

1072 

6,103 

5,790 

^^1 

73 

Wl 

5.794 

5,307 

^H 

74 

912 

5,491 

5,2:30 

^^1 

75 

832 

5,199 

4,962 

^^1 

76 

75-2 

4,925 

4,710 

^H 

77 

675 

4,652 

4,457 

^H 

78 

602 

4,372 

4,197 

^^1 

79 

534 

4,077 

3,921 

^^1 

^81 

469 

3,781 

3.643 

^^1 

406 

3,499 

3.377 

^  82 

346 

3,229 

3,122 

83 

289 

2.982 

2,887 

84 

234 

2,793 

2,708 

85 

186 

2,620 

2,543 

86 

145 

2,462 

2,393 

111 

2.312 

2,251 

"^88 

83 

2,185 

2,131 

89 

62 

2,013 

1,967 

46 

1,794 

1,758 

91 

34 

1,501 

1,474 

92 
^93 

24 

1,190 

1,171 

16 

0,839 

0.927 

94 

9 

0,536 

0,530 

.95 
l96 

^  07 

4 

0,242 

0.240 

1 
0 

\ 

0,000 

0,000 

L 

• 

1       326 

Oeiliuffer:     Weitere  Uisfii/irunff 

1 

r 

1              Tafel  der  Eieibrenten  und  lieliensveml  che  rangen 

■f 

uacli  Deparcleux. 

:  ZalVl 

Gegenwärtiger  Wcrtli  eiiiui- 

Jjtirlii'liiT 

Beitrag   (F 

rlmie)  für 

i  1  i^<^- 

LeilirL-Dtc  von  I 

eine  Lcbtnsyersicherung  von  100    ^ 

^    den 

3  Vruc. 

3i  Proc. 

i  Proc 

3  Proc. 

3J  Proc. 

4  Prot 

.       A„.\      ^o- 

La. 

La. 

Ba. 

ß„. 

ß. 

OilOOOO!  15.7777 

I4,-2979 

13,0474 

3.0477 

3,1552 

3,2726  i 

17450 

20,8134 

18.8636 

17,2138 

1,6717 

1,6527 

1.6442 

2  7088 

21.5327 

19,3209 

17,8167 

1,5234 

1,4914 

1,46% 

3!ß823 

22,0401 

ÜI.9889 

18,2490 

1.4276 

1,3828 

4!e618 

22,4045 

20,3294 

18.5669 

1,3001 

1,3067 

1,264S 

5 

6468 

22.6118 

20.5288 

18,7573 

1,3226 

1,2633 

1,21S^ 

6 

634S 

22.7417 

20.6592  i  18,8858 

J,2994 

1,2353 

7 

6243 

22,806«» 

.  20,7317 

18,9621 

1,2879 

1,2199 

i,iti3;i^ 

810154 

22.8305 

20,7676  1  19,0058 

1,2837 

1,2123 

1.152^2 

9|t}073 

22.82»  1 

20.7811    ,  i9,0J!)7 

1.2839 

1,2093 

1.146-« 

10|t)(l04 

22,7842 

20,7557 

19,0183 

1,2919 

1,2149 

l.i4y;:»i 

ll!5946 

22.6967 

20,6917 

18,9720 

1,;M)74 

1,2284 

l,Ui(l?0 

12  5W)7 

22,5718 

20,5938 

18,8948 

1.3297 

1,2493 

l.lSüiO 

1358S4 

22,4197 

20,4712 

18,7949 

1,3373 

1,2758 

1,2(>5»« 

I458I5 

22.2472 

20.3298 

18,6778 

1,3890 

1,3066 

1,2357« 

155778 

22.0613 

20.1296 

18,5493 

1,4236 

1,3407 

1.2691«« 

165740 

21,8736 

20,0204 

18,41  M 

t,4592 

L3756 

i,ao3fl 

1756U9 

21,6919 

19,8702 

18,2936 

1,4942 

1.405«) 

1,336^1 

185055 

21.5165 

19,72.'>7 

18,1734 

1.5286 

1.4433 

1,369« 

195608 

21.3477 

19,5872 

18,0587 

1,5621 

1,4757 

IfiOHiH 

205558 

21,1860 

19,4531 

17,9500 

1,5947 

1,5071 

].43nH 

215506 

21,0276 

19.3262 

17,8443 

1,6271 

1,3381 

|,460B 

22:5453 

20,8690 

19.1971 

17,7384 

1,6601 

1,5696 

MM^I 

23;5399 

20,7101 

19,0677 

17,6325 

1,6933 

1,6013 

l,$9)^H 

245344 

20,5509 

18,9382 

17,5265 

1,7276  i 

1,6339 

],fiil^B 

25  5288 

20,3916 

18,8086 

17,4206 

1,7621   i 

1,6667 

1,5888  J: 

265231 

20,2322 

18,6790 

17,3148 

1,7972 

1,6999 

I,6I3I|m1 

27,5173 

20,0728 

18,5495 

17,2093 

1,8328 

1,7336 

Lfi^SsS 

m5]  IC 

19.9033 

18,4127 

17,0971 

1,8708 

1,7696 

1.6796     • 

295060 

19,7294 

18.2680 

16,9778 

1,9114 

1.8083 

1,7163     ' 

30'5005 

19.5446 

18,1152 

16,8509 

1,9548 

1,8498 

1.7358      ■ 

^^ 

^ 

^^^^^              der  paiifisckef}  Arithmelik. 

" 
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] 

f 

G^enwärtigcr  Worth  einet 

jährlicher 

Beitrag  (Prämie)  für 

Leibrente  von  I 

eine  LebensTersicherung  von  100 

^ 

3  Proc. 

3^  Froc. 

4  Froc. 

3  Proc. 

3^  Proc.   i 

4  Proc. 

La. 

La. 

L». 

B,. 

ß«. 

B.. 

l 

10,3503   '  17.9537      lfi,716l 

2.0013 

1,8944  1 

1,7984 

f 

19,1508 

17,7870      16,5765 

2,0300 

1,9412   ! 

1,8433 

M 

I8,Ö412 

17,6110      16,4281   , 

2,1021 

1,9913 

1,8917 

|2 

18,7211 

17,4252      16.2707 

2,1581    i 

2,0457 

1,9440 

to 

18,4942 

17,2329  1   16.1071 

2,-2171    ! 

2,1030 

1,9994 

18 

18,'ä604 

17.0339  !  15,9372  | 

2,2794 

2,1633 

2,0380 

87 

18,0151 

16,8240      15.7570 

2,3464 

2,2288 

2.1215 

^ 

17.7578 

10.(30-26  ;  ir>.5t)39  1 

2,4185   : 

2,2993 

2,1903 

^ 

.17,4880 

16,3692      13,3634  1 

•2,4963  1 

2,3757 

2.2651 

■ 

(17,2052 

16,1233  ,  15,1487  ^ 

2,5803  l 

2,4584 

2,3463 

_■ 

11 

16,9109 

15,8717  i  14.9285 

2,6687 

2.5454 

2,4319 

^m 

^ 

16,«I88 

15,6103      U,6988 

2,7631 

2,6386 

2  5237 

^m 

M 

16,3145 

15,3429      14,4628 

2,8629 

2.7372 

2.6-210 

■ 

M 

10,0036 

15,0687      14,2201 

2,9685 

2,8416 

2,7-241 

K) 

15,6859 

14,7874      13,9703 

3,0805 

2,9525 

2,83:37 

|6 

15,3611 

14.4987  1  13,7131 

3,1995 

3,0705 

2,9305 

»2 

15,0287 

14,2023  '  13,4480 

3,3262 

3,lfl63 

3,0752 

|7 

14,6884 

13,8977  i  13,1746 

3,4615 

3,3308 

3,2087 

kl 

14,3397 

13,5844  1   12.8924 

3,6064 

3,4750 

3,3520 

94 

13,9823 

13,2621   '  12,6009 

3,7619 

3.6300 

3,3063 

m 

05 

13,6193 

12.9336   1  12,3029 

3,9276 

3,7932 

3,6710 

■ 

to 

;  13.2542 

12,6023 

12.0015 

4,1028 

3,9701 

3,8453 

■ 

fr? 

12.8904 

12,2713 

11,6996 

4,2866 

4,1534 

4,0281 

1 

07 

12,5279 

11,9406 

11,3974 

4,4795 

4,3460 

4,2201 

^ 

131 

12,1738 

1  11.6172 

11,1014 

4,6782 

4,5441 

4,4174 

«0 

11.8251 

1  11,2981 

10,8088 

4.8846 

4,7497 

4,6221 

¥ 

11,4786 

1  10,9804 

10,5170 

3,1011 

4,9653 

4,8367 

^ 

11,1311 

10.6609 

10,2226 

5,3307 

5,1940 

5,0644 

10,78-25 

,  10,3396 

9,9260 

5,5745 

5,4370 

1    5,3063 

Pl 

10,4366 

10,0201 

9,6303 

3,8312 

5,6927 

5,5609 

P2 

10,0939 

!     9,7028 

9,3362 

6.1013 

5,9617 

5,8285 

OO     »,7514 

i    9,3850 

9,0409 

6,3885 

6,2476 

6,1131 

BS 

9,4095 

1    9,0670 

8,7448 

1    6.6940 

1    6,5518 

6,4157 

F 

l|    9,0651 

;    8,7458 

8,4448 

7,0227 

6,8793 

6,7416 

1 

i    8,7183 

;    8,4216 

8,1413 

'    7,3772 

1 

7,2323 

1 

i    7,0931 

. 

^m 

" 

Oetlinger :     Wrifre  .UiRfiikrung                       S 

der 

Gegenwärtiger  Werth  einer 

Jährlicher  Batra^  (Frtmicjilfl 

^^m 

Le- 

Leibrente  von 

i 

ben- 

3  Prüc. 

3^  Proc. 

4  Proc- 

3  Proc 

3i  Proc. 

4B«^ 

/!.. 

La. 

La. 

La. 

Ä„, 

ß«. 

Jzm 

^H 

255« 

8,3659 

8,0910 

7,8309 

7.7644 

7,6183 

li^k 

^H 

2448 

8,0076 

7,7539 

7,3135 

8.1891 

8.0418 

TiMfl 

^H. 

■2336 

7,6433 

7.4101 

7,188fi 

(     8,6571 

8,5088 

sjfli 

^m 

2223 

7,2727 

7,0593 

6,K562 

9.1753 

9,0264 

8,SKn- 

^H          70|210!J 

6,895S 

6,7013 

6,5159 

•     9,7523 

9,6032 

%ISM 

^H 

l«93 

6,5161 

6,3395 

«,1709 

10,3921 

10,2433 

io,()iii(|l 

^M 

1874 

6,1378 

5,9780 

3.8253 

11,0973 

10,9490 

I0,8lisfl 

H 

1749 

5,7737 

5,6-295 

3,4913 

11,8302 

ll,7ü25 

USVg 

H    ^^ 

1617 

5,4364 

5,3060 

3,1810 

12,6-240 

12,4762 

lifmk. 

^H 

1479 

5,1182 

5,0004 

1    4,8873 

13,4321 

l3,-2838 

I3.MJ 

^H 

1337 

4,8316 

4,7251 

4,62-27 

14,2ai3 

14,0852 

13,9)lfl 

^H 

1198 

4,5540 

4,4397 

4,3654 

I5,0«»24 

14,9403 

14,7llfl 

^H 

1064 

4,2814 

4,1951 

4,1118 

'   16,0219 

15,8674 

13,71^1 

^H 

936 

4,0128 

3.9336 

3,8610 

i   17,0361 

16.8791 

16,79fl 

^H 

812 

3,76.i4 

3,6954 

3,628« 

18.0763 

17,9157 

17,(3fl 

^m 

697 

3,5171 

3,4558 

3,3964 

19,22.'»6 

19,0608 

i&nfl 

^H         82 

590 

3,2796 

3,2235 

3,17-29 

20,4542 

20,2844 

2o,iiH 

^H 

492 

3,0508 

3,0033 

2,9571 

21.7738 

21,5977 

2i,ufl 

^H 

404 

2,8268 

2,7855 

2,7453 

23,2189 

23,0349 

23,8fH 

^H 

327 

2.5972 

2,5619 

2,5-274 

24.8867 

24,6035 

2t,Mfl 

^H 

261 

2,3516 

2,3220 

2,3931 

26,9239 

26,7204 

26,lSlB 

^H 

200 

2,06B8 

2,0450 

2.0216 

•29,6731 

29,4595 

2y,2^| 

^H         88 

159 

1,7608 

1,74-22 

1,7-239 

33,3090 

33,0857 

3i8lH 

^H         89 

117 

1,4646 

1,4504 

1.4365 

37.6612 

37,4272 

37,Hlfl 

^H 

80 

1,2063 

1,1955 

1.1849 

42,4120 

42,1636 

41,11^1 

^B 

50 

0,9880 

0,9798 

0,0717 

47,3894 

47,1284 

i^iS 

^B' 

28 

0,8172 

0,8109 

0,8047 

52.1170 

51,8399 

siililH 

^H 

14 

0,6834 

0,6785 

0,6737 

56,4896 

56,1939 

'iS.flO^^H 

^H 

6 

0,6425 

0,6387 

0.6349 

37.9689  i 

57,6432 

57,3^1 

^H        9S 

3 

0,3236 

0,3221 

0,3-205 

72,6377 

72,2577 

71,8ifl 

^H 

1 

0.0000 

0,0000 

0,0000 

1 

97,0874  » 

1 

96,6183 

1 

1 

^^^^H                der  polnischen  Atifhm^iik. 

329          ^H 

rtb  der  £.et1irpiit«ii  naeli  der   j^terlilieliketts  -  Tafel           ^| 

von  Finlaiiion   bei   3  Proeeiit.                                      ^^H 

Für    MEnner. 

Ftr 

FraDPn.                                   ^^H 

'  Zahl  der 
Xebendeu* 

Leibrente. 

1 

j:  1  Zahl  der 
«!   1  Lebenden. 

Leibrente.                          ^^H 

1000     1      23.8867589 

0      lOOO 

23,9763044                    ^| 

981 

240299304 

1        981 

24,1739122                    ^^ 

963 

24,1642083 

21       967 

24,2595987                           1 

949 

24,2111133 

3 '       955 

24,3013643                            1 

937 

24,2136253          \ 

4 

945 

24,2887025                     ^J 

927 

24,1679633 

5 

935 

24,2917724                     ^| 

919 

24,0707323          : 

6 

926 

24.2637066                      ^| 

912 

23,9452446 

7 

919 

24,1819783                     ^M 

906 

23,7901158 

8 

913 

24,0711228                     ^1 

901 

23.6040848 

9 

908 

23,9297833                      ^| 

896 
891 
886 

23,4121304 

10 

903 

23,7841533                      ^| 

23.2140368 

11 

899 

23,6066776                      ^| 

23,0095803 

12 

895 

23.4235478                     ^| 

881 

22.7985275 

13 

892 

23.2073965                      ^| 

876 

21.5606368 

14 

887 

23,0383626                      ^| 

872 

21,3300193 

15 

883 

22,8370078                     ^| 

866 

21,1221365 

16 

876 

22,7100808                     ^1 

860 

20,9075853 

" 

870 

22,5527031                      ^| 

854 

20,6861113 

18 

863 

22,4177025                      ^| 

846 

20,5081764 

19 

856 

23,2790554                      ^| 

837 

20,3505551 

20 

848 

22,1639123                      ^| 

827 

20,2145312 

2  t 

841 

22,018S438                     ^| 

816 

20,1016419 

22 

834 

21.8697638                      ^| 

804 

20,0013716 

23 

827 

21,7165228                      H 

,      793 

19,9000739 

24 

820 

21.5589651                        ^| 

782 

19,7853983 

25 

813 

21,3966148                     H 

771 

19,6679728 

26 

805 

21.2578548                      ^| 

76t 

19,5242146 

27 

798 

21,0876570                      ^| 

751 

19,3777164 

28 

791 

20.9125015                     ^1 

742 

19,2011388 

29 

784 

20.7321970                     ^| 

732 

19,0473528 

30 

777 

20.5464276                    ^M 

^m 

Oettinfer:     Wettert 

.AmführuHg                ^^f 

^h  ~ 

Für 

M  il  11  n  e  r. 

Für 

Frauen. 

Z«hl  der 
Lebcnileii. 

Leibrente. 

1 

i 
< 

Z4I1I  der 

Lobeinieu. 
1 

Leibrente, 

^H 

-  723 

18,8629906 

31 

770 

20,3553295 

^m 

714 

18,6737822 

32 

763 

20,1583377 

^m 

705 

18,4709536 

33 

755 

19,9830941 

^m 

696 

18,2800503 

34 

748 

19.7752046  . 

^m 

687 

18,0751128 

35 

740 

19,5886606 

^M 

679 

173367168 

36 

732 

19,3968265 

^m        37 

670 

17,6186038 

37 

724 

19,1994907 

^B 

662 

17,3664630 

38 

716 

18,9964305 

^1 

653 

17,1399169 

39 

708 

18,7874118 

^m 

644 

16,8946450 

40 

700 

18,5618994 

^m 

636 

16,6203710 

41 

693 

18,3225804 

^H 

627 

16,3647089 

42 

685 

18,1205523 

^B 

619 

16,0734938 

43 

677 

17,8556556   , 

^H 

610 

15,7999631 

44 

669 

17,6112516 

^H 

602 

15,4902281 

45 

661 

17,3591304 

^H 

594 

15,1698156 

46 

654 

17,0712792 

^H 

586 

14,8382192 

47 

646 

16.8011688 

^H          48 

578 

14,4919001 

48 

638 

16,5521971 

^m 

570 

14,1392876 

49 

631 

16,2066657 

^m       50 

561 

13,7971049 

50 

623 

15,9072050 

^H 

552 

13.4427194 

51 

616 

15,5726394 

^H 

542 

13,1014624 

52 

608 

15,2488763 

^H 

531 

12,7740532 

53 

601 

14,8892785 

^H 

520 

12,4356020 

54 

593 

14.5428501 

^H 

508 

12.1112371 

55 

585 

14.1839786 

^H 

495 

11,8021893 

56 

576 

13,8377714 

^H 

482 

11,4841208 

S7; 

568 

13,4536494 

^m 

468 

11,1824925 

58' 

559 

13.0803636 

^H 

454 

10,8731470 

59 

549 

12,7181802 

^H 

440 

10.5556843 

60 

539 

12,3427631 

^H 

426 

10,2296620 

61 

529 

11,9533683   ^ 

^H 

413 

9,8682110 

62 

519 

11,5491940 

^H 

399 

9,5208979 

63;' 

508 

11.1532533 

^B 

385 

9,1630171 

64 

496 

10,7657830 

370 

8,8206303 

65 

484 

10,3636841 

der  poNitsehm  irtthmeak. 

^1 

Für 

M  ä  11  n  e  T. 

F4r 

Francn.                                   ^^H 

Zidd  der 

^Itenden. 

Leibrente. 

5 

2id)I  der 

Lebendr  11. 

Leibrente.                          ^^H 

[355 

^4691333 

66 

471 

9.9692225                   ^| 

H      339 

8,1349217 

67 

457 

9,5828641                    ^M 

322 

73213377 

68 

443 

9,1822800                    ^1 

305 

7,5049993 

69 

428 

8,7892113    ,                ^H 

.      288 

7.1864428 

70 

412 

8.4044563                   ^1 

270 

6.8955051 

71 

395 

8,0291519                    ^H 

253 

6,5796047 

72 

377 

7,6648943                   ^1 

1     235 

6,2960819 

73 

358 

7,3138276                    ^H 

i     218 

5,9906724 

74 

339 

6.9554595                     ^| 

202 

5,6591366 

75 

319 

6,6132846                    ^| 

185 

5,3645404          : 

76 

298 

6.2917011                     ^1 

171 

4.9778547 

77 

277 

5,9715542                     ^M 

'      156 

4,6201895 

78 

255 

5,6815687                    ^| 

14t 

4,2650499 

79 

233 

5.4045667                      ■ 

.      125 

3,9553056 

80' 

210 

5.1763903                    ^1 

1      110 

3,6295053 

81 

189 

4.9240910                    ^1 

1        95 

3.3287368 

82 

168 

4.7057905                    ^| 

81 

3,0211070 

83 

149 

4,4650334                    ^| 

i       68 

2,7066317 

84 

132 

4.1912805                     ^1 

l>       56 

2,3852228 

85 

117 

3,8704804                    ^| 

44 

2,1268108 

86 

103 

3.5284623                    ^| 

L'.   34 

1,8349132 

87 

89 

3,2060063                     ^1 

i       24 

1,6774441          : 

88 

76 

2,8670342                    ■ 

;      17 

1,4392011 

89 

64 

2,5067412                     H 

i     11 

1,2909466 

90 

52 

2,1777766                      ^| 

7 

1,0894892 

91 

41 

1,8449198                     H 

4 

0,9638043 

92 

30 

1,5970320                     H 

3 

0,3236246 

93 

21 

1,3499187                     ^1 

1 

94 

14 

1,0856243                     H 

0 

. 

95 

8 

0,9568378                    ^| 

96 

5 

0,5768687                   -^| 

» 

97 

2 

0,4854369                   ^| 

, 

98 
99 

1 

0 

^^^H 

^^^^^  332                         öettinfftr:     Weilere  Ausführung                   ^^H 

^^■t              Tafel  der  Eieilireiiteii  und  IielieiiiiversIclieraiiiEen 

^^^^^L                                nach  Brune  für  mUnMer* 

Zahl 
der 

Gcgc-nwartigcr  Wertli  einer 

Jährlicher  Beitrag  (Prämie)  fl^ 

^^m 

Lo- 

Leibrente von  l 

eine  Lebeiuversichcrang  V0D^| 

ben- 
den 

3  Proc. 

3j  Proc. 

i  Proc. 

3  Proc. 

3J  Proc.        4  iS 

^^H 

iAa) 

{La). 

ita). 

(i-). 

{Ba). 

{Ba).           (4 

^H        -21  »260 

21,3823 

19,6699 

18,2090 

1,5552 

1,4516 

l,3fl 

^H        23,9202 

21,]()26 

19,5075 

18,0567 

1,5995 

1,4946 

i.^B 

^H 

9144 

20,9357 

19,3183 

17,8981 

1,6462 

1,5400 

li4«fl 

^H 

9085 

2Ü,7(>38 

19,1243 

17,7349 

1,6949 

1,ÖS75 

I,4sfl 

^H 

902S 

20,4667 

18,9252 

17,5669 

1,7458 

1,6371 

IfSlfl 

^H 

S964 

20,2241 

18,7209 

17,3939 

1,7990 

1,6891 

i,S9fl 

^H 

S903 

19,9736 

18,5089 

17,2136 

1,8333 

1,7442 

l,0tfl 

^■' 

SS42 

19,7147 

18,2888 

17,02uU 

1,9149 

1,8027 

],70fl 

^B 

8780 

19,4496 

18,0626  ;  16,8317 

1,9775 

1,8642 

1.76ifl 

^H 

^717 

19,1778 

17,8299,  16,6315 

2,0433 

1,9291 

l^fl 

^H 

S633 

18,8993 

17,3905 

16,4247 

2,1127 

1,9975 

■|H 

^1 

S587 

18,6159 

17,3461 

16,2130 

2,1853 

2,0691 

tl^RH 

^H 

8518 

18,3297 

17,0986 

15,9981 

2,2608 

2,1436 

2,03^1 

^H 

8445 

18,0427 

16,8500 

15,7818 

2,3387 

2,22U6 

3,tUfl 

^1 

83G9 

17,7528 

16,5981 

15,5621 

2,4199 

2,3008 

3,19lH 

^H 

8291 

17,4574 

16,3407 

15,3369 

2,3Ü53 

2,3851 

2,27Sfl 

^H 

82 10 

17,1585 

16,0793 

15,1077 

2,0944 

2,4733 

2,3C|H 

^m 

8125 

16,8582 

13,8164 

14,8764 

2,6871 

2,5649 

2,4ä^| 

^H 

S036 

16,5562 

15,3512  1 

14,6428 

2,7So4 

2,6602 

2,5^^ 

^1       40:943 

16,2326 

15,2S4ü 

14,4068 

2,8836 

2,7593  i 

3,$äH 

^H 

7847' 

15,9450 

15,0125 

14,1664 

2,9888 

2,8635 

3,7^1 

^H 

7749 

15,6310 

14,7344 

13,9194 

3,1002 

2,9739 

3,8^1 

^B       43 

7649 

15,3104 

14,4493 

13,6654 

3,2184 

3.0911 

%97fl 

^H 

7346 

14,9850 1 

14,1594 

13,4060 

3,3432 

3,2149 

3,0flfl 

^V       45 

7440 

14,6344 

13,8637  , 

13,1409 

3,4753 

3,3461 

3s3^| 

K            46 

;3W 

14,3206 

13,5643 

12,8716 

3,6146 

3,4845 

3«9h| 

^k 

7216 

13,9832 

I3,2ÜU8 

12,5981) 

3,7615 

3,6306 

sjsbS 

^P       487097 

13,6442 

12,9331 

12,3216 

3,9160 

3,7842 

3,6flfl 

■             49 

J973 

13,3035 

12,647«    12,0423 

4,0767 

3,9460 

3,S9fl 

■            SOI 

mm 

12,9388 

12,;i344,  11,7582 

4,2513 

4,1178 

1 

c 

dee^UUteken  ArtUtmeUk. 

■ 

r^          Gegenwartig«?  Wertli  einer 

Jährlicher 

Beitrag  (Prämie)  Rx                 ^H 

^                    Leibrente  von  1 

eine  LebcusverBichenmg  von  100                   ^^ 

Sr  » ^««^■ 

34  Proc. 

4  Proc. 

3  Proc. 

3^  Proc.        4  Proc.                   ^| 

la)        (i-)- 

(i.)- 

(£-). 

(«<.)■ 

{Ba). 

{Ba).                  H 

J4   1->,6Ü8Ü 

12,0152  1  11,4671 

4,4360 

4,3017 

4,1750            H 

79   12,2527 

11,6909    11,1705 

4,6330 

4,4980 

4,3704             ■ 

^0    11,8927 

1 1,36t 2  i  10,8681 

4,8437 

4,7082 

4,5798             ■ 

p6   11,5296 

11,0278 

10,5613 

5,0685 

4,9324 

4,8034             ■ 

i7    11,1634 

l(t,690.'> 

10,2500 

5,3088 

5,1723 

5,0427             ■ 

B2   10,7937 

10,3508 

9,9358 

3,5650 

5,4283 

5,298 1             H 

pO   10,428« 

10,0108 

9,«i203 

5,8374 

5,7003 

5,5697             H 

p2   10,0601 

9,fi686 

9,3020 

6,1288 

5,9916 

5,8607             ■ 

B7    9,6924 

9,3262 

8,9826 

6,4398 

6,3025 

6,1713             ■ 

l4    9,3276 

8,9856 

8,6643 

6,7701 

6,6327 

6,5013             ■ 

12    8,9683 

8,6494 

8,3493 

7,1192 

6,9817 

6,8499              H 

10    8,6174 

8,3205 

8,0405 

7,4852 

7,3474 

7,2153             ■ 

99    8,2745 

7,9984 

7,7376 

7,8697 

7,7315 

7,5987             ■ 

Bl    7,9373 

7,6811 

7,4385 

8,2764 

8,1377 

8,0042             H 

B8    7,6036 

7,3662  1 

7,1412 

8,7104 

8,5712 

8,43711             ■ 

B2    7,2707 

7,0514 

6,8432 

9,1,82 

9,0386 

8,9038             ■ 

W    6,9377  , 

6,7336 

6,5435 

9,6855 

9,5456 

9,4103             H 

b    6,6078 

6,4221 

6,2452 

10,2318 

10,0917 

9,95fa             H 

S8    6,2852 
DO    0,9708 

6,1148 

5,9523 

10,8139 

10,6736 

10,5377            H 

5,8«  47 

5,H6:}6 

11,4330 

11,2925 

ll,l.ii)3           H 

B9    5,6683 

5,5255 

5,3889 

12,0837 

11,9428 

1 1 ,8059           ^1 

l?    5,3782 

5,2478 

5,1227 

12,7657 

12,6240 

12,4863            ^1 

74    5,1066 

4,9874 

4,8729 

13,4631 

13,3iÜl 

13,  IS  IL            ^1 

b    4,8568 

4,7479 

4,6431 

14,1615 

14,0161 

13,8746           ^1 

115    4,6282 
fe?    4,4190 

4,5286 

4,4327 

14,8551 

14,7059 

14,5607             H 

4,3282 

4,2406 

15,5409 

15,:1SH4 

15,2357             H 

fc?    4,2076 

4,1254 

4,0459 

16,2900 

16,1291 

15,9721             fl 

19    3,9759 

3,9023 

3,831 1 

17,1842 

17,0169 

16,8532            H 

b    3,7115 

3,6467 

3,5839 

18,3120 

18,1388 

17,f!692            ■ 

iS4    3,4199 

3,3639 

3,3094  ' 

19,7122 

19,5337 

19,3587            H 

1?    3,1132 

3,0654 

3,0190 

21,3994 

21,2159 

21,0359            ■ 

B9    2,8023 

2,7621 

2,7230 

23,3873 

23,1989 

23,0139            ■ 

B8    2,5012 

2,4678 

2,4352 

25,6486 

i:5,454S 

25,2642            ■ 

|4    2,2232 

2,1956 

2,1686 

28,1125 

27,9117 

27,7140            ■ 

BO    1,9703 

1,9476 

1,9254 

30,7538 

30,5438. 

30,3367            ■ 

lii  xxxvm. 

1 

^H      WA 

" 

Oettltiffer:     Wettere  Auafahrung 

^ 

Zahl 
der 

Oegenw&Ttigor  Werth  einer 

JUhrlicbcr  Beitrag  <Fitmie)  fli 

he. 

Leibrente  you 

1 

eine  LebeDfremicfaernng  Ton  1^^ 

^^B 

ben- 

SProc. 

3i  Pro.-. 

4Pro& 

3  Proc. 

34  Pro«. 

4  Proc    1 

^^m 

UCll 

{L,}. 

(X-J. 

(X^). 

{B^ 

(fi.). 

(*)•     l 

^H        86 

261 

1,7215 

1,7032 

1,6853 

33,8324 

31,3155 

33,3aM 

^^^^87 

187 

1,4748 

1,4604 

1,4463 

37,4954 

30,9308 

37,t»^H 

^^^■88 

137 

1,23B6 

1,2256 

1,2147 ; 

41,7972 

41,5302 

4I,3()H^ 

^^m 

80 

1,0221 

1,0137 

1,0055 

46,5416 

46,3776 

46,0166]j 

^^^K8U    46 

0,830«  1 

0,8247 

0,8186 

51,7071 

51,4218 

ölJ9|H| 

^^V^SI 

24 

0,6402 

0,6360 

0,6318 

58,0552 

57,7429 

57,4^H 

^H^    92 

11 

0,4387 

0,4362 

(t,4337 

66,5929 

66,2463 

69,90^1 

^■ta|93 

4 

0,2427 

0,2415 

0,2404 

77,5562 

77,1630 

76,77^1 

^^^*»4 

1 

0,0000 

0,0000 

0,0000 

97,0874 

96,6184 

^^^1 

^^E       95 

0 

^ 

^^^^^K  , 

fei  der  ] 

dellireiit 

en  and  Xiebensverfllchemsge^^g 

nacb  11 

r  a  n  e  für  Frauen. 

_j 

Zahl 
der 

Gegen« 

artiger  Wer 

th  einer 

Jahrlicher  Beitrag  (P 

rümie)  ^^| 

Le- 

L 

cibrcnte  von 

T 

eine  Lebensrersichenmg  von.^^l 

^^^H  16 

ben- 
den 

3  Proc. 

3j  Proc. 

4  Proc, 

3  Proc. 

8J  Proc. 

iF^^H 

(^a) 

(t-). 

(t«). 

{ha). 

(Äo). 

{B„). 

Ci7<^| 

10000 

20,8298 

J  9,0871 

17,5791 

1,6683 

1,5967 

'"^^H 

^^^H  ^' 

9808 

20,808» 

19,0804 

17,5833 

1,6729 

1,5983 

1,83^1 

^^^H  '^^ 

9Ü8-J 

20,7775 

19,0664 

17,5813 

1,6793 

l,60i8 

UQS^H 

^^^H  19 

9.i33 

20,7354 

19,0422 

17,5703 

I,6S82 

1,6078 

i^gs^H 

^^^■30 

9092 

20,6780 

19,0045 

17,5475 

i,70{)3 

1,6172 

1^51^1 

^^^■31 

9260 

2»,6020 

18,9501 

17,5095 

1,7166 

1,6309 

i,9B^H 

^^^m  2ü 

9136 

20,5081 

18,8795 

17,4571 

1,7368 

1,6486 

IJST^H 

^^^1  23 

9UI9 

,  20,3iJ73 

18,7938 

17,39{»9 

1,7609 

1,6704 

im^H 

^^^H  34 

89l>8 

20,2710 

18,6940 

17,3119 

1,7886 

1,6960 

l^l^H 

^^^■25 

S80-J 

20,1306 

18,5813 

17,2212 

],8I9S 

1,7253 

l^SI^I 

^^^■26 

8700 

19,9776 

18,4371 

17,r200 

1,8544 

1,-579 

U8^| 

^^^■27 

860(1 

19,8162 

18,3252 

17,0118 

1,89!3 

l,7Jß9 

l^TO^H 

^^^B  28 

SdOl 

19,6484 

18,1875 

16,8984 

1,9304 

1,8:301 

},7^H 

^^^P  29 

8402 

19,4763 

18,0458 

16,7814 

1,9711 

1,8688 

u^H 

^^r  30 

8304 

19,2974 

17,8979 

• 

16,6586 

2,0141 

1,9100 

J 

!                          der  poUtiiChtn  krithmetlk.                               335 

'         Q«genwartig«r  Werth  einer 

Jährlicher  Beitrne  (Prämie)  fthr 

»  j                 Leibrente  Ton  1 

eine  LebeiwvcrBicliening  Ton  100 

J"      aProc 

1   34  Proc.  j     4  Proc 

3  Pioc. 

3J  Proc.        4  Proe. 

5      (£.).    [     (L«).         {£.). 

(&). 

(Ba).           (ff.)- 

?    19,1112 

17,7432 

16,5297 

2.(1597 

1,9536 

1,8585 

II   18,9200 

17,5839 

16,3965]    2,1075 

1,9994 

1,9021 

\  18,721« 

17,4173 

16,2566 !   2,lnSl 

2,0480 

1,9487 

8  18,5164 

17,2455 

16,1119 

2.2113 

2,0992 

1,9977 

8  18,3035 

i  17,0659 

15,9598 

2,2678 

2,1537 

2,0501 

9  18,0819 

16,8780 

15,8001 

2,3279 

2,2118 

2,1062 

8   17,8512 

16,6815 

13,6322 

2,3921 

2,2740 

2,1663 

a,  17,6134 

16,4782 

15,4580 

2,4598 

2,3398 

2.2299 

\ 

1    17,3658 
1    17,1055 

16,2655 

15,2748 

2,5-323 

2,4103 

2,2983 

16,0406 

15,0800 

2,6106 

2,4867 

2,3727 

\  16,8319 

15,8029 

14,8730 

2,6LI53 

2,5697 

2,4539 

t   16,5443 

15,5518 

14,6330 

2,7872 

2,6600 

2,5424 

2   16,2446 

15,2887 

14,4215 

2,8863 

2,7576 

2,6383 

9  15,9322 

15,0132 

14,1779 

2,9933 

2.8632 

2,7424 

1   15,6089 

14,7269 

13,9236 

3,1082 

2,9769 

2,8546 

)   15,2767 

14,4315 

13,6603 

3,2311 

3,0980 

2,9750 

\   14,9375 

14,1288 

13,3894 

3,3619 

3,2283 

3.1(134 

\  14,5884 

13,8161 

13,1086 

3,5024 

3,3678 

3,2417 

i   14,2315 

13,4952 

12,8194 

3,6527 

3.5172 

3.3901 

!   13,8662 

13,1654 

12,5211 

3,8141 

3.6778 

3.5497 

[j  13,4943 

12,8286 

12,2153 

3,9867 

3,8498 

3,7208 

^   13,1153 

12,4841 

11,9015 

4,1719 

4,0345 

3,9049 

t   12,7311 

12,1338 

11,5813 

4,3701 

4,2323 

4.1021 

1   12,3435 

11,7791, 

11,2562 

4,5817 

4.4436 

4,3130 

i   11,9563 

11,4239 

10,9298 

4,8056 

4.6673 

4,5362 

l    11,5738 

11,0722 

10,6058 

5,0404 

4,9018 

4,7702 

»   11,1939 

10,7221  ; 

10,2826 

5,2882 

5,1492 

5,0171 

(   10,8168 

10,3737 

9,9601 

5,3499 

5,4106 

5.2778 

J  10,4405 
10,0609 

10,(»251 

9,6367 

5,8283 

5,6886 

5,5553 

9,6724 

9,3085 

6,1282 

5.9883 

5,8546 

9,6779 

9,3133 

8,9752 

6,4526 

6,3126 

6,1787 

9,2912  i 

8,9338 

8,6366 

6,8045 

6,6648 

6.5309 

8,9027 

8,5894 

8,2945 

7,1836 

7,0463 

6,9129 

8,5166 

8,2263 

7,9525 

7,5933 

7,4569 

7,3239 

8,1374       7,8688 1    7,6150 

8,0314 

7,8938 

5 

7,7614 

12* 
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Zahl 
der 

Qcgemvartiger  Wertli  einer 

Jährlicher  Beitrag  (Prllfl 

Le- 

Leibrente von 

1 

eiro  Lehensversichcmiig  tj 

B 

ben- 
den 

3  Proc. 

34  rroc. 

4PfOC. 

3  Proc 

34  Proc. 

^H 

(^a) 

(La). 

(La). 

(i.).' 

(fio). 

{ßa). 

H             66:4246    7,7683     7,5292 

7.2852  1    8,4919      8.3352     t 

■              674038   7.4137     7.1843 

6.9669       8.9728      8.8369    6 

H             68|3819 

7,0740     6,8621 

6,6611       9.4728.    9,3375    9 

■              693591 

6,7488  \  6,5533 

6,3674 

9,9926 

9.8376    9 

■              70^3356 

6,4380  !  6.2576 

6,0858 

10.3318 

10,3970   10 

■              713117 

6,1396     5,9732 

3.8145 

n.0«)37 

10.9390  U 

■              72  2877 

3,8314     5,6980 

5.5515 

11.6830 

11.5482   I 

■              73  2637 

3,5754     5,4;M1 

5,2991 

*2,2935 

12,1 6M  Y 

■              7412398 

5,3151     3,lSJy 

3.«WU3 

12,9226 

12.7868   1^ 

■              732163 

5,0693     4,9494 

4,8343 

13.56;38 

13,4268  l^ 

■              76 1935 

4,8366     4,7262 

4.6203 

14.2206 

14.0819   lä 

■              77 1718 

4,6109 

4,5095 

4,4120 

14,9(©7 

14.7688  U 

■              781316 

4.3821 

4.2892 

4.1999 

15.6676 

15.5247   1^ 

■              79 1330 

4.1448  !  4.0602 

3,9787 

16.5247 

16.3804   14 

H              801139 

3,8990      3.S223 

3,7484 

17.4999 

17.3332  l\ 

H 

1000 

3.6543 

3,5831 

3.51 82 

18,5721 

18,427     U 

■              82 

849 

3.4336 

3.3706 

3,3096 

19.6426 

19,4987   li 
20.4555  M 

^^ 

70li 

3,2529 

3,1951 

3,1392 

20.6007 

^^m 

573 

3,1138 

3.0604 

3,0086 

21.3937 

21.24»)  M 

^^M 

461 

3,0003 

2.9508 

2.9026 

22,0832 

21.9398  21 

^^M 

366|  2.8925 

2,8468 

2.8023 

22.7778 

22,6142  -a 

^^M 

289 

2.7731 

2,7314 

2,6909 

23.5911 

23,4177  i 

^^M 

228 

2.6204 

2.5834 

2.5473 

24.7084 

24.5249  i 

^^M 

180|  2.4188 

2,3868 

2,3556 

26,3376 

26,1446  i 

^^M 

141    2.1804 

2.1536 

2.1275 

28,5296 

'28.3277  i 

^^m 

108    1.9321 

1.9101 

1.S8S6 

31.1929  '  30.9813  i 

^^H 

8(»:  1.6866 

1.6689 

1,6516 

34,3097 

34.0868  1 31 

^^B 

57 

'    1,4381 

],42'13 

1.4108 

38,1027 

37.Sfi72j3 

^^m 

3^ 

i    1.2219 

1.2112 

1,2008 

42.0943 

41,8418  1 

^^M 

24 

,  0^9927 

0,9849 

0.9773 

47.2710 

46.9979  Ji 

^^M 

14   0.7528 

■  0.7476 

0.7424 

34,1393 

53,8412  1 

^^m 

7   0.5507 

0.5474 

0.5442 

61.5739 

61.2414 

^^H 

3   0.3236 

0.3221 

0.3205 

72.6374 

72.2578  f 

^^m 

1       1    O.OOOO 

0,0000 

0.0000 

97.0S74 

'  96.6184  1 

^^M 

1       0' 

I        1 

i 

« 
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XXTII. 

^Stimmung    des    Fntegrals    /     yä^^    durch    Inte- 
gratioa  von  Diiferentialgleichungen. 

Von 

Herrn  TV.  yeltmann^ 

phrer  der  Mathematik  an  der' GewerWtchiile  in  Königsberg^  i.  Pr. 


YX — dxy  welches  bekanntlich  gleich  ist  dem 

x^-^e^^dx  und  /      xr^e-^dx» 

o  'o 

I cfcr^  letz- 

o 
res    so   verstanden,  dass  es  von  0  bis  1  — e  und  von  1-ff  bis 
für  £  =  0  genommen   werden  soll,  auf  folgende  Weise   durch 
fferenzialgleichungen  bestimmen. 


Wir  setzen 


i  ist  nun 


r-^ — dx  =  Vf      I       1 dx  ^  : 

l+x  J       l—x 


0  o 

>  das   letztere  Integral  wieder  auf  obige  Weise  zu  verstehen, 
^rner  ist: 


^*^        Velimann:    ßestimmuHg  de»  iniegruisj      Tir^ 


/OD   it«-l  /•«    ««—1 

•i dx.l       f  ,    dx 

0  0 


Setzen  wir  y  =:  - ,  aUo  rf^f  =  — ,  so  wird 


o 

<«-V  1         1  \^.j 


o 
Integrirt  man  zuernt  nach  x^  so  erhält  man: 


-r^,wMy: 


o 

Den  Logarithmus  hat  man  von  0  bis  1 — t  und  von  l-|-cbi« 
zu  nehmen  und  darauf  £  =?  0  zu  setzen.     Es  ist  nun 

fa|  _A  =  Int I 
al«o 


Mithin : 


r*  <•- ^  . , .,      dt, 


Mau  hat  also  zwischen  o  und  z  die  Oifferenzialgleichung: 
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[Eine  andere  iindet  man  auf  folgende  Weise: 

=  /       Fm''^./       \^/^=J    J     (l+:r)(l+y)^^^- 

1  0  0         0 

man   bier  y:^-,  *(^^^ — •  ^^  wird: 

"'  =  /  J     (TMCTT^*''^ 

0  0 

=-/:/'"S(rf,-i4-J-'- 

0         0 

;  Man   hat  also  jetzt   zur  Bej^tiniTniing  von  ü  und  z  die  beiden 
srenzialgleichungen : 

lirt  man  die  zweite  durch  die  erste,  so  erhilt  man: 

dz  ^  dt> 

da'  da' 

du  dl 

' da        *  da 

eine  Constante.    Setzt  map  diesen  Wertb  von  e*  In  2)  e\n^ 
tommt: 

leo  wir  c  positiv  =  m*,  so  wird: 

1 


c£iz 
di 


m^  +  *' 


3' 


ff  ^^  —  .  arc€ot&  —  +  M ; 


i»  eine  zweite  Constante. 
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Hieraus  erhält  man: 

4)-  a;=mcotgm(a— fi). 

Setzt  man  diesen  Werth  von  z  in  3)  ein,  so  wird : 

t>«  =  m*cotg*iii(a  — «)  +m*  =  m^(l  +cotg*m(ci— n)) 

1 


=  m«. 


t^=± 


sin^i(a  —  n) ' 
m 


8inni(a — n) 


Den  beiden  Differentialgleichungen   1)  und  2)  wird  also  Genl^ 
geleistet  durch  di^  beiden  Gleichungen: 

5)  '  2  =  mcotgm(a — «), 

m  • 

'  X  sin  m{a  —  n) 

Um  die  Constanten  zu  bestimmen»  stellen  wir  die  beiden  |i 
tegrale  dar  für  a  =  i.    Es  ist  dann 

0 

oder,  wenn  man  xz=y^,  dx  =  2ydy  setzt: 


Ferner  ist: 


=f^i(j^)^' 


2  : 

oder  för  a:  =  y^,  (Lc  =  2ydyi 

): 


= /„(_  1)  _ /„2+i  ^  j^  2-£  _  ^^  j  _  ^^      £      ^  ^^  2--6 
—  e  c  Ä  T  ^  ^ 

Setzt  man  diese  Werthe  in  die  Gleichungen  5)  und  6),  so  ei 
hält  man: 


durch  Iniegralion  van  Offf'erenÜa/ffieicUunffen. 


a4i 


j=w 


^  ^71    und     m  CO tg  Tit{i  —  n)  ^  Ü. 


sin  m(i  —  m) 

liese  lileichiingen  werden  crfiilft  durch  rt=::0  und  +ni  =  ?r. 
Setzt  man  diese  Werthe  m  die  GLekhungen  5)  und  6),  sü  er- 
hält man : 


t?^^- 


Da  diese  Functionen  stetis  bleiben  fdr  a^4  bis  a^^l  und 
bis  a  =  0,  so  sind  dieselben  innerbalb  dieser  Gränzen  den  obi- 
leu  lotegraten  gleich.  Für  u^l  und  a=0  werden  die  Functio- 
len  unendlich,  und  obgleich  ^te  darüber    hinaus    wieder  endliche 

/erthe  anoehmeu,  so  liest  i^ich  doch  nicht  behaupten,  dasB  sie 
pann  noch  die  Integrale  darstellen.  Vielmehr  müsste  man,  wenn 
pas  z.B.  von  a^\  bis  n^2  stattliiiden  «iolttej  nachweisen^  däss 

Eir  einen  bestimmten  Werth  von  a  zwischen  o^^l  und  a^2, 
I«  B.  für  a==i,  die  Functionen  den  Integralen  gleich  waren^  wie 
las  oben   für  a^i   geschehen   ist.     Nun  ^ieht   man   aber  gleich, 

für  jedea  Werth  von  a=-  -   ;^      das  Integral 


2n-l 


lowohl  fijr  positive  al^  für  negative  Werthe  von  n  unendlich  wird^ 
9ur    für   Werthe   von    a    zwischen    1   und   0  gelten   also  die  Glei- 
Bhongen 

f— ; — dx  ==  — und      I      i— ^ — da;^  7t,cotea7S^ 

1  +  ^  sin  af^  J       V  —  X  ^ 

n  0 

^immt  man  oben  für  c  einen  negativen  Werth   -*/w^,  so  ge- 
lugt man  durch  ^xponeutiaigiriäsen  zu  demselben  Resultat. 
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Einige  geometrische  Lehrsätze  ood  Aofgabeo. 

Fun 

Ht^rrn  JoK  Karl  Becker^ 
|j,  Lehret  an  der  Ertlehung^ftneUU  vnn  F.  Beu«t  in  Zürich. 


Ist  ABF  eio  heliebiges  Dr(*ri?ck  und  schneidet  eine  Trans- 
versale die  «Seite  AF  in  einem  Funkte  />,  die  Seite  BF  in  einem 
Punkte  C  und  die  Verlängerung^  der  Seite  AB  in  einem  Punkte 
£,  so  finden  folgende  Relationen  statt; 

AEÄF.BCMC-AB.AD.FC.EC,  .   .   .   .  (I) 

ba.bc:ed.fd  =  be.bf.ad,cd,  .  .  ,  (U) 

EA,£C,BF.DF^EB.ED,AF.CF,    .   .    .  {III) 
Man  hat  nämlicli  nach  dem  Satze  des  Menelaoss 

AE.BC.FD  =  AD,BE,FC, (1) 

BE,CD.AF=AB.CE.FB,  ......  (2) 

AB,ED.CF=ÄE,€D.BF, (3) 

AD.BF.CE  =  BC,ED.AF. (4) 


i\ 


Durch  Muhiptication  ¥on  (1)  mit  (2),  oder  (3)  mit  (i),  erhält  mo 
die  Relation  (I);  durch  Multiplieation  von  (1)  mit  (3)»  ader  Toa 
(^)  mit  (3)«  die  Relation  (11);  und  durch  IVIultlpUcatlon  von  (1)  mit 
(4),  oder  von  (2)  mit  (3),  die  Relation  (III). 

So  einfach  diese  Herleitung  ist,  so  habe  ich  diese  drei  GM* 
chungen  doch  noch  m  keinem  mir  £U  Geskht  gekommeoea  Weika 


und  Außaöen. 
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iSber  neuere  oder  ältere  Geometile  gefunden «  was  mich  zur  An- 
uabme  führt,  da&n  ««ie  entvteder  neu  oder  weuigsteiiä  oiciit  sehr 
bekannt  seien. 

Au»  (11t)  folgt  u.  A.  der  folgende  Satz: 

Ifit  ABCD  ein  beliebi|;es  conveses  Viereck  und  seien  die 
IPerpendikel  von  J  auf  CD  und  €B  uad  voii  €  auf  AB  und  AB 
febexOgtich  bezeichnet  durch  a^^  o^,  a^^  a^  und  die  Perpendikel 
Ivan   B  auf  AD  und  CD,  und  von  />  auf  AB  und  CB  durch  64^ 

01.62*03. 64=^61* 09  63-04* 


^ 


II. 

Die  Element argeometne  nc^nnt  eine  von  n  geraden  Linien  be- 
gränzte  Ebene  ein  n-Eck.  Die  neuere  Geometfie  dagegen  be- 
zeichnet mit  demselben  Namen  entweder  eine  in  n  Punkten  ge- 
brochene, geschlossene  Linie,  oder  das  aus  allen  durch  71  Punkte 
bestimmten  Geraden  bestehende  Gebilde,  so  dass  man  atlemai, 
wenn  man  von  einem  n-Ecke  spricht,  eigentlich  erst  angeben 
sollte ,  was  majt  darunter  versteht.  Die  Beschäftigung  mit  Po- 
lyedern nGthigt,  mit  Figuren  tn  beiderlei  Sinn  Betrachtungen  an- 
zustellen» so  dass  man  wegen  der  Bezeichnung  in  Verlegenheit 
gerathen  kann.  Es  ist  darum  vielleicht  passend ^  wenn  man  in 
solchen  Fällen  die  Bezeichnungen  Lin  ien-rt-Eck  und  F lachen* 
n-Eck  anwendet,  je  nachdem  man  ein  lineares  Gebilde,  oder 
eine  begränzte  Fläche  benennen  will.  Fl  ächen-7t-Ecke  in  dem 
angegebenen  Sinne  hat  seither  nur  die  Elemcntargeometrie  be- 
trachtet und  auch  diese  beschäftigt  sich  nur  mit  einfach  be- 
gränzten  ebenen  Figuren.  Erweitert  man  jedoch  den  Begriff 
der  Flächen- n- Ecke  auf  Ebenen  mit  zwei  oder  mehreren 
Gränzlinien  (durchbrochene  Polygone)  und  aufgebrochene 
begränzte  Ebenen,  so  dürfte  man  vielleicht  reichhaltiges  Material 
linden,  das  noch  wenig  bearbeitet  ist  und  wohl  nicht  ohne  Interesse 
0ein  möchte.  Nennt  man  eine  in  sieh  selbst  zurücklaufende,  sich 
aber  sonst  nicht  schneidende  in  n  Punkten  gebrochene  Linie  em 
einfaches  Linien^n-Eck,  so  kann  dasselbe  immer  als  die 
Umfangslinie  eines  einfachen  ebenen  oder  gebrochenen 
F  l ä c h  e n  -  » -  E c  k  I*  angesehen  werden,  je  nachdem  nämlich  jenes 
in  einer  Ebene  liegt  oder  nicht.  Ein  gebrochenes  n-Eck  ist 
aber  nicht  durch  seine  Umfang^linie  bestimmt,  wie  ein  ehanea. 
Es  können  vielmehr  von  einem  und  demselben  einfachen  aber 
gsucfaen  Linien -fi- Eck  im  Allgemeinen  so  viele  einfache  Fiächen- 
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poly^ane  be^rSnzt  werden,  al«  verschiedene  Arten  möglich  sind, 
das  Linien*?! 'Eck  durch  Dia^otmlen  rn  Dreiecke  zu  zerlec^eo* 
Diese  Anzahl  ist  offenbar  eine  Punction  der  Eckenzahl  und  ihr« 
Bestlnimung  diirfte  wohl  als  ein  nicht  eben  leichtes  Problem  auf- 
gestellt werden. 

Dem  einfachon  FIfichenpolygoTie  kann  das  von  zwei  einfachen 
Linienpolygonen  bekränzte  ri  ne:f*irmi[je  Flachenpolygoo  zunäcH^ 
angereiht  werden.  Zu  diesen  Polygonen  kann  u.  a.  auch  der 
Mantel  eine»  Pi'i8ma8  oder  eines  Prifcmatoids,  nnd,  in  sofern  kicIi 
die  eine  Granzlinie  nuf  einen  Punkt  redncirt,  auch  der  IVlautel 
einer  Pyramide  gezählt  werden.  Hier  kann  denn  das  Problem 
aufgestellt  werden : 

Die  Anzahl  aller  mögfichen  ringförmigen  Polygone  zu  beMim- 
men,  welche  dieselben  beiden  Linienpolygone  von  r/t- und  «-Ecken 
zu  (iränzJinien  haben. 

Ein  analoges  Problem  entspricht  den  mehrfach  begranz- 
ten  (mehrfach  durchbrochenen)  Polygonen.  Polygonen  netx 
kann  eine  «us  mehrerer»  Fläcbenpolygonen  zusammengesetzte  ge- 
brochne  Flache  genannt  vvcrden  und  zwar  geschlossenes  Po- 
lygonennetz^  wenn  dnrrh  dasselbe  ein  Theii  des  Raumes  voll- 
ständig eingeschlossen  wird.  Es  ist  also*  jede  Oberfläche  eine« 
Polyeders  ein  Polygonennetz.  Im  allgemeinen  kann  aber  die 
Oberfläche  eines  Polyeders  auf  verschiedene  Weise  aus  Fläcben- 
|iolygonen  zusarnniengei^etzt  werden.  So  kann  z.  B.  die  Ober- 
fläche eines  Pentagnndodekaeders  zunächst  ans^esehen  werden 
als  zusammengesetzt  aus  zwrdf  ebenen  Pentagonen;  man  kann 
sie  aber  auch  zerlegen  in  vier  gebrochene  Polygone^  nämlich  zwei 
ringförmige  nfit  einer  zebneckigen  und  einer  zvveieckigen  GräDS* 
linie  uTid  zwei  einfache  gebrochene  Zebnecke;  oderr  in  vier  ring- 
förmige Polygone,  deren  innere  (ilränze  ein  Eckpunkt  und  deren 
äussere  (jränze  ein  Linienneuneck  ist,  odert  in  sechs  gebrochene 
einfache  Flächenzehnecke. 

Für  Polygonennefze  lassen  sich  folgende  Probleme  aufstellen: 

1)  Die  Anzahl  aller  möglichen  Polygonennetze  zu  bestimmeoi 
deren  einzelne  Polygone  dieselben  Gränzen  haben. 

2)  Die  Anzahl  aller  möglichen  Polygonennetze  zu  bestifnmeBj^ 
welche  eine  gegebene  Anzahl  Punkte  sämmtlieh  und  ausschlies^ 
ücb  zu  Eckpunkten  haben,  und  spezieller; 

S)  Die  Anzahl  aller  möglichen  Polyder  zu  bestimmen^  welche-' 
eine  gegebene   Anzahl   Punkte   sämmtlieh   und   ausschliesslich  £a 
Eckpunkten  haben. 
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Zur  Polyerfrometrie. 

Ton 

Herrn  Joh,  Karl  Becker, 
Lnhrpr  nn  ilfr  Kxlrhun^ganstftli  rnn  P*   Beiist  in  Zijrtnh. 


ü 


Den  zuerst  von  Descartes*)  an fges teilten  Satz,  „dass  die 
unime  der  Karitenwmkel  etues  Polyeders  von  e  Ecken  4e — 8 
echte  beträjjt'S  und  et  man  in  den  meisten  Lehrbiichern  der 
Geometrie  entweder  jrar  nicht,  oder  nnr  beiläuhi;,  als  Beweis- 
rand ffir  den  Eiiler*schen  8at2,  erwähnt.  Gleich  wohl  «teht 
ener  Satz,  den  man  wohl  den  Descarte suchen  8a tx  nennen 
kann,  dem  Kuler'schen  an  fiedeutunp  kaum  nach.  Denn  einer- 
seits mt  er,  wie  Herr  Steiner  (im  erfitten  Bande  des  Jour- 
nals von  Crellft)  mit  Hecht  hervorhelit,  an  jsicb  interessant, 
al?«  ein  Analogon  z«  dem  Satze  der  Planimetrie,  dass  die  Winkel- 
Knnime  eines  ebenen  Pnlysrons  von  e  Ecken  *Ie- — 4  Rechte  be- 
trägt^ utiJ  dass  bei  dem  Polyeder  von  e  Ecken,  oder  richti^^er, 
bei  einer  £^e wissen  Klasse  von  Polyedern  mit  e  Ecken,  die  Kan» 
tenwinkelsnmme  f^erade  das  Doppelte  der  Winkelsumme  eines 
einfach  bej^ränzten  Polysrons  von  e  Ecken  beträgt,  deutet  darauf 
hin,  da«!s  an  den  Descartes'schen  Satz  gewiss  noch  mancherlei 
Untersuchungen  angeknüpft  werden  kUnnen.  Ferner  i^t  derselbe, 
in  anderer  Form  ausgedriickt,  ein  wesentlicher  Tb  eil  des  Ahhän- 
gigkeitsgesetzes  zwischen  Kanten-,  Flächen^  und  Eckenzahl  der 
sogenannten  Enler'schen  Polyeder,  von  dem  der  Eule r 'sehe  Satz 


*)  In  dein  vim  Hi*rrn  Pronlipt  gm  2X  April    IB60  der  PuriHcr  .Ika- 
dcmte  niitgi-thpilu'n  Fru^nri'Mtc  .,0  4^  II  V  reri  in^dite«  de   DesraitMi". 
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nur  ein  «sehr  anvollkommener  Ansdrut  k  lÄt,  Endlich  erstreckt  »icli 
seine  Gültigkeit  auf  Polyeder,  die  nicht  mehr  zu  den  Euler  ficbpn 
gebaren« 

Aher  auch  der  viel  bekanntere  Euler'^che  Satz  tritt  in  den 
meisten  Lehrbüchern  in  einer  Weise  auf,  die  wenig  befriedigt. 
Namentlich  erhält  man  nirgend  hei^itininiten  AufschiuiüS,  für  welche 
Polyeder  er  gilt,  für  welche  nicht. 

Unter  den  Beweisen  fiir  diesen  8atz,  welche  sich  nicht  arf 
den  L>escar tes'^chen  Satz  «itützen,  sind  mir  nur  der  des  U«r* 
auügeberfi  dieses  Archivs  und  der,  welchen  Herr  v,  Staudt 
in  seiner  „Geometrie  der  Lage*'  gibt,  als  tiolche  bekannt» 
welche  so  weit  richtig  sind,  wie  der  5atz  selbst.  Wenn  aber 
2.  B.  HerrKopj^e,  der  deit  ertöten  der  genannten  Beweise  in  sein 
rühmlichst  bekaniitei;»  Lehrbuch  aufgenommen  hat,  von  den  Po- 
lyedern, für  welche  er  durch  denselben  den  Satz  als  bewie^eir 
ansteht,  nur  solche  Polyeder  aussehlicsst,  an  deren  Begränzung 
auch  mehrfach  begrenzte  (durchbrochene)  Polygone  Theil  batieni 
go  behauptet  und  beweist  er  mehr  als  wahr  ist.  Denn  vod 
den  übrigen  Polyedern  ^ind  ferner  noch  diejenigen  mit  mehr  aU 
einer  gebrochenen  O  bei  fläche,  die  Hohlkcirper,  auszuschliesi^en, 
und  von  den  ibyin  noch  übrig  lileibeuden  gilt  der  EuterVche 
8at£  immer  noch  nicht  für  alle,  sondern  ausschliesslieh  für  die- 
jenigen, bei  denen  jeder  Eckpunkt  nur  mit  solchen  Eckpunkt«n 
durch  Kanten  verbunden  istj,  welche  zugleich  die  sänimtlicheß 
Ecken  eines  nur  von  Kanten  und  Diagonalen  der  Seitenfl heben 
begränztcti  Pofygons  sind*  Die  Polyeder,  welche  dieser  Bedin- 
gung nicht  entsprechen,  hat  zwar  Herr  Schlämilch  in  seiner 
„Geometrie  des  i\laasses"  als  „ringrürmig  durchbrochene" 
ausgeschlossen,  so  dass  er  nur  solche  Polyeder  als  Euler'scbe 
Polyeder  zurück  behält,  für  welche  der  Euler 'sehe  Satz  wirk- 
lich gilt.  Der  Beweis  aber,  den  er  dafür  aufstellt.  Im  Weseiit 
liehen  der  Stei  ner'sche,  ist  itur  für  convexc  Polyeder  zuläs«!;! 
nnd  es  ist  demnach  zwar  nicht  mehr  behauptet,  als  wahr,  wohl 
aber  mehr,  als  bewiesen  ist.  Aueherführt  man  nicht,  viasdcnfi 
die  kennzeichnenden  Merkmiite  der  Euler'scbcn  Polyeder  «eieot 
welche  berochtigeu,  sie  als  eine  besondere  Klasse  den  aiidem 
gegenüberzustellen;  denn  auch  unter  den  „ringftjrmig  durcbbrocbe- 
neu*'  befinden  sich  solche,  welche  ,,von  einer  einzigen  zusamitieiv 
hängenden  Oberiläche  begrönzt  werden,  die  auch  nach  Wegnahme 
irge  nd  einer  Seiten  fluche  noch  eine  unuDterbrochene  Reiben  folg« 
ebener  Viefeerke  darstellt.** 

Die  vorstehenden  Betrachtungen  veranlassten  ndch  darüber 
nachzudenken^   ob  nicht  vielleicht,   wenn  man  von  einem  aitderen 
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Pkiidpui^kte  Fius|;ebt,  etwas  mehr  Sicherheit  und  Klarheit  in  die- 
iD  Zusammenhang  znlschen  Ecken^  Kanten  und  Flächen  j^ebracht 
»erden  Icünne.     Die   Resultate   dieses  Nachilenkens  habe  ich  nun 

kdeiQ   Folgenden   zusammen^^esfellt,   um  sie  dpn  Herren  Matbe^ 
Iticern  su  gefalliger  Bcachtuiifr  vrtr^ulegen. 

Die  Oberfläche  eines  e-eckrjien  Polyeders,  desssen  Kanten- 
riokeU^inime  4<?^8  Hechte  betragt,  besteht  entweder  aus  2.(e — 2) 
Irei ecken j  oder  läsjät  sich  in  2.(e  —  2)  Dreiecke  zerlesten^  deren 
»€iten  sich  auf  der  Oberflncbe  selbst  nur  in  den  Ecken  des  Po- 
lyeders schneiden.  Denn  zerlegt  man  jede  mehr  als  dreiseitige 
ürän^.fläcbe  des  Polyeders  durch  Üiagoniden  in  Dreiecke,  so  ist 
ie  Winkelsumme  aller  dieser  Dreiecke  zugleich  die  Kanten« in- 
elsumme  des  Polyeders,  also  ^4e— 8  Rechte  —  2»2.(e — 2) 
fechte«  also  die  Zahl  der  Dreiecke  —  2.(«?— 2). 

■  Kann  nmn  dlrect  nachweisen,  dass  bei  einer  Klasse  von  Po- 
jfedern  von  e  Ecken  die  Oberfläche  sich  auf  die  angegebene 
VeUe  in  2.(e— 2)  Dreiecke  zerlegen  Ifif^st,  so  ist  damit  für  die- 
Mben  auch  der  £>atz  des  Deseartes  nachgewiesen* 

Die  Dreiecke,  in  wefcbe  man  auf  die  angegebene  Weise  die 
)berf1äche  eines  Polyeders  zerlegen  kaim,  ntögen  Gränzdreiecke 
leissen»  um!  ihre  Anzahl  Kci  bezeichnet  durch  />. 

Soeben  ivir  nun  zunächst  D  für  die  Enler'scben  Polyeder 
,u  besfmimen.  Da  der  Begriff  der  „Euler*esclien  Polyeder",  niei- 
les  Wissens,  bis  jetzt  durch  keine  andere  Definition  bes^timnit 
»t,  als  durch  die,  dass  für  sie  der  Euler'scbe  Satz  gelte,  so 
itelle  ich  folgende  Delinition  auf:  Ein  Eulersches  Polyeder 
8t  ein  solches,  das  von  einer  einzigen,  n  n r  aus  e i  n  - 
ach  begränzten  Polygonen  zo  s  am  m  enge  setzten  Ober- 
lache  in  der  Weise  begränzt  ist,  dass  alle  Eck|>nnkte, 
reiche  mit  einem  beliebigen  andern  Eckpunkte  durch 
Canten  verbunden  Nind,  allemal  durch  eine  einzige 
I u r  a tt s  Kanten  u n  rl  LFi a g o n a I e n  b e s  t  e  h e n <l e ,  nur  in 
hnen  gebrochene  Linie  verbunden  werden  können.  Es 
st  klar,  dass  bei  einem  solchen  KiVrper  alle  Eckpunkte,  welche 
dit  einem  und  demselben  andern  Eckpunkte  durch  Kanten  ver- 
lunden  sind,  oder  durch  Cierade  verbimden  werden  kfinnen,  welche 
luf  der  Oberfläche  liegen,  (also  durch  Diagonalen),  allemal  selbst 
[urcli  eine  nur  aus  Kanten  bestehende  gebrochene  Linie  ver 
runden  sin«],  naudich  durch  die  äussere  UiirfangNlinic  der  in  je- 
lem  Eckpunkte  zusammentreffenden  Begränzungsflächen.  Denkt 
lan  sich  nun  ein  solches  Knoten|Toiygon  durch  Diagonalen  in 
>retecke   zerlegt,   so   wird   dasjenige  Polyeder,  uelchoa  mit  dem 
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vorliegen derv  in  alleir  Eckrn,  Kanten  «nd  Flächen,  au««ser 
mit  dem  betrachteten  KaritenpolygfJtie  verbundenen  Ecke  und  den 
in  derselben  zustammentrefferKlen  Flächen  und  Kanten,  ubetciO" 
stimm tj  statt  der  vvee<»efal)eoen  GränzÜguren  aber  jene  Dreiecke 
zur  Begränzung  bat^  in  welche  nmn  jenes  Kantenpolygon  zerlegt 
denkt,  einen  Eckpunkt  und  zwei  firünzdreiecke  weniger  haben,  wie 
das  vorliegende.  Es  ist  überdiess  klar,  da88  das  abgeleitete  Po* 
lyeder  ebenfalls  ein  Euler\sche4*  iüt.  Leitet  raan  nun  von  die- 
sem auf  dieselbe  Weise  ein  drittem  Polyeder  ab,  welches  all 
zwei  Ecken  und  vier  Griinzdreiecke  weniger  baben  wird,  wie 
zuerst  betrachtete,  und  vun  diej^em  ein  viertef!i  u«  s.  f.,  so  wird  niaT 
2uktzt  zu  einem  Tetraeder  gelangen,  welche«  nur  noch  vier  Ecke 
und  vier  türlinzdreiecke  bat.  Hatte  mitbin  da^  anfangs  hetrachti 
Polyeder  e  Ecken,  so  musste  es  (j?  —  4). 2  Gränzdreiecke  mc 
als  vier  baben.     Mau   bat  somit  für  ein  Euler'sches  Polyeder;] 

/}  =  2.(e"2) 


Mithin    für   die  Winkel^umme;  A.(e  —  %  Hechte*     Ist  ein  sole 
Polyeder   nur  von    Dreiecken    begränzt,    und   bezeichnen  f,  /",  1 
beziebungßweise   die   Anzabl  der  Ecken ^   Flächen  und   Kanten« 
ist  für  dasselbe: 

D  =  f  =  2,(e-2), (2), 


3/ 
2 


^A'  =  3.(.-^2), 


vroraus  auch  folgt: 


f+e^k^2 (4) 

Enthält  die  Oberfliiche  eines  Euler  sehen  Polyeders  n^  Dreiecke, 
a^  Vierecke,  ....an  ?*Ecke,  so  bestehen  folgende  Relationen; 

/'=''a  +  «4  +  '  -   +««> 

D  =  «3  +  2a4  +  3.i,,  +  ....  +  (K-«2>«  =  2.(e— 2),.  .(6) 

wodurch  die  Äbblingigkeit  zwischen  f,  k  und  e  genauer  atis^*c 
drückt  ist,  als  durch  den  leicht  daraus  ableitbaren  Eulef'Bckcl 
Satz. 


IR 


*}  Die    ZabI    der    KüntE^n    ij«!   uiTciibar    ^Icrcli    clor    aller    Seitco  ^\^ 
Granscdreievkt!}    vet-iuinderL    um    die   ZhHI    d<*rji;nT^ci].  welche  Dlngt^i^^l^  1  |j 
3/i 


der  Polygone  aiad ,  alun 


Cö4+2aÄ+-...+  («  — 3)€fn). 


iJ 


Becher:    Zur  Pol^eärmnelrie. 


349 


VAn  die  Euler 'sehen  Polyeder  schlles&t  sich  ©ine  zweite  Gruppe 
V  Polyederrt  an,  für  tvelcbe  zwar  der  Euler'^che  Satz  nicht 
Hr  ^ilt,  wohl  aber  der  de^  Descartes^  imd  die  man  deshalb 
FD  es  carte  s'sche  Polyeder  bezeichnen  kann.  Es  sind  diess 
fefilich  alle  von  einer  einzigen  OberOäche  bej^ränzto  Polyeder^ 
e  auch  doppelt  und  niehrfiicb  begräazte  (durch brochene)  Granz- 
;aren  haben ,  deren  Eckpunkte  aber  ebenfalls  nur  mit  solchen 
blcpunkten  durch  Kanten  verbunden  sind,  welche  durch  eine  ein- 
150  nur  in  ihnen  gebrochene  Linie  verbunden  iv erden  können, 
sreii  einzelne  Strecken  auf  der  Oberflüche  lie*^en  und  nur  dann 
den  Riiuni  des  Polyeders  i^elbst  fal!enj  wenn  sie  xwei  an  eiaer 
neren  Gränzlinie  einer  niebrtach  begriinzten  Gränziigur  liegende 
ckpunkte  verbinden.  All*?  solche  Polyeder  können  angesehen 
erden  &\s  dadurch  entstanden,  dass  man  mehrere  Euler'scbe 
olyeder  1*0  an  einander  gefügt  habe,  dass  jedesmal  von  zwei  auf 
fiander  gelegten  Flächen  die  eine  von  der  Oberfläche  ganz  ver- 
ihwonden,  und  von  der  andern  ein  durchbrochener  Theil  übrig 
Bblieben  sei,  der  nun  zur  Begränzung  des  zui<;animengesetzteu 
olyeders  gehurt.  Da  auf  diese  Weise  alle  Ecken  und  Kanten 
er  zusammensetzenden  Polyeder  zu  Ecken  und  Kanten  des  zu* 
wnmengesetzien  werden ,  ohne  dass  neue  Ecken  oder  Kanten 
inzukommen,  v^abrend  dagegen  bei  jeder  neuen  Anfügung  eine 
iränzfigur  verloren  geht^  so  ist  klar,  dass  für  solche  Polye- 
er  der  Euler'sche  Satz  nicht  mehr  Statt  bat. 

IWas  nun  die  Kanten  winkelsumme  eines  e^io  leben  zusammen- 
jßtzten  Polyeders  betrifft,  so  ist  dieselbe  offenbar,  wenn  die 
U  der  Euler'scben  Polyeder  aus  denen  das  D  escartes*sche 
ammengesetzt  werden  kann,  ==:?iist,  um  {ti  — 1).8  Rechte 
iisser  als  die  Summe  aller  Küntenwlnkel  jener  Jt  Etiler  sehen 
Jfyeder  zueammengenammen.  Denn  bei  jeder  Anfügung  eines 
leben  Polyeders  werden  statt  der  Winkel  der  dadurch  verdeck- 
n  Gränzfigur  deren  Explemente  (Ergsini?ungen  zu  360*^)  Kantcn- 
ukel  des  zusammengesetzten  Polyeders,  wahrend  sonst  Alles 
Verändert  bleibt-  Die  Summe  der  Kanten winkel  der  n  Euler- 
hcn  Polyeder  ist  aber,  wenn  die  Zahl  sämmtlicher  Ecken  e  ist, 
4  R. — «.8R,,  also  die  Kantenwlnkelsumme  des  Descartes- 
hen  Polyeders  =^r.4R.  ^n.8  R.  +  (w-^) -SR.  —  ^.  fe-2)  Rechte, 
^r  Descartes'scbe  Satz  gilt  also  auch  für  diese  Po- 
ederklasse  und  ist  daher  deren  Benennung  als  Descartes- 
he  Polyeder  gerechtfertigt. 

Bei  allen  bisher  betrachteten  und  bei  einem  grossen  Theil 
»r  noch  zu  betrachtenden  Polyeder  ist  die  Zahl  der  Korperwinkel 
't  ihrer  Scheitel,  also  der  Eckpunkte   gleich,   und    es   ist   daher 

1  heil  XXXVIII,  23 
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gleichgültig,  ob  man  unter  e  tlie  Zuhl  der  KOrperwinkel,  o 
der  Eckpunkte  versteht.  Es  sind  aber  unter  deu  einfach  begranx* 
teti  Polyedern  (welche  nur  eine  iipunterbrot'hene  Oberfläche  ha- 
ben) auch  solcbe  niuglich,  unter  deren  Kürpcruinkeln  zwei  oder 
mehrere  einen  genieinschartüchen  St-heitel  haben.  Für  solche 
Polyeder  ktjnneii  der  Euler'sche  und  der  Üescartes*8che  Lehi- 
satz  noch  ak  richtig  ans^esehen  werden,  wenn  nuter  e  die  Zahl 
der  Korperwinkel  verstanden  wird,  nicht  aber,  wenn  niau  die  Zahl 
der  Eckpunkte  durch  e  ausdrückt.  Es  sind  ferner  solche  Polyeder 
möglich,  bei  denen  zwei  oder  mehrere  Elacbcnvvinkel  eine  i^emeiß- 
schalttiche  Kante  haben.  Auch  für  die^e  kiiauen  beide  Satze 
noch  als  richtig  angesehen  werden,  wenn  man  unter  k  die  Zahl 
der  Flächenwinkel  versteht* 

Ausser   den    bis  jetzt  genannten    Polyedern    sind   noch    viele 
Polyeder  möglich,    welche    auch    nur  von    einer  einzigen  ununter- 
brochenen Oberfläche  begränzt  sind,  für  die  aber  weder  der  E«- 1 
ler'schc  noch  der  Des  carte« 'sehe  Satz  gilt.     Diese  lassen  sick 
sänimtlich  als  durchbrochene  Polyeder  zu  einer  Klas**-^  v^^  ' 
einigen  *). 

Durchbrochen   ist  nämlich    ein  Polyeder  allemal,  wena  all 
demselben  sich  z^vei  Kantenpolygorie  belinden,  deren  keines  eifienj 
Theil  der  übern ache  hegrlinzt,  die  aber  unter  einander  durch  djfl 
Oberfläche  so   verbunden  sind,   da^^s  die   sie  verbindenden  Po 
gone   alle  Eckpunkte  mit  ihnen  gemein    haben.     Denkt   man  sli 
nun  jedes  der  so  verbundenen  Kantenpolygone  durch  Diagonale«  1 
in   Dreiecke   zerlegt,   und   die   Ebenen  dieser   Dreiecke  statt  de«] 
die    Polygone   unmittelbar    verbindenden   und  nun    in  den  eiug 
schlossenen  Raum  fallenden  Theiles  der  Oberfläche,  als  der  OEi 
iläche  angebofig,    so   ist  das    so    begränzte    Polyeder  nicht  md 
durchbrochen,  also  entweder  ein  Euler'sches  oder   ein   Des  et 
tes'sches  und  man  hat  mithin,  mit  Beibehaltung  der   obigen 
zeichnungsueise,  für  dasselbe: 

Jeder   zwei    solche    Kantenpolygone    auf  die    angegebene  W« 
verbindende  Theil  der  Oberfläche  des    durchbrochenen    Pols« 
lässt  sich  aber  ofl'enbör  durch  Diagonalen  in  eben  «o  viele  Dreied 
zerlegen,   als   diese    Polvgone  zusammen    Ecken    haben,  wiihre^ 


*)  Dass    nicht    uoch    andpi-e    Pcdvedur   mit    einer  OberOachc  iiiü| 
lieh  jseien ,    stalle   ich    hier  nicht   all    Urth«il    a  priori^  ifondern  aU 
Erfabrungjsiirtheil    auf,    daa    ich  zu   berichtigen  bereit  sein  wurdet  «* 
mir  mir  ein  ctn^igca  solches  Polj'edcr  gezeigt  wcrilen  knninte« 
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Sa  hl  €ler  an  ihre  Stelle  gesetzten  Dreiecke  der  Polygone  selbst 
D  4  kleiner  sein  muss^  aLs  die  Eckenzahl.  Man  hat  mithin  für 
n  ein  mal  clurchbrocheneß  Polyeder: 

/)^^i.(e-~'i}+4  =  ^2£ (8) 

Efur  ein  mmal  durchbrochenes  Polyeder: 

i>  =  2e  +  4.(f/i— 1) (9) 

[l««t  ein  solches  Polyeder  nur  von  Breiecken  bes^ränzt,  so  ist: 

fz^2e  +  i.(m-l) (10) 

k  =  ^€  +  f}.{m—l); (11) 

f-i-e^k-2.(m—l).    .......    (12) 

etzt  man  In  diesem  Ausdrucke  r/ t  ^  1 ,  so  erhält  man: 

«i.:  In  einem  einmaf  durchbrochenen  Polyeder,  das 
DT  von  Dreiecken  be^^ranzt  ist,  ist  die  Zahl  der  Kau- 
en ij  l e  t  c  b  der  Summe  der  F I  ac h e n z a  h  I  und  d  e r  E ck  e n - 
ahl.  Diess  gilt  auch  dann  noch,  wenn  mehrere  Dreiecke  sich 
|k  Vielecken  vereini«^en,  also  unter  den  liränzfläcben  einfach  be- 
rünzte  Polygone  jeder  Art  vorkommen. 


I 


*£nthRlt  die  Oberfläche  eines  ?;imal  durchbrochenen  Polyeders 
einfach  begranztc  Poiygone,  nämlich  %  Dreiecke,  £14  Vierecke, 
Oh  7i'Ecke,  so  bestehen  folgende  Relationen: 

«3+ff4  +  ffö+-...  +  6f„=/',     ......     (13) 

ß  — ei8+tia4+3«5  +  ....(w-2)flr„  =  2e+4.(i«-l),     (14) 

Jt=^3«?+6.(iK-l)'-(ß4  +  2ß5+3^fö  +  "^-(»-3)«„),   (15) 

diesen    Relationen   lässt  sich   endlich    leicht    die   dem   £u> 
eben  8atze  entsprechende  Gleichung  (12)  herleiten, 

7 HS  die  Polyeder  mit  mehrfacher  Begrenzung  (die  Hohl- 
er) betrifft,  so  ist  klar,  das.*  fVir  dieselben  der  Euler'sche 
^Descartes'scb«»  Sfitz  im  Alltjemeinen  nicht  gelten  können. 
aber  z,  B.  von  den  beiden  Oberfläcben  eines  Hohlkörpers  die 
issere  so  beschaffen,  das«  sie  allein  ein  Euler'scbes  Polyeder 
iiscbliesst,  vfährend  die  innere  ein  einfach  durchbrochenes  Po- 
reder  bekränzt,  und  aus  einfach  bekränzten  Figuren  zusanimens;e- 
Stzt  ist,  so  bat  man  für  das  doppelt  beg^ränzte  Polyeder: 
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Der  E^uier'ijcbe  Sats  gilt  mithtn  auch  für  einige  [lohlktirper 


Die  Sätze  über   die   durch brochenen  Polyeder  durfiten  gee 

net  sein,   einige  Irrtb linier   zu   berichtigen  und   einige  neue  Satj 
abzuleiten. 

Als    einen   zu   berichtigenden   Irrthuni  finde   ich    in    dem 
sehen  buch  für  Mathematik  i  Physik  etc.  vnn  I>r.  Rutil 
Wolf  (Bern    1856,   zweite    Äuriage)  folgenden»  einem  Co 
gienhefte  von  Steiner  entlehnten   Satz  (p.  74.): 

Es  sintt  nur  folgende  Polyeder  mü glich,  weichet 
Bedingung  genügen»  das«  alle  Flächen  gleich  viell 
ten  und  alle  Ecken  gleich  viel  Kanten  haben:  TetrI 
der,  Oktaed  er  und  Ikosaefler  aus  Dreiecke  n^  —  üexi 
der  aus   Vierecken  und  Dodekaeder  au*«  Fünfecke».  | 

In  derselben  Allgemeinheit  i&t  dieser  Satz  auch  in  der,.»(iC 
ni  e t  ri  e  der  L a g  e  '"^  von  v.   S  ta  u  d  t  aufgestellt. 

Damit  dieser  Satz  richtig  werdej  mufis  statt  „Polyedc 
die  engere  Bezeichnung  „Eule  r'bcbe  Polyed  er*'  stehen.  Dd 
unter  den  einmal  durchbrochenen  Polyedern  i$iud  no 
wenn  man  dieselben  nach  der  Flächenzahl  In  (xruppen  tbe 
unendlich  viele  Gruppen  von  Polyedern  niüglich,  wi 
che  derselben  Bedingung  genügen,  nämlich: 

1)  Polyeder  mit  nur  vierkantigen  Ecken  und  %  12,  J5,  18,..] 
vierseitigen  Granzlllichen,  In  Taf.  IX,  Fig.  1.*)  ist  Grundriss 
Äufriss  eines  dabin  gehörigen  Neuntlächners  gegeben.  Hat 
von  demselben  eine  deutliche  Vorstellung  gen  on neu,  so  hat  iMfl' 
nur  nölbig,  sich  statt  der  Kantendreiecke  abc ,  47]^6ir|,  AßC  Atä 
Kanten -71  *  Ecke  vorzustellen,  um  dae^  Bild  eines  3?i-Fläch!i^ 
dieser  Art  zu  erhalten.  Bringt  man  noch  ein  viertes,  fCinftps^ 
„.ffites  Kanten  polygen  von  gleicher  Seitenzahl  mit  drei  solch 
Polygonen  auf  ähnliehe  Weise  in  Verbindung,  so  kann  man 
auch  Polyeder,  von  4?i,  5?j,, .,,niw  Vierecken  und  eben  so  vie 
vierkantii^en  Ecken  begranKt,  zur  Anschauung  bringen,  oder 
nigstens  ab  inöglicb  denken,  welche  ganzzabligen  W^erthe  ül 
3,  m  und  71  auch  haben  m(»gen. 

2)  Polyeder  mit  e  sechskantigen  Ecken  und  2e  dreiseitig 
Gränzfläcben,    wo   e^mn   ist,    und  m  und   n  jeden  ganzzabüj 


•)  Tiif.  IX.  wird  mit  riem  nachstcüis  erschein  enden  U,  4.  naclijieltff) 
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öfiitive!)  Werth  r;3  hoben  küniien.     Taf.  IX.  Fig.  2.  stellt  <trund- 
S6  lind  Aurri^s  eines  solchen  Polyeders  mit  12  Ecken  dar. 

3)  Polyeder  mit  f  sechsseitin;eü  Urliiizflächen  und  2/"  drei- 
antigen  Ecken,  wo  /  dieselben  Werlhe  haben  kann,  wie  e  bei 
er  vorhergehenden  Klasse.  Von  einem  in  diese  Klasse  gehöri- 
teil  Dodekaeder  erhält  man  z.  B.  eine  Vorstellung,  wenn  man 
ich  ein  stumpfes  Rhombeiihexaeder  von  einem  spitzeren  durch- 
IfiiDgen  denkt,  dessen  l^Jittelpunkt  und  Hauptaxe  des  eristereii 
Mammen  fallen  und  dessen  Mandkanten  und  Randecken  innerhalb, 
e^sen  Scheitel  aber  ausserhalb  des  ersteren  Hexaeders  liegen, 
ler  Theil  des  ersteren  Hexaeders,  welcher  nicht  in  das  zweite 
llft,  ist  dann  immer  von  12  Sechsecken  begränzt,  wenn  die  Schei- 
pikanten  des  inneren  nicht  die  des  äusseren  Hexaeders  schnei- 
en. Äebnlich  kann  man  aus  einem  Hexaeder  einen  dahin  ge- 
Irrigen  Nennfl achner  ableiten,  wenn  man  sich  dasselbe  von 
linem  dreiseitigen  Prisma  durchdrungen  denkt. 

Ausser  den  Steine rschen  Tetraedern,  Hexaedern, 
•ktaederu,  Dodekaedern  und  [kosaedern  und  den  eben 
aufgezählten  durchbrochenen  Polyedern  sind  jedoch 
leine  einfach  bekränzten  Polyeder  mehr  möglich,  de- 
«n  sämmt liehe  Seitenflächen  gleichviel  Seiten  und 
eren  Ecken  gleichviel  Kanten  haben*).  Dless  lässt  sich 
lit  mittels  der  Formel  (12)  beweisen. 

Damit  nämlich  ein  mfaeh  durchbrochenes  Polyeder  von  nur 
kitigen  Polygonen  begranzt  sei  und  nur  i/ kantige  Ecken  habe» 
fBen  folgende  Gleichungen  bestehen : 

fx  =  'Ik, (16) 

eff^U, (17) 

e+f:=k  —  (m^l)jy (18) 

^aus  folgt  aber; 

*  =  ?^' (10) 

^=^' «0) 


^)  £s  Jirn  (fcnn ,  dasa  nncli  Fulyettor  exlstireti,  wuLrtie  in  dit?  von 
lir  gemachte  Cintheilung  nicht  pa^aen.  Für  »nkhe  gilt  selbstTurständ- 
gll  meine  Behati|»tiin^  tiicht. 
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i(m  -  I) 


4V 


m) 


Da  nun   /-,/",  e  fifith wendig   ganze  po^sitive  Zahlen    sein  müssent 
50  hat  man  filr  den  FalJ^  da««  m>l  Ist: 


und  mithin  nach  (19): 


^>0, 


kZ'^(m  —  \)<^2m. 


Diess  ist  aber  offenbar  unmtiglich:     Es  gibt  also  keine  me^ 
fach    durch  bfocbenen  Polyeder  von  der  vorausgesi 
teil  Beschaffenheit 


Setzt  man  m  =  l,  so  erhält  man 


0, 


(23) 


und  mithin: 


Ä  = 


0 


r4 


'  =  ö- 


Diese  Werthe  sind  aber  nicht  blags  scheinbar,  sondern  i^irkticti 
unbestimmt j  d.  h^  vieldeutig.  Um  die  mög flehen  Werthe  von  s 
und  f/  in  diesem   Falle   leichter  ermitteln  zu  kiinnen,  setzen  wir 

wo  a  und  ß  nur  positive  Werthe   haben ,   oder  —  0  sein  könne», 

da  w  und  ^  jedenfalls  ^li  sein  müssen.     Setzt  man  diese  Wertbe 

in  (23)  eioj  so  erhält  man  die  Bedingungsgleicbung: 

a  +  ß  +  aß  =  3,  .    .    .    , C 

Dieser  Gleichung  genügen   aber   nur   die   folgenden   Werthep 
von  der  verlangten  Beschaffenheit: 

ff  =  0,     ß  =  Z; 

a  =  S,     ß  =  0. 

Sei  nun  a^O^  ß  —  ^^  also  :t  =  3,  y—^'y  so  folgt  aus  (16)  »»<? 
(17),   dasB  2Ä  sowohl   durch  3,  als   durch  6^    dass  also  k  dordij 
3  theilbar  sein  muss.  Setzt  man   nun  k^^Z^,  so   erhält  man 
(16)  und  (17): 
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tiese»  Bedingongen  entsprechen  die  oben  tri  2)  genannten  Po- 
^eder,  für  welche  man  mithin  noch  den  Satz  hat,  daas  bei  alten 
u  ihnen  gehurenden  Polyedern  die  Flliehenzaht  da.s  Doppelte« 
le  Kantenzahl  das  Dreifache  der  Eukenzahl  ist. 

y  8ei  ferner  «  =  1,  ß  —  l%  also  x~^^A,  so  folgt  aus  (16) 
nd  (17);»  ä'^ns  k  durch  2  theilbar  sein  muss,  und,  wenn  k^^ltp 
esetzt  wird; 

Iso 

J&  =  2ez=2/: 


I 


an  hat  mithin  für  diese  Polyeder ^  wefche  oben  in  1)  zusani- 
leDgestellt  wurden: 

Die  Zaiil  ihrer  Ecken  ist  der  Flächenzahl  gleich  und  die 
[Elfte  der  KantenzahJ. 

Sei  endlich    c:^3,   ß  =  0,   also   j:^6,   _^:=3^    so  folgt  aus 
16)  und  (17),   dass  k  durch  3  theilbar  sein  muss,  und  wenn  man 
^39)  setzt: 
^  fz^q^,     e-29. 

Für  diese  oben  al^  die  dritte  aufgeRihrte  Polyederklasse  hat 
lan  mithin  den  Satz,  dass  die  Zahl  ihrer  Ecken  das  Doppelte, 
kre  Kantenzahi  aber  das  Dreifache  ihrer  EckenzabI  ist.  Da 
sine  andern  Werlhpaare  für  a:  und  y  niöigtllch  sind^  »o  ist  mithin 
isere  obige  Behauptung  erwiesen. 

Man  kann  sich  leicht  überzeugen,  dass  bei  den  drei  betrach- 
ten Polyederklassen  der  Grösse  {p  jeder  Werth  von  der  Form 

»igelegt  werden  kann,  wo  sowohl  #1,  als  n  ganze  positive  Zah- 
n  sind,  welche  =^3  oder  >3,  aber  nicht  < 3  sein  können.  Doch 
Bst  sich  hiefür  wohl  nicht  leicht  ein  „strenger**  Beweis  führen. 

Aus  nnserer  Betrachtung  geht  auch  hervor,  dass  der,  so  viel 
ir  bekann tj  bis  jetzt  nur  von  dem  vor  einigen  Jahren  dahier  ver- 
orbenen  Professor  Adam  JMüller  in  einer  sonst  nicht  gerade 
ihnienswerthen  Broschüre  j,zur  Pol  yedronietrle"  angezwei- 
Ue  Satz;  „es  sei  kein  Polyeder  möglich,  das  nur  von  Sechsecken 
^gränzt  w^äre'S  durchaus  falsch  ist. 
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Die  allgemeine  Gleichung  der  Minimumsflächen. 

Von 

Herrn  Doctor  A,  JVeiler^ 
Lelirer   (ter  MaiKeinatik    iiri    der    höheren  Biirgcrftthule    scii    MannheU 


Die  Bestinmuiti^:^  der  Fläche,  deren  inlialt  zwischen  gegebe- 
nen Grenzen  ein  Minimum  ist,  luhrt  bekanntlich  auf  die  partielk 
niferenlialgleichiing 

worin  abktirzeiid 


dl 


d^ 
di 


d^ 
dx'^ 


=  r. 


tPi 


dH 


s, 


.=  t 


dxdi^       '    dtjl^' 

gesetzt  ist  Das  allgemeine  Integral  dieser  Glelchuns^  mit  zwei 
wilikührlichen  Funktionen  i^t  ^chon  von  Monge  und  später  tob 
Legend re  in  einer  anderen  Form  gegeben  worden-  Die  Coor- 
dinaten  sind  aher  dadurch  jedesmal  imaginär  ausgedrückt,  so  da 
man  auch  den  willkilhrllcheu  Funktionen  imaginäre  Formen  beiz 
legen  hat,  um  zu  reellen  Coordinatenwedhen  zu  gelangen.  Eine 
derartige  ümivaodlung  des  Wilikührlichen,  was  in  dem  allgemei- 
nen  Integral  vorkomintj  scheint  FCfr  ein  allzuschwieriges  Unterneh 
men  angesehen  zu  sein,  da  man  nicht  Anstand  nimmt,  zu 
partieüen  Differentialgleichung  zurückzukehren,  nm  daraus  beso 
dere  Integralformen  In  reeller  Gestalt  zu  gewinnen*  Es  hat  ^\A 
bei  mir  die  üeberzeugung  festgestellt^  dass  das  allgemeine  Infe- ' 
gral  einer  Differentialgleichung,  wenn  es  in  geschlosseoer  Form 
aufgestellt  ist,  ab  das  Endziel  der  Arbeit  betrachtet  werden  darf, 
welche  der  Integration  zugewiesen  ist;  und  nur  schwer  kann  i^ 
mich  dazu  entschliesj^en,  diesen  Vortheil  aufzugeben,  wenn  essi( 
darum  handelt,  die  Eigenschaften  des  hitegrals  zu  nnterstiche 
In  dem  gegenwärtigen  Falle  hielt  ich  es  dessbalb  für  geratfaenerr 
die  Umformung  des  allgemeinen  Integrals   der  partiellen   Differenz 
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l&lgleichun!^  tm  versuchen.     Es  Kat  sich  herausgestellt»  dags  man 
Irei  reelle   Coordinalenvierthe  daraus  ableileri  kanr*,  ohne  die  All- 
dem einheit  20  he  ein  trächtigen.     Um   dies    zu    zeigen,    erlaube  ich 
ir,   auf  das  Intep;rntions verfahren   zurückzukommen,   iielches   ich 
dieser  Zeitgchrift  (ThI.  XXXIll.  S.3J6.)  eui^eschla^en  habe.  Dies 
Verfahren    besteht   darin,    dass    mau   die  allffem einen  Werthe  der 
Ersten  Differentialquotienten  zj  ui^d  j^   darstellt j    um  alsdann  die 
rollstiindige  Differentialgleichung 

dz  =^  ^dtß  +  Zxdx 

jiu   integriren.     Die   partielle   Differeiitialgteichnng   ist   dort   arige- 
jichrieben  in  der  Form; 

Sur  Berechnung  der  Werthe  Zx  und  z^  aber  «ind  die  beiden  Glei- 
chungen 


(b) 


(e) 


'% 


% 


dx 


^(^;7r.->',,,f.)->'«(^,7r-»\ 


dz,,         ^  dzx 


,dif 


dy 


da: 


XiX-^~v.,-^)^v,(X:j--V 


fix 

dzj' 

dx , 


'd 


'■•I 


'rfti 


dz,, 


*dit 


ifgestellt,    wof'm  abkürzend 


F,  =-(:*z,  +  V-1  .Vl+iv'+r,«), 

F2=-(t^Zy  -  V"=T.  VI+Z/  +  1,«) 

tsetzt  ist.     Damit   dieselben  sich  vereinfachen ^  hat  man  an  die 

itelie  von  zx  und  Zy  ab    neue  Veränderliche   die   beiden  Furiktio- 

gn  eingeführt,  welche  sich  durch  die  Integration  der  Gleichungen 

rgeben.     Ich  schreibe  die  beiden  Integrale  hier  in  der  Form : 


ljr  +  V^l+%^  +  Z** 


+  V^-l+% 


=  c, 


ro   c    die    willkührliche    Beständige   ist.     iVJan   gebrauche  also  die 
puen  Veränderlichen: 


2x  +  Vjjh^^2^ 
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Daraus  findet  man : 

J«=|(l-«)  und    5=iG--^); 

und  die  Elimination  von  Zi  und  Zy  ^ihi  die  einfacheren  Gleichungen 

.  rfj I — g'   dx 

^'  tht  ~"  "2^ ■  di 

und 

^ _  l_.j«  dx 


(c) 


rf^-    ^iß 


Man    elimiiiire    nitn    ^    ztrischen    (b)    und    (c),    und    ee   entsteht 
^=U.     Daraus  folgt: 


(1) 


x  =  <p(a)  +  Tpiß), 


LftlCill         I 


WO  (p  und  i^j  wilikührliche  Funktionen  sind.  Man  hat  damit  aber 
eine  der  beiden  endÜcben  Gleieliungen  aufgefunden,  vpodurch  die 
atlgeTneineri  Wertbe  xx  und  z,f  bestimmt  sind.  Cm  die  andere 
Gleicbung  darztisteÜen,  bilde  man  aus  (b)  und  (c)  die  volU tändige 
Dtfferentialgleicbung : 

Mit  Rücksicbt  auf  die  IjJeichung  (I)  et-hä[t  man  daraus: 
(2)  rj=J   -^~fp\a)d^+J  --^^nß)dß' 

Es  ist  nun  zwar  unmrjglichj  aus  der  allgemeinen  Form  der  Glei- 
chungen (I)  und  (2)  die  Werthe  ir  und  ly  als  Funktionen  von  sc 
und  ^  zu  entwickeln;  allein  die  Integration  der  vollständigen  Dif- 
f eren  t  i  a  Ig  t  ei  c  h  u  u  g 

dt  =.  tifdi/  -J-  z^xdx 

lässt  sieb  dennocb  für  alle  Fälle  aufführen ^  indem  man  auch  i  als 
Funktion  von  et  und  ß  betrachtet.     Man  schreibt  desshalb : 

^    dy  .      dx^  -     ,   ,    dtj  ^      dx^  .^ 
Mit  Berücksichtigung  der  Gleichungen  (I)  und  (2)  hat   man  auch: 

Nun  findet  man  aber: 
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1-«*  i+"'4r^ 

und  desshalb  die  volbtäiidi^e  Differentialgleichung: 
Durch  die  hitegratiors  erhält  man; 


(3) 


^  ^f^f  <p'(«)rf"  -f  -^  V(ß}dß. 


1. 

2. 


k 


Um  die  allpfemeine  Gleichung  der  MinimiiniJ^fläehen  als  Funktion 
der  drei  Coardinaten  :r,  if,  i  darzustellen,  whd  man  die  Differen- 
tialquotieoten  Zx  und  zij  zwischen  den  Gleichungen  (1),  ('2)>  (3) 
©Üminiren.  Die  Elimination  von  zx  und  x,,  föllt  aber  zusammen 
niit  der  Eliuiinatiou  von  c  und  ß.  Die  allgemeine  Gleiehnug  der 
Minimunii^ßächen  ist  demnach  ausgedruckt  durch  das  System: 

3.  ^ ,  V'^  =y*  L+^" ^\^)da-f  l+p^*(ß)dß. 

Es  bleibt  noch  die  Frage  zu  beantworten,  wie  man  die  in  dem 
System  vorkommenden  willkührliehen  Grossen  umzuwandeln  habe, 
damit  drei  reelle  Coordlnateuwerthe  vorliegen.  Es  ist  leicht,  dies 
zu  bewerkstelligen.     Man  setze: 

n^iß)^^(ß)-^V:^.^(ß). 

wo  0  und  ^reelle  Funktionen  sind.     Ferner  setze  man: 

Die  drei  Coordinaten  sind  dann  durch  reelle  Funktionen  von  a  und 
Ä  ausgedrückt.  Nachdem  man  diese  Substitutionen  gemacht  hat, 
kann  man  die  beiden  Gleichungen  '2.  und  3.  auch  ersetzen  durch 
die  einzige  einfachere  [ 

4.        y-t  ^r~i  =f  J  v'('»)  d«  -fß^'mdß. 

Denn  wenn  alle  Glieder  dieser  Gleichung  auf  die  eine  Seite  ge- 
bracht sind,  so  werden  sowohl  der  gemeinsame  Faktor  von  V — ^1, 
als  auch  die  übrigen  Glieder  der  Gleichung  für  sich  gleich  Null 
zu  setzen  sein. 


im 


Veiffmffsmi/ffa&eH  für  Schüler, 


Uebungsaufgaben   für  Schüler, 


Von  Herrn  GuKCav  SkriTiiti,  Direktnr  der  öJTeiitU  OLerrealachule  a* 
B au crn markte   zu   Wien. 


Wenn  p  eine  StammzahL  und 


Ä" 


Ist,  wobei  CTj  />,  Oj..., /r  Stammfüktoren  zu  (p  —  l)  bedeuten,  und 

bezeichnen  »ij ,  m^,  wig mg  alle  diejenigen  zu    (p — ^1)   priraen 

Zablen,  die  <(/3  —  J)  jsind:  wie  viel  ßinoniien  znr  Summe  t  las- 
sen sich  au^  den  m  hlldeu,  wenn  i  aus  keinen  anderen  Primfak- 
toren  zusammengesetzt  ist   ab  wie  (p — I), 


Von  Herrn  Doctur  0.  RTiklcn    In    SuIä    im  K5uig^reicb    Wu  r  Ceiti  berg. 


])  [Vlan  ziehe  durch  einen  Punkl  M  einer  Ellipse,  deren  Mit- 
telpunkt O  ist,  die  Normale,  welche  die  grosse  Axe  in  N  und 
die  Verlängerunt^  der  kleinen  Axe  in  N'  schneidet,  so  ist  die  Grosse 

gleich  dem  3  dem  Halbmesser  OM  konjugirten  Semidianieter  (oder. 
Halbmesser)  der  Ellipse. 

^i)  Man  trage  auf  der  Normale  eines  Punkts  einer  Ellipse  nach 
beiden  Seiten  hin  Stücke  ab  gleich  dem  konjugirten  Halbmesser 
dieses  Punkts ^  so  liegen  die  Endpunkte  dieser  Stücke  auf  den 
Umfangen  zweier  Kreise,  welche  vom  Mittelpunkte  der  Ellipse  mit 
zwei  Halbmessern  beschrieben  werden,  gleich  der  Oiflferenz  und 
gleich  der  Summe  der  Ualbaxen  der  Ellipse. 


öeöungmiifgubm  für  ScAüier. 


:mi 


3)  Das  Produkt  zweier  Brennstrablen  (der  von  einem  Punkte 
der  EUlpse  nach  den  Brennpunkten  gezogenen  Linien)  ist  gleich 
dem  Quadrat  des  konjugirten  Halbmessern  des  lie treffenden  Punkts* 

4)  Das  Produkt  aus  der  grossen  und  kleinen  Halba:Ke  und  dem 
Krömmunggihallimej^ser  eines  Punkts  der  Ellipse  ist  gleich  dem 
Cubus  des  konjugirten  Halbmessers  dieses  Punkts. 

5)  Zieht  man  an  die  Endpunkte  der  grossen  Axe  einer  Ellipse 
die  Tangenten j  we'die  die  Tangente  eines  Punkts  M  derselben 
in  L  und  IJ  schneiotrii,  so  ist  die  Grusse 


gleich  dem  konjugirten  Halbmesser  von  M, 

6)  Das  Produkt  derjenigen  zwei  Abschnitte  auf  der  Tangente 
eines  Punkts  der  Ellipse,  ^reiche  zwischen  diesem  Punkt  und  den 

Durchschnitten  mit  den  Verlängerungen  der  Äxen  enthalten  sind, 
ist  gleich  dem  Quadrat  des  kau jugirten  Semidiameters  des  Punkts. 

7)  Die  Punkte  L  und  L\  die  beiden  Brennpunkte  und  die  in 
2)  genannten  Punkte  liegen  auf  Einem  Kreis,  dessen  Mittelpunkt 
der  Durchschnitt  von  der  Tangente  des  Punkts  M  mit  der  Ver- 
längerung der  kleinen  Axe  ist. 

I  8)  Das  Produkt  aus  dem  Abstand  des  Mittelpunkts  der  Ellipse 
von  der  Normale  eines  Punkts   derselben  und  dem  zwischen  den 

II  Verlängerungen    der   Äxen    enthaltenen   Stück  der   Tangente  die- 
ses Punkts  ist   gleich  der  Differenz    der  Quadrate   der  Halbaxen* 

il  Die  Tangente  eines  Punkts  ßl  der  Ellipse  werde  van  den  Ver- 

längerungen der  grossen  und  kleinen  Axe  in  T  und  T*  geschnit- 
ten,  und  P  sei  der  Fusspunkt  des  vom  Mittelpunkt  auf  die  Tan- 

I      gente  getiillten  Perpendikels,  so  ist 

^m         9)  jlf  J" -P 7' gleich  dem  Quadrat  der  grossen   Halbaxe, 
^K  MT.PT'  gleich  dem  Quadrat  der  kleinen  Halbaxe. 

H         O  sei  der  Mittelpunkt  und  iV,  ZV'  die  Durchschnitte  der  Nornjale 
^»TOit  den  x\xen  (wie  oben),   so  ist 

l  JÜ)   0P.3IN  gleich  dem  Quadrat  der  kleinen  Halbaxe, 

^B  ÖP.MN*  gleich  dem  Quadrat  der  grossen  Ualbaxe. 

V        II)  Das  Verhältnise  3IN:MN*  ist  also  konstant 

^^         12)  Die   Projektion   der  Ei  nie  MN  auf  einen    lirennstrahl  ist 
gleich  dem  Quadrat  der  kleinen  Halbaxe,  dlvidirt  durch  die  grosse 

'     Halbaxe. 

13)  Die  Projektion  der  Geraden  jl/iV'  auf  einen  ßrennstntbl 
ist  gleich  der  grossen  Halbaxe. 


mi 


VebungsüHfffaöen  für  Schüler. 


Man  bei^timnie  auf  dem  Öin fange  der  Ellipse  denjenigen  Punkt, 
dessen  KriimmuitgKkreiä  gleichen  Inhalt  mit  der  Ellipse  bat,  so 
iindet  man  für  den«^eEben  folgende  Eigenschaften ; 

14)  Der  Al).**tand  f%<>iner  Normale  vom  Mittelpunkte  der  Ellipse 
ist  gleich  d^r  Differenz   der  JHalbaxen  der  Ellipse. 

15)  Dieser    Abstand    ist    grösser    als   derjenige    der   Norma 
irgend  eines  andern  Punktes  der  Ellipse, 

16}  Das  zwischen  den  Äxen  enthaltene  Stiick  seiner  Tangente 
ist  gleich  der  Summe  der  Halbaxen, 

17)  Dieses  Stuck  ist  grosser  als  bpi  irgend  einem  andern 
Punkt  der  Ellipse. 

18)  Der  zwischen  diesem  Punkte  und  der  Verlängerung  der 
kleinen  Axe  enthaltene  Ahschrdtt  der  Tangente  ist  gleich  der 
grossen  Halbaxe  der  Ellipse;  der  andere  Abschnitt  der  Tangente, 
welcher  Krischen  dem  genannten  Punkte  nnd  der  Verlnngerung 
der  grossen  Axe  enthalten  ist,    ist  gleich  der  kleinen   Halbax^. 

19)  Zieht  man  vom  Mittelpunkte  auf  die  Tangente  des  Punkts 
ein  Perpendikel,  so  wird  dadurch  das  zwischen  den  Verlängerun- 
sien  der  Axcn  enthaltene  Stück  dt^r  Tangente  in  zwei  Abschnitte 
getheilt,  gleich  der  grossen  und  kleinen  Hsdhaxe. 

20)  Zieht  man  durch  den  Mittelpunkt  des  diesem  Punkte  ent* 
sprechenden  ivriimmungskreises  Parallelen  mit  den  Axen ,  so  ist 
das  zwischen  diesen  Parallelen  enthaltene  Stuck  der  Tangente 
des  Punkts  gleich  der  Summe  der  Halbaxen.  Der  Punkt  selbst 
t heilt  dieses  Stück  seiner  Tangente  in  zwei  Abschnitte,  gleich 
der  grossen  und  kleinen  Halbaxe. 

21)  Der  Halhmesser  des  diesem  Punkte  entsprechenden  Kriim- 
mungskreises,  die  Entfernung  seiner  Tausjen te  vom  Mittelpunkte, 
derjenige  Halbmesser  der  Ellipse,  welcher  dem  nach  diesem 
Punkte  gezogenen  Halbmesser  konjugirt  ist,  sind  einander  gleich. 

Bestimmt  man  auf  dem  lim  fange  des  Quadranten  der  Ellipse 
zwei  (zusammengehörige)  Punkte  so,  dass  das  Produkt  der  ihneß 
entsprechenden  Krümmungskreise  gleich  dem  Quadrat  des  Inhalts 
der  Ellipse  ist,  so  ergeben  sich  für  diese  Punktenpaare  nack- 
stehende  Eigenschaften : 

Die  Abstände  ilärer  TN'ormalen  vom  Mittelpunkte  sind  eb- 


•22) 
ander  gleich. 


23)  Diejenigen  Abschnitte  ihrer  Tangenten,  welche  zwische 
den  Verlängerungen  der  Axen  liegen,   sind  auch  einander  gleich 
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24)  Zieht  man  durch  den  Einen  Punkt  Parallelen  mit  den 
xen,  so  wird  dadurch  das  zwiscfuMi  den  Verlänjrerungen  der 
xen  enthaltene  Sfiick  der  Tangente  des  lindern  Punkts  in  drei 
bschnitte  £^et heilt,  wovon  die  zwei  än&sem  beziehlich  gleich  den 
albaxen  der  EHipse  sind, 

25)  Da.<jeiiii^e  Stiick  der  Tangen(e  des  Einen  Punkts,  iveU 
ihes  zwischen  demselheu   nnd  der  Verlängerung  einer   Axe  liegt, 

t  gleich  dem   8fück   der  TaiigcntP  des  andern  Pnnkts,   welches 
iw  loschen   dem   vom  Mittelpunkt  darauf  gefällten  Perpendikel  und 
er  Verlängerung  der  andern  Axe  enthalten  ist 

26)  Bas  Produkt  der  Abstände  des  Mittelpunkts  von  den  Tan- 
enten  zweier  solchen  Punkte  ist  konstant  und  gleich  dem  Pro- 
ukte  der  Halbaxen. 

27)  Das  Produkt  derjenigen  ^wei  Halbmesser  der  Ellipse, 
eiche  den    nach    diesen  Punkten   gezogenen   Fralhmessern  konju- 

;irt    sind,    ist    konstant    und   ebenfalls   gleich    dem    Produkte  der 
albaxerL 

28)  Das    Produkt    derjf^njgen    Abschnitte    der   Tangenten    von 
ei  solchen  Punkten,  welche  zwischen  ihnen  nnd  den  Verlan ge- 

ngen  der  kleinen  (grossen)  Axe  liegen,  ist  konstant  und  gleich 
em  Quadrat  der  grossen  (kleintiu)  Malbaxe. 

29)  Das  Produkt  derjenigen  Abschnitte  der  Tangenten  von 
me\  solchen  Punkten,  welche  zwischen  den  vom  IVIittelpunkt  der 

Ellipse  darauf  gezogenen  Senkrechten  und  den  Verlängerungen 
der  kleinen  (gri>ssen)  Axe  liegen,  ist  konstant  und  gleich  dem 
Quadrat  der  kleinen  (grossen)  Halbaxe. 

30)  Das  Produkt  der  Abschnitte  von  den  iVormnlen  zweier 
solchen  Punkte,  wekhe  zwischen  denselben  und  der  grossen  (Ver^ 
langem ng  der  kleinen)  Axe  der  Ellipse  liegen,  ist  konstant  und 
gleich  der  dritten  Potenz  der  kleinen  (grossen)  Halb  axe,  dividirt 
durch  die  grosse  (kleine)  tfalbaxe. 

Eine  Gerade  ist  nach  dem  äussern  nnd  mittlem  Verhfiltniss 
getheilt,  wenn  sich  der  kleine  Abschnitt  zum  grossen  Abschnitt 
verhält,  wie  dieser  zur  «;anzen  Linie.  Bei  i\m%  Alten  hiess  diese 
Theibing  „der  goldene  Schnitt/'  Thellt  man  sänimtUche  Ordina- 
ten  eines  Kreises  nach  dem  äussern  und  mittlem  Verhältniss,  so 
dass,  wenn  z*  B.  m  ein  Punkt  des  Kreises  ist,  mn  die  Ordinate 
und  31  der  Theilpunkt,  die  Proportion  stattfindet: 

Mn  \  m  31  =  m  M :  mn » 

0  liegen  die  Theilpunkte  M  auf  einer  Ellipse,  welche  besondere 
igcoschaften  hat,  von  denen  einige  hier  angeliibrt  sind: 


m4 


l^ebungsaufgabBu  für  Sciiüier, 


$1}  Die   Differenz  der  beideit   Halbaxen    ist  gleicli   der  Seti^ 
des  deni  grossen  Äxeii kreis  (dessen  llurcbmesser  die  grosse  Ale  J^ 
der  Ellipse  ist)  einbeschriebenen  Zebnecks. 

32)  Die  Seite  des  dem  sprossen  Axeiikreis  ein  beschriebenen 
FtiTifecks  ist  so  gross  xils  die  halbe  Seite  des  diesem  Kreis  om* 
scbriebenen  Rinfecks  und  die  Seite  des  dem  kleinen  Axenkieis 
(dessen  Durchmesser  die  kleine  Axe  der  Ellipse  ist)  einbeschric' 
betieti  Zebnecks  znsammeTi. 

33)  Der  Punkt  auf  dem  Umfani^e  der  Ellipse^  dessen  Krüm- 
mungskrets  gleichen  Inhalt  mit  der  Ellipse   bat,    besitzt  fol^n 

Eigen tbiindiLhkeiten  : 

a.  Der  Halbmesser   seines  Knlmmunp^skretsee^    der  Abstaf 
seiner  Tangente  sowohl,  als  auch  seiner  Normale  vom  Mittelpuiiktet 
derjenige  Halbmesser  der  Ellipse,  welcher  dem  iiacb  diesem  Punkt 
gez<}genen  koojugirt  ist,   sind  unter  einander  gleich   und   so  gross 
als  die  Seite  des  dem  grossen  Axenkrels  einbescbrlebenen  Zebnecks^ 

b.  Die  Tangente  dieses  Punkts  bildet  mit  den  (Verlängerun* 
gen  der)  beiden  Axen  der  Ellipse  ein  rechtwinkliges  Dreieck, 
dessen  Catheten  beziehungsweise  gleich  der  Seite  des  dem  gros- 
se ii  Axenkrels  ein  beschriebenen  Fünfecks  nnd  gleich  der  halben 
Seite  des  diesem  Kreise  nmbeschriebenen  Fünfecks  sind. 

c.  Dasjenige  Stück  der  Normale  dieses  Punkts,  welche* 
zwischen  demselben  und  dem  Durchschnitt  mit  der  grossen  Axe 
Hegt,,  ist  gleich  der  Seite  des  dem  kleinen  Axen kreis  (dessen 
Durchmesser  die  kleine  Axe  ist)  ein bescbri ebenen  Zehnecks. 

d.  Die  Normale  dieses  Pnnkts  bildet  mit  Aen  Axen  (oder 
ihren  Verlängerungen)  ein  rechtwinkliges  Dreieck,  desseo  Cathe- 
ten beziehungsweise  gleich  der  Seite  des  dem  grossen  Axenkreisi 
einbesehriehenen  Fnnrecks  und  gleich  der  halben  Seife  des  die- 
sem Kreis  umschriebenen  Fünfecks  sind.  Die  beiden  Segmente 
der  Hypotenuse  sind  gleich  den  Halbaxen  der  Ellipse* 

e-  Der  Mittelpunkt  des  diesem  Punkte  entsprechenden  Krum- 
mungskreises  Hegt  auf  dem  Umfange  der  Ellipse;  wir  nennen  ihn  £» 

34)  Der  Punkt  E  der  Ellipse  hat  ffilgende  EigenscbafteiK 

a»  Der  nach  Ihm  gezogcfie  Haliimesser  der  Ellipse  ist  gleil 
der  Seite  des  dem  grossen  Äxenkreis  einbesehriehenen  Zehneclc 

h.  Er  theilt  dasjenige  Stück  seiner  Tangente,  welches  z« 
sehen  den  Verlängerungen  der  Axen  enthalten  ist,  in  zwei  Theil 
woFon  der  Eine  gleich  der  Seite  des  dem  grossen  Axenkrels  erd 


lifisceUen. 
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lelriebenen  Quadrat«  ißt,  wShreod  der  Andere  gleich  di*r  Seife 
Ba  dem   kleinen  Axenkreise  eiobescIiriebeneD  Quadrats  ist. 

c.  Seine  Tangente  bildet  mit  den  verlängerten  Axen  der  Ellipse 
Dreieck,    de^^en    kleine    Catbete    j^leicb    der    Seite   des    dem 

Binen  Axenkreis  ein  beschriebenen  Zebnecks  ist. 

d.  Das  reclitH' in k liebe  Dreieck^  wekbes  die  T<ingenfe  dieses 
iinkts  mit  den  verlängerten  Axen  bildet,  ist  kongruent  dem  Drei- 

ßk^  welches  die  Normale  desselben  mit  den  Axen  bildet. 

35)  Die  Tangente  des  in  33)  genannten  Punkts  (dessen  ICrLini- 

nings kreis  gleichen  Inhalt  mit  der  Ellipse  bat)  schneide  die  Ver- 

Itigerung  der  kleinen  Axe    in   T  und    diejenigen   zwei   Tangenten 

er  Ellipse,   welche  dieselbe  in  den  Endpunkten  der  grossen  Axe 

»rQhren^    in  L  und  L\  so  ist   TL=^  TL*  ^  der  Seite  des  dem 

Ifossen    Axenkreis    ein  beschriebenen   Fünfecke.     Bei^chreibt  man 

9n   T  als  Mittelpunkt  mit  dieser  Linie  als  Halbmesser  einen  ICreis^ 

geht  derselbe   durch   die   beiden   Brennpunkte,    durch  £,    und 

ßlineidet  die  Verlängerung  der  kteinen  Axe  in  demselben  Punkte 

lU  der  Tangente  von  £. 


M  i  s  c  e  1  1  e  n. 


Der  eigentliche  Erfinder  des  sogenannten  Vfiller- 
^hen  Satzes.     IM.  n.  Archiv,  Tbl,  XXXL  Nr.  XX\  IL  S.  449, 

Durch  einen  verehrten  mathematischen  Collegen,  dessen  Wahr- 
ßit^liebe  ausser  allem  Zweifel  ist,  bin  ich  unter  dem  3L  März  1862 

Kenntniss  gesetzt  worden,  dass  der  im  Archiv*  Tbl.  XXXL 
It.  XXVII.  8,  449.  zuerst  publicirte  und  dann  auf  verschied pne 
rten  bewiesene  sogenannte  ViS Herrsche  Satz  von  Herrn  Bio- 
lus  in  Leipzii^  gefunden  worden  und  durch  eine  \*erkettung 
^sonderer  Umstände  zur  Kenntniss  des  nun  bereits  verstorbenen 
föller  gelangt  ist.  Wenn  dieser  Letztere  sich  auch  jetzt  nicht 
shr  verantworten  kann^  so  nehme  ich  doch  nicht  den  geringsten 

Th«U  XXXVI II,  24 
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Anstanr),  die  mir  gemachte  Miüheilitnf;  naeh  dem  bef^ininit  ^e; 

mich  ausi;esprf*chenei»  Wunsche  zu  veröffentlichen,  da  deren  Rich- 

[.tigkeit  durch    mehrere  in  jeder  BeÄiehiing  Hahrheitsliehende  und 

hiichijt   achtimre  Ma(heniatil£er    verbürgt   nerdt^n   kamt,     die  aueh 

füber   die    Art   und   Weiwe,     wie    Voller   zu    der    Keniitniss   dM 

[Satzes  j^elans2[t  i^t,   voll^itandip;  Aiiwkuiirt  zu  ^eben  hu  Stande  siml 

^^nd  mir  zu  liehen  die  Gute  gehabt  haben«     Namen  zti  fieiineri  \&i 

^0  lange  unnothl^,  aU  nicht  sonstige  Reclamaticfnen  eingeben«  an 

«o  mehr,   weil  MSbius  hei  seiner  grossen,   allgemein  bekannten 

Bescheidenheit,  —  der  jedesmaligen  Begleiterin   gros^ieii  wii*^en- 

schaltlichen  Verdienstes,  —  es  verschnräht  hat,  «»elJia^t  einen  Schritt 

zu  thuii,    um  £»ich   den  lie^sitz   des   8atze!$>   der  also   von  Jetzt  Alt 

nicht  mehr  der  V  Till  er' sehe,    sondern  der   Mlibtus'sche  Sat£ 

^eti^sen  ulrd,  zu  sichern.     Mir  bat  es  he±!iondere  Freude  gemacht, 

Vorstehendes  im  Intere^^^e  eines  der  verdientesten  deutschen  Matlit^ 

fmatiker  hier  ver«»ffentUchen  zu  künnen. 

Greifi^wald  den  2.  Mai  1862.  Orotiert. 


V  im    dem    H  e  r  a  u  s  g  e  h  e  r. 

Ich  habe  früher  mehrmals,  auch  in  diesem  Archive,  darauf 
hingewiesen,  dass  die  liezeitbnung  sin^g?  staft  sinqp^  ii.  s,  w.  eine 
ganz  verfehlte,  ja  selbst  schädliche  ^v\y  und  den  Wunsch  auA* 
gesprochen^  dass  man  äich  derselben  ganz  enthaUeo  niuge-  Es 
scheint  nicht,  dass  meine  Worte  Bcachtuirg  gefunden  haben. 
Deshalb  freu't  es  mich  um  so  mehr,  dass  Gauss  in  einem  ßrteffi 
an  Schumacher"^)  den  meinigen  ganz  ähnliche  Ansichten  aus* 
spricht;  und  da  vielleicht  die  Wtirte  dieses  grossen  Mathemati- 
kers mehr  fruchten  als  die  meinigen,  so  theile  ich  dieselben  nach- 
stehend mit.  Unter  dem  ti!3.  September  1839  schreibt  Gausi 
an  Schumacher ; 

,,  Aehnlfches    gilt   von    der  Schreibart  siuV-     ^ch  finde 
Schreibart  aller   Analogie  zuwider ,   da  <lie  Analogie  sonst  ein  < 
die  Spitze  gesetztes  ^  als  eine  Abkürzung   für   doppeltes  Sehn 
ben  des  nächst  vorhergehenden  erfordert**),  alsa  *jin*qp  =  sin(siiif)lj 
Die  Schreihart  sin^gj  wird  allerdings  von  angesehenen  Namen  g< 


Ml'"  I 


*j  M.  a.  den  kürKÜt-h  erschienenen  dritten  Hanil  dea  Rrtefw^cl 
sei«  zw  i  Hellen  C.  F.  (ran  ms  im  d  H.  Ü.  S  ch  iiitiacb«r.  lleriti 
gegeben  voij  €.  A.  F.  Feterd.     Altona  1Ö61.     S.  2*>2, 

*♦)  Ic:h  lelbüL  hAn'  fniher  srho«  oft  genug  nn  äAy^=^A'^^^  S3|pr=8*l 
lt.  s»  w«  erinnert.  6, 
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ranchf,  wie  Laplace  und  Foisson  *),  und  t^st  au  sich  gut  ge- 
beiiit,  iiemlich  einer  falscbevt  Interpretation  vorzubeugen ,  damil 
lan  das,  wa**  (sin^p)*  **ein  soll,  nicht  aU  ein  sh»(gD)^  verstehe, 
^«nri  man  eing?^  »»chleehtbin  scbrciht*  Aberuntt^r  1000  FäUeii  kommt 
le  letztere  Bedeutung  nicbt  Einmal  vor^  es  kann  £?eu  iss  ein  Mi.«!s- 
»r8tan(fni«ts  nie  eintreten,  und  wo  ein  aolcbeß  denkbar  wäre,  ist 
weit  besser,  durch  eine  Parenthese  (wie  oben)  vorzubeugen, 
eine  durchaus  »nalngije^ch  unrichtige  Schreibart  anzu- 
l^enden.  leb  erinnere  mich,  da^s  Herscbel  sieb  auch  einmal 
ichdrücklich  gejjiMi  die  Scbreilmrt  8in^9  erklärt  hat.  Bessel, 
r,  wie  mir  scheint,  auf  correctes  Formel nöchreil}en  etwas  hlilt, 
ühreibt  meines  Wissens  nie  so.'* 

Möchten  doch  diese  Worte  des  grossten  deutschen  Mathe» 
latikers  dazu  dienen,  dassdie,  vrelcheauf  diesen  letzteren  Namen 
neh  Anspruch  2n  machen  Recht  zu  haben  glanhen^  sich  die  in 
iede  stehende  ganz  un nütze  und  überflüssige,  ja,  wie  ich  früher 
leütlieh  dargelegt  zu  haben  glaub e^  selbst  *!cbüd liehe  Nachäfferei 
er  Franzosen,  —  bei  aUer  Achtung  vor  denselben  als  Meister  in 
nserer  Wissenschaft,  —  endürh  abgewöhnten.  Die  Sache  ist 
ar  nicht  so  unwichtig,  wie  sie  auf  den  ersten  Anblick  zu  sein 
cheint,  und,  was  den  Unterricht  auf  der  Schnie  betrifft,  so  wäre 
ehr  zu  wünschen,  dass  he*ionders  hier  auf  irgend  eine  Weise 
üebereinsfiramnng  berlieigeführt  und  die  Schreibart  sin^ 
anz  abgeschafft   würde. 


Beweis  i\e.i^  berühmt eii  Ausdrucks  von  Wallf»  für  w, 

l  I»  11  dem  H  €  r  a  11 8  g  P  b  e  r. 

Als  ein  Beispiel  fOr  die  Anwendung  der  bestimmten  Integrale 
lag  sich  der  folgende  Beweis  des  von  W^allis  gegebenen  Aus- 
Irucks  ffir  n  empfehlen. 

Nehmen  wir  den  Bogen  x  zwischen  0  und  ^tt,  so  ist 


sinx=  Vi  —  cos»r^, 


nd  folglich 


/       sin;rd^  ^^  /       ^^  ^^  " 


008  :»* 


Itin  ist  aber : 


^j  In  Fraak reich  atl gemein. 
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n 

j  sinjrdors: — coso;«   also      /       8!nd;9a?=l* 

o 
Ferner  ist  nach  dem  Binomischen  Lehrsätze^  dessen  Anwendsng 
hier  verstattet  ist*),  \yenn  wir  die  Binomial - Coefficienten  aarW- 
kannte  Weise  bezeichnen: 

V^l— cosa?*=l  — (i)i  co8ar«+  (i)BC08a;*— (Dg  cos  a?« +...., 
also  nach  einem  bekannten  Satze  der  Integralrechnung: 

^  i 

I       Sä:  V^l— cosor« 

0 
n  n  n  n 

Sx-ii)i    I      cosjr«8a:+(i)B   /     cosa^dx-^d)^  J     eosn^ 

0  0  0  o 

+  .... 

Nach  einer  bekannten  Reductionsforroel  ist  aber : 

/^  .        sin a: cos  a:«»-!   .  2»— 1    P  ^  .^ 

cosx^^da:  = ^ +     ^^      1   cosa:*"-«8x, 

und  folglich : 

n  n 

cos  x^dx  =    ^^       /       cos  a;^"-«8;r , 

O  0 

also  durch  successive  Anwendung  dieser  Formel : 

71  71 

/^  2n  — 1   /^^ 

cosj:^"8:i:     =  ~9 — /       cos  a;*"—*  8a:, 

0  0 

TT  71 

/a  2w— 3    /^^ 

cosa-^-^8a:  =  2^^3^    /      cosx^-^dx, 

0  o 

TT  ;r 

/*                 ^       2w— 5   /*« 
cos  o:**-*  8a: =2 1  /      <^08a:^"-*8a:. 


0 

u.  s.  w. 


*"  /•■  /*  A 

cos  a;*  8a:  =  I  /       cos  a:*8a: ,  /       cos  a:*8a:  =  i  /      8r, 

Co  0  0 

>")  M.  8.  Archiv.  Thl.  VIII.  S.  304.  B.  I.  and  B.  IL  2. 


Hell,    wenn    man   auf  beiden   Seiten   multipilcirt  und  aufbebt« 


^  sich  aufbeben  lässt,    vTeil 

r 

Ghrt  man  nun  dies  in  d^ii  obigen  Ausdruck  VOD 


r 


C03  a:^^Bx^ 


1,3.5,7.*..(2m  — 1)    % 


2.4.6.8...2JI 


2* 


I 


Hj  go  ergiebt  sieb: 


I 


m 


_Ä  ,      i     ,u    1-3  1.3.5  1,3.5,7 

un  tat  aber: 


\ 


{i),.4=l-4.i  =  0' 


Zn    .+m    1-3      1.3        1     1.3  _  1.3  1         1.3.3.5 

U>i»+UJa-2  4  —  2.2      2.4  2.4  —  2.2**     4.4' "2.2.4.4' 

J—Wi..  +  (i)«-2.4-Wa-a.4. 6  -  2.2.4.4      2.4. 6"2. 4.6 


1.3.3.5 


(i-A)  = 


1.3.3.5.Ö.7 


I-(«}i.i  +  U)a.2.4  — Ws-2.4.6  +  W*-2.4.6.8 

1.3.3.S.5.7       1.3. S     1.3.5.7 

-  2  2.4.4.6.6     2.4.6.8"  2.4.6,8 

_ 1.3.3.5.5.7  1    _  1.3.3.5.5.7.7.9  , 

—  2. 2.4.4.6. 6**~8.8^~  2.2.4.4. 6.6.8.8' 

0  nnn  schon  erhellet,  wie  man  auf  diese  Art  weiter  gehen  kann, 
e  Art  der  Anwendang  der  bekannteD  ßernoulli'scheD  Schltiss- 
eise  auch  für  sich  klar  ist. 
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tfneeiien. 


Setzen  wir  ntta 

S_,       ,.^     ...,,     hin)     hll^  +  py     Ll-ßA^ 
und 

Sk = i-(4),  .4 + (4)2-o— - + (-  i)'-  (>J*-^xi^2i' 

so  ist  nach  dem  Vorb  ergebe  öden: 


Äi  —  2.2* 


S.^ 


1.3.3.Ö 


2-2/i.4.4' 
1,3.3,5,5,7 
^^  i>. 2-4.4,0.6' 
__1.3.3>5.5.7.7,9 

^*"2, 2. 4. 4. 0.6, 8.8* 
u.  s.  vv. 


1,3.3,5.6.7..,.  (2;^— 1}  ^Ä— J)jt2Ä+|) 
2.2.4,4.6.6-.,42Äl-^^2),2it.2>       ' 

1,3.3,5.5.7..,,  (2J&—lK2Jfc-l)(2A^-l> 
5-^ Lim       2  2.4.4,6.6....{2Ä— 2),2Jt.2Ä 

fiir  ein  iü8  unendliche  wacbseiide^  k^  \  , 

Oaber  ist  oach  dem  Obigen  : 


also: 

und  folglicb ; 


/ 


tixy  l     üoBx  _,^i^ini        2,2.4.4.e.6_(2Ä— 2).2Jt,2Äi 
und  folglkb^  weil 

/       sin  xdx  ^  I      9a?  V^l  —  cqb  x^ 
and  das  erste  dieaer  beiden  Integrale  die  Einbeit  iet: 


also 


/— 2  ""'"^       2.2.4.4.6.6..,. (2A-3),2Ä.at 


Misceilen* 
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n  —  Lillli 


2.2.4,4,6.6.*,.(2Jt-^2)/2Z-.2A 


3.6.5.7.,., (2it-l)  (2Ä' -  i)  (2i&+l)' 
jnmer  unter  der  Voraussetzung,   das«  k  iri's  Unendliche  w^ächsrt. 

ti  Setzt  niao: 
_         2.^2.4.4,6,6.».  (2^-2) /2il-/24: 
■—  l,3.a,5.5V7...,(2>t— 1){2^— 1)C2Ä+I)' 


,  ist: 


Her: 


.f..t 


2,2.4.4,6,0  ..2/^. (2^-1- -2) (2^42)     ^ 

r>^+2)  (öA^42>^K2Ä + i)+i  it(2Ä+3j^^ifir 

iblgikh : 

(2Ä'  +  2)(2Ä'  +  2)  =  (2ä  +  J)(2^  +  3)  +  1, 

P  (2ft  +  2)  (2ä  +  2)  >&k\^)  ßk  +  3), 

daher  immer 

^0  "dase  alsOj  wefiri  ^  Iji*b  Uiieniilicbe  buchst,  «ich  immer  i*k  im 
Wachsen  der  G  ranze  17  nähert. 
Weil 


(2Ä+l)(2A+3) 


bt,  8C>  ist: 

V  ^*+i-^*=  (2^+  J)(fr+3j* 

und  der  ünterschted  jP*4i  —  P*  nimmt  also  sehr  schnell  ah,  weil 

Pjt  niemals  grDsser  ab  ^    i^^* 

^(Ein  underer  Bevveia   nächslenfi.) 
"        Anfrage  und  Auffordermig. 
Von  llerru  Protea^or  Dr.  WinsCein   in   HannaTer. 
Die  Erfindung  des  Stereoskops   hietet  für  den  Unteiricht  io 
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Miseeflen. 


der  Stereometrie  und    d^scriptiveD  Geoinetne  ein  so    schätzbar 
HulfsmitteU    dass   dassellie  heutlfjes  Tages   nirgends    mehr  fehlen 
Bollte*     Nicht   nur  ersetzt  es  in  vielen   Fällen  eine  ModeJIsamm* 
Jung,    sondern    für  gewisse  Fälle,    Insbesondere  für  Linear- Coo 
stru€tionen,  leistet  es  noch  ein  Erhebliches  mehr    Ich  selbi^t  ha 
mir    eine    kleine   Gnippe   stereoskopischer  Zeichnungen    für   di 
genannten  Zweck   tbeils    selbst    angefertigt,    theils    tinter   mein 
Leitung  anfertigen  lassen    und    davon   die    besten  Erfolge  gehabt' 
Da  aber   die    Herstellung  solcher   Zeichnungen    sehr   zeitraube^ 
ist»  so  erlaube  ich  mir  hierdurch  die  Anfrage; 

Ob   vielleicht  schon  irgendwo  Sanimlutigen  stereoskof 
scher  Zeichnungen  für  Stereometrie  und  descriptive  Ge»^ 
metrie  käuflich  zu  haben  sind  ? 

Ich  zweifele    nicht    daran,    dass    der   Herr   Oerauegeber  df 
Archivs  jeder  Mittheilung  hierüber ,  bei  dem  allgemeinen  Interesse,' 
welches   die  Sache  ohne  Zweifel  hat,    gern  einen  Raam  vergfl 
nen  wird  *)* 

Sollten  solche  käufliche  8animluTig«n  noch  nicht  existireiti 
wie  ich  fast  befürchte,  so  mticbte  ich  die  Aufforderung  au  alle 
Diejenigen,  welche  dazu  geneigt  sind,  hinzufügen«  eine  solche  ' 
Sammlung  der  Oeffentlichkeit  nicht  vorscuenthalten.  Sie  werdea 
sich  dadurch  gewiss  von  vielen  Seiten  Dank  erwerben.  Die 
Zeichnungen  müssen  natürlich  streng  nach  den  Regeln  der  Per« 
spectivo  entworfen  werden.  Nach  meinen  Erfahrungen  nehme  ich 
die  Distanz  der  beiden  Augenpunkte  xu  60  Millimeter,  so  dass 
jedes  der  beiden  Bilder  dtirch  ein  Quadrat  von  gleichfalls  60  Mro» 
Seite  eingerahmt  wird.  Der  Abstand  des  Auges  vom  Tahleau 
kann  gleichfalls  zu  60  Mm.  angenommen  werden.  IJie  parallactiscbe 
Verschiebnng  der  beiden  Bilder  muss  mindestens  5  Mm.  betrageOi 
so  dass  die  gleichlautenden  Punkte  der  beiden  Grundrisse  mi 
Aufrisse  höchstens  55  Mm.  von  einander  entfernt  sind.  Do 
will  ich  durch  diese  Andeutungen  anderweitigen,  vielleicht  besse- 
ren Erfahrungen  nicht  vorgreifen. 


*y  Verstehl  aich  von  selbst. 


G. 
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3ber  die  zwischen  den  Seiten  ood  Diagonalen  eines 
jeden  Vierecks  Statt  findende  Relation. 

Vr»n 

♦lern   Herausgeber. 


In  dem  vieles  Sch5rie  enlhaltcndeti  Cambridsje  and  Duiilin 
tthematical  Journal  f$fiess  ieh  neujitfi  in  einer  älteren  Nuni^ 
Üt  (No,  XVI.  May  1848.  p.  liiO.)  zuOiBis^  jiaf  eine  f^anz  korze 
|^eiläu%e  Wotiz  iiber  eine  von  Herrn  Sahnonherrühren^le  Ab- 
leitung der  zwischen  den  Selten  und  Diagonalen  eine«  jeden  Vier- 
iscks  Statt  findender»  Relation,  ohne  alle  weitere  Angabe  des  Orte, 
wo  dieselbe  sich  findet  Dadurch  i^-yrde  ich  zu  den  folgenden 
ftetracbtungen  und  Reehnnngen  veranlasst,  weJche  ich  hier  mit- 
Iheiie,  weil  ich  den  Gej^en^tand  für  hemurkenswertii  und  —  wenn 
loch  allerdins^s  schon  bekannt  —  doch  weitere  Bekanntwerdung 
im  Interesse  des  Unterrichts  verdienend  halte,  vroljei  es  sich  von 
selbst  versteht^  dass  da^^  Verdienst  der  Erfindung  ganz  Herrn 
Salmon  gebührt. 

In  etwas  allgemeinerer  Auffassung  als  die  blosse  Betrachtung 
iioes  Vierecks  zulässt,  wollen  wir  uns  ein  beliebiges  Dreieck 
rl^C  denken,  und  die  Seiten  BC,  CA,  AB  desselben  wie  ge- 
^ähnlich  respective  durch  «,  6,  c  bezeichnen.  Tritt  nun  zu  den 
Ifei  Punkten  A,  B,  C  ein  he  liehiger  vierter  Punkt  D  hinzu,  so 
ptlen  dessen  Entfernun*jen  DA^  DB,  DC  von  den  Punkten  A^ 
pi  C  respective  durch  «,  ß,  y  bezeichnet  werden.  Wird  die 
pgur  ABCD  als  ein  Viereck  aufgefasst,  so  sind  a,  c,  «,  y  die 
feilen  und  b,  ß  die  Diagonalen.  Die  Winkel  ADB ,  BBC, 
^Ba  in  den  eben  so  bezeichneten  Dreiecken  sollen  respective 
i'rch  Xi  y^  z  bezeichnet  werden. 

I  heil  xxxviii.  m 


mi 


Grunert:    Relation  i^wt sehen  den  Seilen 


Nach  einem  allgentein  bekannten  Satze  findet  zwischen 
bdiehigen  Winkeln  oder  Bogen  .t,  -tf,  z  immer  die  Gleichuo^ 

I  —  cos  a;'^  —  cos  ff^  —  cos  2^  +  2  cos  o:  cos  ^  cos  t 

—  48ini{^  +  tf  +  z)s\nU—^  +  y  +  -)öi"  J  (a;  — y  +  t)eini(;r  + 

Statt;   im   vorliegenden   Falle  ist  aber    offenbar    immer   ein« 

Gleichungen 

erfüllt,  ali»o  nach  der  vorstehenden  allgemeinen  Kelation: 

1— cos:r*  — co8^* — cos 2^ -|- 2  cos  or  cos  3/ cos  i  ^  0* 

Weil  nun   nach  einer   bekannten   GrürKiformel    der  ebenen  1 
nometrie 


ftg  +  jgg 


cos  2 := 


y*  +  «^ 


istj  so   erhält  man  aus  dem  Vorhergehenden   unmittelbar  Ah 

gende  Relation: 


1 


4(SV 


4y*a* 


+  4ß^j3V 


=  0 


oder : 


welche  sich  auf  verschiedene  Arten  umgestalten  läset 

Mittelst  leichter  Rechnnn£^   leitet  man   aus  dieser  G\m 
die  folgende  ab: 

4a^ßY  —  (ß^  -(-  y«)«ö3  4-  2(ßä  +  y»)a%*—  a^a* 
^  (y*  +  a^)'^ß^  f  2(y^  +  a^)|?*6*  —  ßH* 
-  (u^  +  ß^)Y  +  ^^(«^  +  iS^)y^€-*  —  y^c* 

— (y^+ö^JC-^^  +  P)«* 
^(aHi8^)(iJ^+y^)6^ 
-(/3My^)(y^  +  «*)c2 


=  0J 


und  Diasanalen  eines  Jeden  Vierecks. 
Vun  ist  aber^  vvie  man  leiclit  libersiebt: 


iid 


liso: 


Act^ß^y^  —  (ß^  +  f}'^a^  —  if  +  ß2)2|ga  _  (ßS  ^.  j5«)ay2  ^ 


-=0. 


y%4 
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?*erDeT  isf,  wie  man  eben  so  leicbt  sogleicb  lindet: 

SlndUch  ist  oflfeiibar: 

=     tt%^(-^tt2  +  6*  +  c*) 

;o  hat  man  die  folgende  Relation: 

—  ß^)(7^—  ^^)^'^  +  (ß^—y^Ht^^—ß'W  +  (y^— ct^Kß'^  -  y^]c^  ) 

— «»6%*  ) 

Läsf^t  tnan  den  Punkt  D  mit  dem  Punkte  C  zusammenfallen^ 

•«>  i«t  a^^6,   P  =  €/,   7  =  0;   und  die   vorst€?hende  Gleicbung  re- 
|ckt  sieb  auf  die  Identität  0^0,  wie  rnan  leicht  findet. 

Ist    D   der  Mittelpunkt  des   um   das  Dreieck  ABC  bescbrie* 
inen  Kreisej*:,  so  ist,  wenn  wir  den  Halbmesiser  diei^es  Kreises 
[Urch  r  bezeichnen,  im  Obigen  a^^  ß^:y  ^=^r  zu  setzen,  wodurch 

^^n  die  GEeicbung 

(2a=62  +  26«c'>  +  ic^a»  —  a«  -  &*—  c*)r«  -*  aH^c^  =  0 , 

25» 


376 
also 


Grunert:    Helatimi  zwischen  den  Seiten 


rs= 


übe 


oder  nach  eiuer  bekannteo  Zerlegung : 

oÄc 

'  '^  V  (o  +  Ä  +  c)(-  fl  +  6  +  c)ia^b  +  c)  (fl  +  6— c)  * 

wie  anderweitig  genugsani  bekannt  kt»  erhält. 

Wenn  AB  CD  ein  PaTalle  log  ramm  ist,  so  ist: 

i?C=ö,     C^  =  f/,    AB=zc; 

DA^u  =  a,     i}B=^ß,    DC=y  =  c\ 

und  aui«  der   obigen    allgemeinen    Gleicfmng   ergiebt   sieb  also 
diesem  Falle  die  Gleiehuag: 


i 


+  C^(-*  «3  +  b^  +  f^)  +  i326*(ct2  —  fiS  _|.  yl)  +  y4(«Ä  ^  ^a  —  y«)  [  =  Bj 

— «^y 

'Der  von  6  unabhängige  Theil  in  dieser  Gleichung  ist: 
Der  von  A  abhängige  Theil  ist^  wie  man  leicht  findet: 

j  (y«  _-  «4)2  _  p[^2  _ 2(y!a  _|_  4^2)]  j  ^2  _  ^^4 

Also  ist  die  Summe  beider  Theile: 

+  t  (y«  -  «*)2— (32[j52-2(y*  +  «2)]  j  j^2_  132^4 

:=.  |(ya_«2)2_^2/«,aj||32  4.  ^,2_2(ya4.«2)  j^ 

und  folglich: 

welche  Gleichung  man  auch  unter  der  Form 
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le?  unter  der  Form 

{ (aa_c2)«— ^ap  j  j  i^^^ßi^  2(fl«  +  c^} )  =  0 

abreiben  kann. 

Bezeichnen  wir  den  von  den  beiden  Oiag analen  des  Parai- 
logramms  eingeschlossenen  Winkel,  welcher  der  Seite  a  gegen- 
>er  liegt,  durch  (p;  so  ist  nach  einer  bekannten  trigonometrischen 
orniel : 


\ 


so: 


^^^*P= W~'     -^<^^9  = ^ß-~' 


ier 

^äre  nun 
so: 


2(iia  +  ca)  =  Äa  +  ß2. 


wäre  durch  Addition  und  Snhtraetion ; 


4a*  =  (6  +  13)2,     i€^:=z{b^ßf 


Ier 


t 


d  es  würde  folglich  oflfenbar  immer  eine  der  beiden  öleicbungen 

^  a  =  ih  +  iß.    e  =  ib-\-lß 

att  finden,  welches  dem   Satze  wiederspricht,   dass  die  Summe 
'eier  Seiten  eines  Dreiecks  immer  grosser  als  die  dritte  Seite 
Also  kann   nicht 

{a^—c^)^—ft^ß'^     oder     {a^  -  c^)^  ~  Ö^ß^  =^  0 

in,  und  aus  der  Gleichung 

I'  t(a^-^c2)-Ä2p||62  +  |3*-2(««  +  e»)|=^0 

gt  also; 

^      öa  +  j3!ß«2(a^  +  c2}  =  0    oder    />*  + /^^  =;  2(ö«  +  c«) , 

rin  der  bekannte  Satz  ausgesprochen  ist,  dass  die  Summe  der 
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Quadrate  der  vier  Seiten  eines   ParaHelogramm«;   der    Sumtiie 
Quadrate  «einer  beiden  Diagonalen  gleich  ist. 

Natiirlicl)   niussen  sich   auch  die   hekanriten  Relationen   zvi 

scheu  den  Seiten  und  Uiat^onaleii  eines  in  den  Kreis  beschr 
benen  Vierecks  aus  der  obigen  allgenieiueo  Gleichung  ableid 
lassen»  was  ich  jedoch  der  Kürze  wegen  jetzt  nicht  weiter  unter* 
suchen,  sondern  dem  Leser  zu  ermitteln  überlassen  will.  Indess 
will  ich  beiläufig  bemerken,  dass  diese  Relationen  mittelst  iler 
Formeln  der  ebenen  Trigoiionietrie  ungemein  leicht  auf  folgeiide 
Art  erhalten  werden  können.  Wenn  nämlich  das  Viereck  ABCß 
in  einen  Kreis  beschrieben  ist»  so  Ist 

also^  wenn  wir   die  Winkel  des  Vierecks   der  Kürze  wegen  blos« 
durch  dessen  Ecken,  an  denen  sie  liegen,  bezeichnen: 

VMS  B -i- £osD^^iiy     cos^-f  CO8C=:0; 

folglich   nach   einer   bekannten  Grundformel    der  ebenen  Trigoiir»* 
metrie: 


oder : 


und  hieraus: 


ay(a^  +  c^  -  b^)  +  aüCc^ + y»— Ä^)  =  0 , 
ay(ß2  +  c^  -^  j3*}  +  ffc(a«  +  y^—ß'^)  =  Of 


ith 


(act  +  cy){ay  +  ca)  =  b^ac  +  ay), 
(au  +  cy){ac  +  ay)  =  ß^(ay  +  ca) ; 

woraus    durch    Multiplication    und    Division,    wenn    man    auflieH 
was  sich  aufheben  lässt,  die  beiden  Gleichungen: 


(aß +  cy)2,=  6^/32., 


öy  +  ca  _  6^(ac  +  ay) 
a€  +  ay~  ß^ay  +  ca) 


oder 


also  die  beiden  bekannten  Gleichungen: 
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aa  +  cy  =  bß  > 


ac  +  «y      p 


erbatten  werden,  eine  Darstellung,  die  sich,  wie  es  mir  gcheint, 
ilurch  ihre  Lelclifigkeit  empfiehlt,  und  berm  unterrichte  zw^eck- 
tnäs^ig  als  öeliungs* Aufgabe  benutzt  werden  kann. 


xxxnr. 

Sber   Genauigkeit  der  Functioneti    bedingter   Beab- 
achtungen. 

(FiJnrter  Nachtrag  zur  Ausgleiühungsrechnung)*). 

Von 

Herrn  Geheimen  Hofrath  Professor  Br..  Gerling 
in  Marburg 


Je  weiter  die  Hoffnung  zurücktritt^  dass  ich  selbst  noch  eine 

^«ite  verbesserte   Auflage  meines    Btiches  über   Ausgleichungs* 

tkehnung  zu  besorgen  haben  würde,  uiii  so  lebhafter  tritt  mir  die 

filicbt   entgegen«   die   Verbessertingen,    deren   das    Buch  bedarf, 

br  Benutzung  für  meine  Nachfolger  zu  sammeln,  und  die  wesent- 

tjten  derselben  in  Nachträgen  zu  veröffentlichen. 
: 


Der  letzte  dieser  Nachträge   berichtigte   nur   einen  Vortrags- 


[,♦)  l>to  fi'übtjreit  NuchtrAgc  findciii    siiih    iii    diejicm  Archiv    ThcH  \  L 
U   und  S,375,    an   wie   Thcil  XXV.  S.219.     Aiu^h  gehört  hierher  t'i- 
^eriiiaa»8en    eine    inetir   iHikmisiVh»    Mittlieilting    in    S  r:h  I  rim  i  Itvh  tind 
^ItKflcheU  Zeit«€hntt  111.  S.  ;V27. 
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fehler,   über  welchen  ich,  wie  es  zu  geschehen  pflegt,  wenn  roa 
über   seine  eignen    Bücher  liest,  Jahre  lans^  wegdocirt  hatte,  el 
mir   die   Misjs Verständnis jse,   xu    «elthen    die    Worte    des  Buches^ 
einen  Leser  lithren  konnten,  vf>llstänclig  klar  wurden. 

b^in  ähnlicher  Fall  findet  «ich  nuti  im  §.  74.^  wo  bei  einem 
Leser  allerdings  leicht  das  Missverständniss  entssfehen  kaTm^ 
dessen  Äiideutuiig  ich  dem  Herrn  Prtfjfessar  Baut  in  Stuttgart 
verdanke,  als  sei  S,^2T!.  noch  von  den  nach  §.59,  berechneteii 
p  der  wirklichen  Beohatditnngcn  die  Rede,  .statt  da-ss  hier  die 
V  der  fingirten  Beobachtongen  gemeint  sind,  welch©  zu  de 
mittleren  Fehlern  gehören. 

Nachdem  ich  nun  während  meiner  letzten  Vorlesung  auch 
noch  aufmerksam  darauf  geworden  bin,  daf^^s  ^ich  durcli  eine  Um* 
Stellung  der  Sätae  aul"  S. '227.  und  S.  228.  der  Vertrag  hedeuteini , 
übersichtlicher  machen  lasst.,  glaube  ich  folgende  verbesserte 
daction  der  betreffenden  Stelle  geben   zu  müjj^seiL 

Zuerst    ist  S.  225.   Z.  15  v,  o,    zwkdien    die     beiden    Sätze: 

,,,... zu   einem  Minimum    machen'*  und:  j>üm   also  von  dem  mitt- 
leren....''^ ein  neuer  Satz  einzuschalen,  welcher  lautet: 

Wir  müssen  uns  hierbei  aber  auch  noch  erinnern,  da 
wir,  um  zu  dem  Begriff  der  mittleren  Fehler  zu  gelange 
nach  §-  15-,  l(i,  45.  und  6L  eine  zweite  Reihe  von  gleic 
vielen  Beobachtungen  fingiren  mussten,  welche  mit  den  wir 
lieh  beobachteten  o  gleiche  Genauigkeit  hätteu  und  eb 
um  die  mittleren  Fehler  von  der  Wahrheit  abwiche! 
Diese  finglrten  Beobachtungen  müssten  dann  auch  nea^ 
w,  ky  r  und  \^ü\  gehen,  welche  durch  dieselben  ßedingu 
gen  und  Gleichungen  unter  sich  und  mit  ihren  Beobacbtaa 
gen  verbunden  wären,  durch  welche  die  bisher  betrachtete 
und  endlich  in  Zahlen  dargestelUen  «t>,  k,  c  und  \tt]  wT 
den  wirklich  angestellten  Beobachtungen  verbunden  sind. 

Sodann    bleibt  der   Text  des    Buchs    unverändert    bis  lu  dwj 
dritten   Zeile   von   unten    auf  S.  22t>,     Von    hier    an  aber  gebt 
nach  den  Gleichungen  Nr.  50,  folgendermaassen  (ort: 

Offentiar   sind   dieser   Gleichungen    eben   so    viel  als 
In  ihnen  ist  aber  Cur  alle  diejenigen  O,  xvelche  in  (It))  un 
(17)  nicht  vorkommen,  /^.O  zu  setzen. 

Nun    kommt   es  also  ntrr  noch  darauf  an,  die  r  gehJIri 
zu  bestimmen. 

Dazu    wissen     wir  aher^   dass    auch     Inr   das    jet»t 


äedtnfffer  Beiibachiungen. 
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betrachtende  System  fingirter  BeobaehtungeD,  welches  die 
mittleren  Fehler  und  seine  nejieii  2ü,  k,  v  ond  [rt]  mit  sich 
bringt,  nur  solche  dO  sEulassI«;  .**!iid,  welche  ^pecialisirt  und 
und  aldo  den  —  c  der  finj^irten  Beobachtungen  gleich  ge* 
setzt,  das  \iw\  för  alle  xu  einen»  Minimum  machen.  Wir 
haben  also  in  (21)  wieder  zu  differentiiren,  indem  wir  dw  als 
constant  betrachten j  und  erhalten  so,  wem*  wir  die  Diffe- 
rential-Gleichung auch  gleich  specialisiren,  indem  wir 
—  ddOi=do  setzen  I 

(22)        0  =  Xidri  +  iadea  +  L.^^v^  +  L^iU^  ^ . . . . 

Veri^leicheu  wir  diesen  Änsdruck  mit  uuserer  im  §.  59.  er- 
tullten,  und  auch  bei  den  lingirteu  Beobachtungen  als  ertullt 
zu  denkend eUj  C^LeichurFg 

(14)         0  =  Lid  Pi  +  r^düg  +  i^d üg  +  Ü4d  174  + . . , . , 

j^o  bemerken  wir  die  wichtige  Eigenschaft  der  X»  dass  sie 
den  V  der  iingirten  Beobachtungen  proportional  werden 
müssen.     Setzen  wir  also 


ii  =5,171  \     A*j  =  5 .  r^  ^     A'a 


$.v^  u.  s.  w. 


und  sul>stituiren  für  diei>e  v  ihre  Werthe  aus  den  auch  jetzt 
als  erfüllt  gedachten  f^leicbungen  ]N'r.  44,,  so  erhalten  wir 
zunächst 

L|  —s.(fliAi+AjÄa  +  c,A-3 +  ....), 

L^  =  s. (a^ki  +  ^3/2  f  CaÄ'a  +  ...). 

Multi|diciren  wir  sodann  \n  diesen  (»leichungen  der  Reihe 
nach  jedes    L   erst   mit  dem    tn   ihm    vorkommenden  n  und 

addiren,  so  erhalten  wir 

[aL]  ^  s{[aa]l'^  +  [aö]k^  |  [nc]k^  -f  . . . .) 
und  eben  so  nach  MultipMcatlon  mit  den  ft,  c  u.  s.  \\\ 

[tL]  =  s .  ([a6]k,  +  [M]  A'^  +  [bc\k^  + ) , 

[cL]  =  s .  ( [acjA'i  +  [bv]l;^  +  [cc]  A-3  +  ....), 

d.  fi.  weil   die  w   auch   für  die  fingirten    Beobachtungen  als 

durch  die  Ausgleichung  verschwunden  gedacht  werden  müs- 
sen,  vermöge  Nr,  45. 
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(23)      0  =  [aL] ,    Ü  ^  [hL] ,    0  =  [cL] ,  u.  s.  h . 

Zu  denselben  Gleichungen  iFäreri  wir  aber  auch  gelangt, 
wenn  wir  aus  den  Gleichungen  Nr.  50.  auf  flie  oft  angeführte 
Weise  für  [LL]  ein  Miniuium  gesucht  hätten,  indeiu  wir, 
ohne  vreiter  an  die  tingirt^n  Beobachtungen  und  deren  Zu- 
behör zu  denken,  die  r  festgestellt  hätten  mittelst  der  Glei- 
chungen 


C^')=«^ 


C-^.^)=">  (^')=« "■■•"■ 


Diese  Eigenschaft  unserer  L,  vermöge  deren  die  Fest- 
Stellung   der  r  so   zu   geschehen  hat^   dass   [f'i^j^M  ein 

Minimum  wird^  enthält  nun  einen  wichtigen  Lehrsatz,  wel- 
chen wifj  ehe  wir  weiter  gehen ,  hier  doch  erst  deutlich 
aussprechen  wollen.     £s  ist  kein  anderer  als: 

Die  Ausgleichung  der  bedingten  Beobachtungen  bewirkt^ 
dass  auch  die  Genauigkeit  aller  mit  ihrer  Hülfe  zu  be- 
rechnenden Grössen  so  gross  als  möglich  wird. 

Substituiren  wir  nun  zuletzt  also  in  (23)  die  Werthe  der  L 
aus  Nr.  50.,  so  erhalten  wir  endlich  zur  numerischen  Bestim- 
mt] ng  der  T  die  Gleichungen  : 

Von   hier  an  gebt  es  nun  mit  Nr.  5L  fort  wie  im  Buche  S.  228. 

Vorstehende  verbesserte  Redactinn  des  §-74.  erfordert  nun 
consequenter  Weise  auch  im  folgenden  §,  77,  einige  Zusätze  und 
Abänderungen,  welche  von  S.  238-  hinter  den  Gleichungen  (22) 
anfangend,  folgendermaassen  anzubringen  sind: 

Diese  erhalten   wir    hier  noch   fortvTährend.      Dort  aber 
verglichen  wir  sie  mit  (14),  weil  dort,  auch  für  die  tingirten 
Beobachtungen    und   ihre  neuen  w,  k  und    t\   das  [rr]  eio 
Minimum  war.     Hier  nher  müssen  wir,  weil  nicht  mehr  [fujj 
sondern    \^ptm\    durch   unsere  in    §.  70,    gemachten   Arbeiteo] 
zu    einem    Minimum    gemacht  ist,  und   wir    nur  unter  dieser  ■ 
Bedingung  unsere  o  +  ü  für  die  O  setzen  durften,  dies  Alles 
auch  ganz  eben  so  auf  die  fingirten  Beobachtungen  unrl  die 
neuen   davon   abhängigen   W'^erlhe  übertragen  werden  rauss, 
sie   nicht  mehr  mit  (14),  sondern  mit  der  in  §.  70.  erfüliteoj 
und  auch  für  die  fingirten  Beobachtungen  als  erfüllt  zu  den- 
kenden, Gleichung 
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(15)  0  ==/>ii?id»i  -|-/'2M<'2  '\-ptH^H  +  •  •  •  ' 

vergleichen. 

Dies  zeigt  uns  n\in,  dass  die  L  den  pv,  also  die  LL 

den  ppvv  und  die  —     den    pw    proportional    werden 
müssen. 

Dieselbe  Schlussfolgerung ,  die  uns  §.  74.  durch  die  Glei- 
chungen Nr.  44.  und  Nr.  45.  zu  den  Gleichungen  (23)  führte« 
führt  uns  also  jetzt  durch  die  Gleichungen  Nr.  47.  und  Nr.  48. 
zu  den  Gleichungen: 


»=m- 


(24)  {^'-LpJ' 


•=m 


elf 

V 

u.  s.  w. 


Wir   erkennen   nun    ebenso  wie  oben  §.74.,  dass  auch 

I  —  I   ®'"*  Minimum   wird,  der  obige  wichtige  Lehrsatz 

also  auch  hier  gilt 

Von   hier  an  kann   es  sodann  im  Text  weiter  gehen  wie  im 
uche  S.239.  mit  „Setzen  wir...." 
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XXXV. 

lieber  die  Theilbarkeit  der  Zahlen* 

Von 

Herrn  A,  N legem ann^ 
Oberlehrer   an   ileiii    hütlioK  Gjmniifihmi   an   der  /liiostelkrrche   in  Co  In. 


Mehrere  Jahre  später,  nachdem  ich  mich  mit  den  Gesetzen 
der  Theit barkeit  der  Zahlen  etwas  näher  beschäftigt  hatte  (s.  Ent- 
Wickelung  und  Begrün  du  ns?  neuer  Gesets'^e  über  die 
Theilbarkeit  der  Zahlen,  nebst  ÄufBtelluog  von  Ta* 
fein  über  die  Gesetze  des  Fortschreitens  der  zusam- 
mengesetzten Zahlen  vom  Gymnasiallehrer  A.  Niege- 
ma n  n,  Programm  d es  k a t h o I is c h e n  Gy ra n a s  1  u m «s  in  C u Id. 
1848.)  wurde  ich  aufmerksam  auf  die  folgenden,  im  4,  T heile 
p.  332.  des  Archivs  von  Herrn  Professor  Pross  in  Stuttgart 
ausgesprochenen  Sätze ; 

Eine  dekadische  Zahl  ist  durch  Wn  -F  a  theiibar,  wenn  der 
Unterschied  zwischen  dem  ^/fachen  der  letzten  Zißer  und  dem 
afachen  der  übrix^en  Ziffern  durch  lÜri-f-ß  theiibar  ist;  sie  ist  durch 
\^u  —  a  theiibar,  wenn  die  Summe  aus  dem  «fachen  der  letzten 
Ziffer  und  dem  n fachen  der  übrigen  Ziffern  durch  JOw  —  a  tbeil* 
har  ist.  (In  beiden  Fällen  bezeichnet  n  jede  beliebige  Zahl  von 
0  an  und  n  die  einfachen  Ziflern  von  0  bis  0). 

Weil  beide  Sätze  eine  fjenauere  Beziehung  haben  zu  meiner 
früheren  Arbeit,  unterzog  ich  sie  einer  näheren  Betrachtung^  tmd 
fand,  dass  sie  einerseits  die  Allgemeinheit  nicht  haben ^  in  wel- 
cher sie  ausgesprochen  sind  und  man  ihnen  andererseils  eine  crfls- 
sere  Allgemeinheit  geben  kann.  Dass  sie  nicht  allgemein  richtig 
sind,  zeigt  z.  B.  die  Zahl  329ti4«  welche  nach  denselben  durch 
24  =  2 ,  10  +  4  th eilhar  sein  müsste ,  weil  3296  X  4  —  2  X  4 
=  13184  —  8=^13176  durch  24  theiibar  ist.  während  sie  durch  24 
dividirt  den  Rest  ]2  gibt.  Andere  Beispiele,  wo  der  Satz  nicht 
zutrifft,  liessen  sich  leicht  mehrere  finden. 
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Wenn  auch  seit  AufstelluiTg:  der  Sätze  mehrere  Jahre  ver- 
lossen  sind,  so  scheint  es  doch  nicht  unzweckmässig,  daran f 
iorückzukofnmen,,    weil  sie  hisher  noch  keine   nähere  Erörterung 

^funden  haben. 

In  wie  weit  diesethen  be^^ehrgnkt  werden  müsseTi^  und  et  man, 
wenn  man  zu  den  Beweisen  derselben  libergeht,  und  bedarf  es 
ZM  diesem  Zwecke  der  ßetrachtung  nur  eines  derselben. 

Es  ist,  wie  die  Ausführung  der  Operationen  leicht  ergibt  r 

>a  nun    (10?i  +  a)ü/  durch    lOe  +  a  theilbar  ist,    so  ist  auch  aN 

parch   lOw  +  a  theilbar^   wenn   —tk — .a  —  wJlf  dadurch  theilbar  ist, 

und  folglieh  auch  N^  wenn  dazu  noch  10k  +  a  zu  a  und  10  rela* 
live  Primzahl  ist.  Wenn  aber  lOji  +  of  zu  a  rehative  Primzahl  ist, 
80  kann  «  weder  die  Ziffer  2^  noch  5  sein,  und  ist  daher  10?*  +  « 
för  sich  schon  zu  10  Primzahl.  Bezeichnet  nun  M  die  letzte 
i21iffer  der  Zahl  N,  so  ergibt  sich  der  8atz: 

Eine  dekadtsche  Zahl  ist  durch  eine  andere  von  der  Form 
10?^  +  n  theilbar,  wenn  die  Differenz  des  Tjfachen  der  letz- 
ten Ziffer  und  des  afachcn  der  übrigen  Ziffern  durch 
10m +  ß  theilbar  und  10»  +  a  zu  a  Primzahl  ist. 

^In  der  Umkehrung  heisst  der  Satz: 

Wenn  eine  Zahl  N  durch  eine  andere  von  der  Form  IQn^a 
theilbar  und  a  nicht  =^0  ist,  so  ist  auch  der  Unterschied 
des  Tifachen  der  letzten  Ziffer  und  des  afachen  der  übri- 
gen Ziffern  durch  10» +  «  theilbar. 

Beweis,     Denn  wollte  man  annehmen,  iV  wäre  durch  lOw-f-« 

theilbar,  aber    "^in  ^  a  —  nM  nicht,   wo   M  die  letzte  Ziffer  be- 

deutet^  so  hätte  man: 

N-M 


10 


und   if  nicht  durt-h  lOii-f «  theilbar. 


folglich  : 


üN—  öJI— IO«Mr3lO(IOj*4  «)2  +  lO^^, 
a(10?i  +  ö}:r  — i¥(10K  +  a)=::10(10w  +  a)2+10t/; 
mithin  wäre  1%  durch  IOti  +  a  theilbar. 


sm 
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Sollte  es  m5glicb  sein,  dieser  Gleichung  zu  genügen,  on 
dass  ^  durch  \i}n-{-a  theilhar  uare,  datiri  müsste  lO/i-f-a  einen 
Faktor  haben,  der  in  y  nicht  vorkäme,  folglich  müsste  dieser  in 
10  vorkommer»  und  JOh  -^  n  die  Form  2/>  oder  5/j  haben. 

Nimmt  man  an:  10w  +  «^^2p,  so  innss  a  durch  2  theilbar 
«seiuj  mithin  die  Form  "h  hal>en^  und  weil  iV  durch  10w  +  a^^2// 
theiJbar   ist,    muss    auch   die   letzte  Ziffer  3i  die  Form  '2r  hab 

Folglich  hat  mau : 

"^Ipsx  —  2pr  =  lOpz  +  5)^ ; 

mithin  ist  5^  durch  2p  und  fol^^liüh  y  durch  "Ip  Ih  eil  bar,  wenfi 
nicht  p  den  Faktor  5  enthält.  Folf*lich  lässt  sich  kein  durch 
lOw  +  «  nicht  theilhares  //  finden,  w«»lches  der  Gleichung  Genüge 
leistet,  wenn  nicht  gerade  p  den  Faktor  5  enthält,  also  2p=:l{ht 
"l^a^lO^  ist.  Dasselbe  findet  man  offenbar,  wenn  man  IQw  -ho 
:=5p  setzt. 

Allgemeiner  ausgesprochen  beisst  der  8 alz: 

Eine  dekadi^sclie  Zahl  ist  durch  eine  andere  von 
Form  10"*w  +  «  theilbar,  wenn  die  Differenz  des  nfsich 
der  m  letzten  Ziffern  und  des  a fachen  der  übrigen  Zif^ 
fern  durch  10'^ 7t  ■{-  a  theilbar  und  10"*?^  +  «  zu  a  Prioj- 
zahl  iät. 

Beweis.     Es  ist; 

aI^=i^^^^a^nM^  10™  +  (lO-.n  +  a}M, 

Ist  nun  W^n-{-a  zu  «  Primzahl^  so  ist  a  weder  die  Ziffer  2  nocli 
5,  folglich  lO^n  +  fi  zu  10  und  lü'"  Primzahl.  Da  nun  10"»-fa 
Faktor  ist  von  (10*" n -^  tj)  M  und  zu  lO'"  relative  Primzahl,  so  ist 
10"* ?f  H-  a  auch  Faktor  von  aN  oder,    da  10'" 7i  +  «   zu  a  Primzahl 

N—M 


ist,   von  Ny   wenn  es  Faktor  lat  von 


iO"» 


a  —  nM\  woraus  sich 


die  Richtigkeit  des  Satzes  ergibt,  wenn  man  mit  M  die  m  leti- 
len  Ziffern  der  Zahl  N  bezeichnet.  Auch  dicker  Satz  lässt  sich 
in  ähnlicher  Weise  umkehren  wie  der  vorige. 

In  der  eben  ausgesprochenen  Weise  hat  der  Satz  zwar  eine 
grosse  Allgemeinheit,  aber  wenig  praktische  Anwendbarkeit*  die 
man  aber  dadurch  erlangt,  dass  man  a  =  l  setzt  und  lO^'n+i  io 
Faktoren  zerlegt  Ist  dann  eine  zu  10  relative  Primzahl  {d)  Fak- 
tor von   10™ ?i  +  1    und  theili^ar  in   die  Differenz   des   nfacheD  der 
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pi  letzten  Ziffern  und  der  librigen   Ziffern  einer  Zahl,  so  ist  auch 
biese  Zahl  selbst  durch  d  theilhar;    und  nennt  man  die  ZahU  ^^- 
BPit    man    die   in   letzten  Ziffern   €tnür  Zahl   iV  nmltiplictren  musä, 
rüni  aus   der  Theilbarkeit  der   Summe  oder    Differenz   dieses   Pro- 
duktes und  d€r  übrigen  Ziffern   durch  eine  Zahl   d  auf  die  Thetl- 
barkeit  der  Zahl  durch   d  zu  sthliessen,  den  positiven  oder  nega- 
tiven  Tbeilun^s- Koeffizient   des  /«ten   Grades    für   den  Theiler  lU 
so  ist  in   unserm   Fall   n    der   negative   Tbeilungs-Koeflizieut   des 
.mten  Grades  für  den  Theiler  d. 

So  lässt  sich  nun  ein   interes^^iariter  Zusammenhang  zwischen 
den  verschiedenen  positiven  und  negativen  Theilungs-Koertklen- 
fen  dej<$ie]ben  Graden  und  Theilers,    zn  Ischen   den    verschiedenen 
rbeilungj^-Koeflizienten  verschiedener  Grade  und   dt\sselben  Tbei- 
prs  und  zwischen  den  verschiedenen  Theiluiigs-KoeKlzleuten  des- 
selben   Grades   und    der   Theiler,    die   sich    um   10  unterscheiden, 
ilacbweisen,     Ks  ergibt  sich  eine  Menge  mitunter  einfacher  Kenn- 
zeichen   für    die   Theilbarkeit   der   Zaiden    durch    die    Primzahlen. 
Eine  Zabi  ist  z.  B.  durch  7  tbeilbar    oder   nicbl,  jt?  uacbdeni  der 
Unterschied  das  (2+7/?)-,  (3  +  7/j).,  (l+7;5)-,  (5  + 7p)-,  (4  + 7p)-, 
(6H-7p)-,  (i+7p)-.. ..fache  der  1,  2,  3,  4,  5.  0,  7  letzten  Ziffern 
und  der  übrigen  durch  7  tbeilbar  ist  oder  nie  fit.    p  kann  jede  Zahl 
^deuten.     Ilieser  Zusammenhang  nnri    die  Art   und  Weise,    wie 
(laa   die  verschiedenen  Theilungs* Koeffizienten   findet,   ist   in   der 
jiben  angeführten  Schrift  nachgewiesen. 

Wenn  nun  auch  die  dort  entwickelten  Sätze  keinen  besondern 
praktischen  Nutzen  bieten,  so  kann  man  doch  dadurch  das  Re- 
gelmässige des  Fortschreitens  der  zusammengesetzten  Zahlen  mit- 
telst dieser  Theibmgs- Koeffizienten  darstellen,  wenn  man  die 
anendltehe  Anzahl  der  Zahlen  in  unendliche  Gruppen  t heilt.,  in- 
dem in  jeder  dieser  Gruppen  die  Zablen  nach  verschiedenen  Ge- 
etzen  fortschreiten« 

Nimmt  mau  als  Eingänge  einer  Tafel  die  Faktoren  einer  Zahl, 
nd  setzt  da,  wo  diese  Eingänge  zusammen  treffen^  den  betref- 
enden  negativen  Theilungs- Koeffizienten  des  ersten  Grades,  so 
kann  man  alle  zusammengesetzten  Zahlen  in  verschiedenen  Talein, 
rorin  das  Fortschreiten  der  Zahlen  sich  leicht  ergibt,  darstellen, 
renn  man  den  Zahlen  der  Tafeln  noch  eine  Ziffer  anhängt.  Fol- 
|endc  drei  Tafeln  enthalten  z.  B*  alle  auf  1  ausgehenden  zusam- 
nengesetzten  Zahlen  mit  Ausschluss  aller  Primzahlen ,  und  mit 
liren  Faktoren,  wenn  den  Zahlen  der  Tafeln  noch  eine  1  ange- 
hängt wird.  Die  Zahlen  der  Tafeln  schreiten  nach  rechts  und 
iwärts  in  einfacher  arithmetischer  Reihe  fort 
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1 

11 

21 

31 

41 

51 

61 

11 

1 

12 

* 

21 

2 

23 

44 

31 
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34 

65 
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41 

4 

45 

86 

127 

168 

51 

5 

56 

107  jl58 

209 

260 

Ol 

6 
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■250 

311 

372 

71 

7 

78 
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220: 
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7 

17 

27 
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3 

2 

5 

8 

11 

13 

9 

22 

35 

m 

23 

16 

39 

62 

8S 

33 

23 

56 

89 

m 

43 

30 

73 

116 

159 

53 

37 

90 

143 

196 

63 

44 

107 

170 

233 

9 

19 

29 

39 

49 

59 

69 

9, 

8 

19 

17 

36 

29 

26 

55 

84 

39 

35 

74 

113 

152 

49 

44 

93 

143 

191 

240 

59 

53 

112 

171 

230 

289 

348 

69 

62 

131 

200 

209 

338 

407 

476 

Die   erste  imd   dritte  Tafel   brauchen   nur  bis   zu  DiagODalen' 
fort*;esetzt    zu    worfle o,    da«^eeeri    mn^s   die   zweite   nach    beiden 
Richtungen,  nach  rechts  und  abwärtiiJ,  immer  weiter  gefuhrt  wen 
den,   um  alle  auf  1    uusEjehendeii    zo&ammefigesetzten    Zahlen 
erhalten.     In  ähnlicher  Weise  lassen  sich  alle  zu^sammengefietste 
Zahlen,  die  auf  9  aus!*ehen.t  in  drei  Tafeln,  und  die  auf  3  iin«H 
ausgehen,  in  je  zwei  Tafeln  zusammenstellen,  r 

Wollte  man  die  negativen  Theilungs-ICoerfizienten  des  zweite 

Grades  für  die  Aufstellung  aller  zusammengesetzten  Zahlen 
nutzen»  so  würde  man  zwar  viel  einfachere  Zahlen  tn  den  Tafel 
selbst  erhalten^  indem  jede  derselben  zwei  Ziffern  n'eniger  ha 
ab  die  betreffende  zusanimengegetzte  ZahL  dagegen  aber  ward 
sich  die  Anzahl  der  Tafeln  auf  100  belaufen ^  und  die  Zahlen 
den  Tafeln  würden  na^h  einer  arithmetischen  Reihe  zweiter  On 
nung  fortschreiten. 
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XXXVI. 

System  der  Dreitinien-Coordinaten  in  allgemeiner 
aoalytiscber  Entwickeiung. 

Von 

dem    Haraasgeber. 


l  1. 

Unter  den  vielen  verschiedenen  Coordinateti  -Systemen,  weiche 
l^an  in  treuerer  Zeit  hei  ^geometrischen  Untersuchungen  in  Anvven- 
iung  gebracht  hat,  scheint  mir  dae:  sogetianiite  System  iler  Drei- 
iflien-Coordlnaten  eine  be^iondere  Beachtung  zu  verdienen.  Die 
iWsem  Sytiteme  hia  jetzt  zu  Theil  gewordene  Behandlung  dCirlte 
liier  namentlich  in  Rückalcht  auf  vtiUt^e  A  tigern  ein  halt  der  aiui- 
If tischen  Untersuchnog  überhaupt,  so  wie  ganz  besondere  in  ße- 
kug  auf  das  Positive  und  Negative  der  hetreffeitden  Coordinaten, 
noch  Manches  zu  wünschen  übrig  lassen,  weshalb  ich  in  dieser 
Abhandlung  eine  solche  ganz  all£]:emeine  analytische  Behandlurtg. 
imit  besonderer  Rücksicht  auf  das  Positive  und  Negative  der 
Dreilioien'Coordinaten,  zu  geben  versuchen  werde.  Wenn  ich 
jabei  von  einigen  an  sich  bekannten  allgemeinen  Betrachtungen 
Iber  die  gerade  Linie  im  Räume  und  in  der  Ebene  ausgehe,  so 
jescbieht  dies  nur  griisserer  Deutlichkeit  wegen  ^  und  um  alles 
lom  Verständniss  der  späteren  Eutwicltelungen  Erforderltehe  an 
iiesem  Orte  beisammen  zu  haben ;  dabei  hätte  ich  mich  für  den 
ftächsten  Zweck  allerdings  auf  die  gerade  Linie  in  der  Ebene  be- 
schränken können,  habe  jednch  späterer  Untersuchnngen  wegen, 
kie  den  vorliegenden  sich  vielleicht  aoscfaliessen  werden,  die 
Betrachtung  sogleich  auf  den  Raum  überhaupt  ausgedehnt,  was 
ucht  der  geringsten  Schwierigkeit  unterliegt. 

rUeil  XXXVIll.  26 
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g.  2. 

Id  einer  beliebigen  «geraden  Linip  im  Räume  denke  man  i^\t 
ein  rechtvvirikrrjres  Coordinaten- Syst  ein  der  :i'iji  zn  Gruitde  legend, 
einen  Puiiikt  {ühc)  lieJiebi^  aii^enoninHii;  find  bezeiehite  die  ?oi) 
der  eineii  der  beiden  von  dem  Punkte  {uhe)  nach  entgei^engeiiietZ' 
ten  Seiten  bin  ansgefienden  liicbluni^en  die^ier  geraden  Linie  mit 
den  [m«iitiven  Tbeüeri  der  Äxcn  der  x^  t/,  z  euj£jeschloi«äenen, 
180^  nicht  übersteigenden  Winkel  durch  a,  ß,  y;  dann  sind  die 
von  der  anderen  der  beiden  in  Itede  stehenden  Richtungen  unse- 
rer geraden  Linie  mit  den  juisitiven  Theilen  der  Axeri  der^,^,: 
eiugeiacblosseneti,  IHÜ^  nicht  über*itei<;teiiden  Winkel  löO*^ — a^ 
180^  —  ß,  180^ — y.  Leihen  wir  nntj  durch  den  Punkt  (olfc)  als 
Anfang  ein  dem  primitiven  Systeme  der  ^?/:  paralleles  Coordiiia- 
ten-System  der  a*it/^Zi,  und  bezeichnen  die  Coardinaten  eine^^ 
ganz  heliebif^en  Punktes  in  unserer  geraden  Linie  in  diesen  ha 
den  Syi?temen  respective  durch  a: ,  ^,  i  und  ^i ,  ^i ,  i,  ;  ile^sj 
Entfernung  von  dem  Punkte  (aftc)  aber  dnrch  r;  so  ist  offenhar' 
in  völliger  Allgemeinheit; 


^j  =:  r  cns  a ,     t/y  =  r  cos  ß , 


rcosy 


oder 

also: 
oder 


=r cos (180*'-«),    »/,  =rcos(löO"-/?),    ij  =rcos!(I80«- y); 
£Ci—Tcos€c,     ^i—rcnuß,     ij^rcosy 


a:i  —  — rcosa,     y^—  —rcoüß,     ^i  =  ■ 


'7- 


jenachdem    der   in  der  Geraden   angenommene,    an   sich  ^a«z 
Irebige  Punkt  in   der  ersten  oder  zweiten  der  beiden  vorher  nän 
bezeichneten  Richtungen   dieser  Geraden,    welche   wir  im  Folgd 
den    in    der   Kurze    nur   die   erste   und     zwt*ite   Richtung   nenn 
wollen f  liegt.     Abo  i$t: 

^1  — ±rcosc£,     1^1  =  +  rcos^,     2i=4:rcosy; 

wenn  man  in  diesen  Formeln  die  oberen  oder  unteren  Zeich 
nimmt,  jenachdem  der  Punkt  in  der  ersten  oder  zw eiten  Riebtn 
der  Geraden  liegt-  Betrachten  wir  von  luin  an  aber  die  Eriff^ 
nung  r  nicht  wie  bisher  bloss  ahsohit  oder  als  positiv,  soni€ 
als  positiv  oder  negativ,  jenachdem  der  Punkt  in  der  ersten 
zweiten  Richtung  der  Geraden,  nämlich  in  der  durch  die  Win« 
a,  ß,  Y  hestinnnten  Richtung  oder  in  der  entgegengesetzten  Rid 
tung  liegt;    so  können  wir  offenbar  in  völliger  AlJgemeinheU: 
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1)  .     .     .    jri=r  cos«,    yi=rcos|5,    2i=rcosy 

setzen.  Nach  der  Lehre  von  der  Verwandlung  der  Coordiuaten 
ist  aber  in  vülli^er  Allgemeinheit: 

also  nach  1): 

2)  .     .  a?  =  a  +  rcosa,    ^y  =  6  +  rcosjS,    z  =  c+rcosy 
oder : 

3)  .     .  x  —  a=rcosa,    y--A  =  rco8jS,    z— c=rcosy. 
Aus  diesen  Gleichungen  folgt: 

(a: — a)cosjS  =  rcosacös|5,    (y  —  6)cosa  =  rcosacosjS; 
(y  —  6)cosy  =  rcos|5cosy,     (z  —  c)cosj5=:rcosßcosy; 
(z  —  c)cosa  =  rcosycosa,     (a:  — a)cosy  =rcosy cos«;    . 
also : 

!(a: —  a)  cos  ß  =  (y  —  b)  cos  a, 
(y  "~  ^)  cos  y  =  (z  —  c)  cos  ß, 
V     (z  —  c)  cos  a  =  (ar — «)cosy; 

luTch  welche  Gleichungen,  von  denen  natürlich  eine  jede  eine 
inmittelbare  Folgerung  aus  den  beiden  anderen  ist,  unsere  Ge- 
ade  im  Räume  ganz  im  Allgemeinen  charakterisirt  wird,  weil  ja 
ler  Punkt  (a^yz)  jeden  ganz  beliebigen  Punkt  dieser  Geraden 
epräsentirt. 

Projicirt  man  die  Entfernung  r  auf  die  Ebene  der  a:iyi  und 
bezeichnet  die  als  absolut  aufgefasste  Protection  durch  Vi,  so  ist 
(ach  dem  pythagoraischen  Lehrsatze  offenbar: 

ri^  =  a:i^  +  yi^    und    r^  =  ri^  +  zi^; 
Ü8o: 

olglich  nach  I): 

r'  =  r*  (cos  a^  +  cos  ß^  +  cos  y*) , 

Voraus  sich  die  bekannte  wichtige  Gleichung: 

5) cosa*  +  cosjS*  +  cosy*=l 

»rgiebt. 

36* 
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iVIuUiplicirt  man  die  filefchurif^en  3)  nach  der  Reihe  mit  cosor. 
cosj3j  CQsy  und  addirt  sie  dann  zu  einander^  2<o  erhalt  man  iiacti 
5)  auf  der  Stelle: 

6)  .     .    r^(a:  —  a)co*ff  +  (i^— A)  cosß  +  (:  — c)coÄy, 

Qnadrirt  man  die  Gteichun|Ten  3)  und  addirt  sie  dann  zu 
arrder^  äo  erbnlt  man  nach  5): 

7)  .     .     .     .     rÄ=(x-a)*  +  (iy-6)M(i-e)2, 
also: 

8)  .     .     .     rx:4:^(^-fl)«+  (^^6)^  +  (i-c)«, 

wenn  man    das  oliere  oder  untere   Zeichen    nimmt,    jenachdeni  f  i 
positiv  oder  negativ  ist. 

Von  dem  Anfange  der  aryz  niÖ2;en  jetzt  zwei  Gerade  aus- 
gehen,  welche  mit  den  jmsitiven  Theilen  der  Äxen  der  x,  y^ 
die  180°  nicht  liberj^teigentlen  Winkel  u^^  ß^,  y«  und  cfi,  ßi^\ 
einiichli essen.  In  diesen  beiden  Geraden  nehmen  wir  zwei  Vi 
liebige  Punkte  an^  deren  Coordinaten  in  dem  Systeme  der  zy% 
wir  durch  :%,  ^q,  i^  und  .r j ,  ^| ,  ij ,  und  deren  ahsDiut  genom- 
menen Entfernungen  von  dem  Anfange  der  xi/z  wir  durch  r^  und 
Ti  hezeichuen;    dann  ist  vi'illig  allgemein; 

^0  ~  Tii cos  ct^y,     y^  =  r^cos ^^ ,     i^j  =  r^ cos  y,, ; 

Xi  ^  Ti  COS  «1  ,      ^i  :=  Ti  COS  ßg  ,      ^1  =  H  *^^S  ^l- 

Bezeichnet    nnn  £^1   die  Entfernung  der   beiden    in  Rede  stehen- 
den Punkte  von  einander,  so  ist  nach  7): 


^M*=(^o-^ir+(;^o-yi)H(x«-x,)* 


oder 


aber  nach  5): 

^0^  +  .Vo^  +  ^o*  =  ro'^  (cos  V  +  «OS  ß^^  +  cos  y^'t)  =  ro«, 
^1^  +  :'A^  +  ^1*  =  ri*(co8  «1»+  cos  ft  *  +  cosy,«)  =  f|» 

und  ausserdem: 

^0^1  +  ^0^1  +  ^oH  =  ^on  (cos  Ufo  cos  »1  +  cos  j5o  cos  ft  +  cos  yo  cos/iUJ^ 

also: 
^01^  =  '■(i*  +  »'i*— ^Toi-i  (coscrocoscfi^-cosl^ocos^i  +cosyQeos}ri). 


in  allgemeiner  artalt/fischer  Enluickelnng 
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Bezeichnet  aber  W^i  den  von  yiisereri  beiden  Cieraderi  einge- 
schlossenen, 180"  nicht  liher^teipenden  Winkel;  so  ist  nach  den 
jehren  der  ehenen  Trigofiometrie ; 

^m'^  =»"0^+  n*— 2r(,rj  cos  W^i , 

folglich,   vvpDn  nmn  diese  Gleichung?  nut  der  vorhergehenden  ver- 
gleicht,   offenbar; 

y)  .  .  cos  Ifoi  —  coßCßCOSDri  -Ycüsß^;^cüsßi  +cos/u<^ö8y|. 

Stehen   die  beiden   Geraden   auf  einander   senkrecht,   so   isl 
\W^i  =  90^»,   cos  nV  =  0,   abo ; 

10)  .     .  coi*  ff(5  COS  »1  +  COS  ß^  cos  ßi  +  co>i  yo  co«  yi  =z  0. 

Durch  einen  lieliehisien  Punkt  (i/ttü)  im  Räume  legen  wir  jetzt 
fcnie  auf  unserer  bisber  immer  hetrachteten,    durch  die  Gleichun- 

*  j»en  4)  rbarakterisirten  Geraden  senkreckt  stehende  Gerad«  nnd 
hezeichnen  die  von  4ler  einen  der  beiden  Richtungen  dieser  Ge- 
raden mit  den  positiven  Theilen  der  Aien  der  Sf  ^,  t  einge- 
üchlossenen,    180"  nicht  libersteis^enden  Winkel    durch    B^  m,  J^\ 

j£o  haben  nach  4)  die  Gleichungen  dieser  Geraden  die  Form: 

(;r  —  tt)  cos  tö  :=  (y  —  v)  cos  ö , 

11)  .     .     .        {  (^  —  ü)  cos 0  =^  (z — w)  cos  CO, 
(:  — fi?)cosö  —  (a:  — w)  cos  ü  ; 

Hnd  nach  5)  und   10)  ist : 

12)  ,     .     .     .      cos  m  +  cos  w«  -1-  cos  ö^  =  1 
und 

13)  .     .       cosacos^  +  cosjScosco  +  co8ycosQ  =  0. 

Weil  ueijen  der  Gleicbnnt^  VI)  einer  der  drei  Cosinus  cos^, 
DStö,  cos  w  hestinmit  nicht  verschwindet,  so  wollen  wir  aimeb- 
aeii,  dass  etwa  eosÖ  dieser  nicht  verschwindende  Cosinus  sei ;  mit 
linzufügung  der  fofgenden  ersten  identischetj  Gleichung  ist  nach  11): 

{x —  i*}coscfCOsÖ  ^  {a: — u)  cos  a  cos  Ö, 
{x  —  h)  cos ^ cos  m^(y  —  v)  cos  j3  cos  ö , 
(x  —  w)cosycosö^  (i  "  tt?)co8ycosÖ; 
J^o  durch  Addition  ; 

{X  ^  U)  (cos  €i  cos  B  "h  cos  ß  cos  DJ  +  cos  y  C  OS  ö) 
=^  \{x  —  Ii)C06a  +  (//^U)C08j3  +  (i  —  Mj)co6ylcosö, 
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folglich  nach  13): 

\(x  —  M)cosa  +  (fy  — t?)cosjS  +  (2  — «?)cosy|co8Ö=0, 

also,   weil  cos 6  nicht  verschwindet: 

14)  .  .    (x  —  u)cosa  +  (y — tj)cos/3  +  (2  —  w?)cosy  =  0, 

wo  (xyz)  sein  beliebiger  Punkt  des  Perpendikels  ist. 

Bezeichnen  wir  den  Durchschnittspunkt  des  Perpendikels  n 
der  gegebenen  Geraden  durch  (xt)}),  so  hat  man  hiernach  d 
Gleichung: 


oder: 


also: 


(X  —  i/)cosa  +  (t)  —  t?)cosj5  +  (j— «o)cosy  =  0 

(x  —  a)co^a  j-(t)  —  b)cosß+  (j  — c)cosy 
=r  (m — o)cosa  +  (ü  —  ö)  cos  ß  •{■  (w  —  c)cosy  ; 


\(X  --fl)cosa  +  (tf'—b)cosiß  +  (}  — e)cosy}cosa 
=  {(tt  —  a)co8a-f-  {v--b)cosß  +  (w  —  c)cosy}cosa, 

\(X  —  «)  cos  a  +  (1; — b)  cos  ß  +  (}  —  c)  cos  y  \  cos  j5 
=r  j  (m  —  o)  cos  a  +  (r — b)  cos  ß  +  (w  —  c)  cos  y  ]  cos  ß, 

\(X — a)cos«+  (t}  —  b)cosiß  +  (j  —  c)cosylcosy 
=  !(?* — a)cosa+  (v — b)cosß  -\-  (w  —  c)cosy;co8y; 

folglich,    weil  nach  4): 

(jr  —  a)  cos  jS  =  (»  —  ^)  cos  a , 
(D--6)cosy=(f  —  c)cos|5, 
(1  —  c)  cos  a  =  (jr — o)  cos  y 
ist: 

(X —a)  (cos  cc^  f  cos/?2  +  cosy2) 
—  {  (m  —  a)  cos  a  +  (ü  ~  A)  cos  ß  -{-  (w  —  c)  cos  y  ]  <os  a , 

0)  —  b)  (cos  «2  -f  cos  ß^  +  cos  y2) 
=  i(M  —  a)cosa  +  (v  —  6)co.s|3  +  (w  —  c)cosy  |cosj3, 

(?  —  c)  (^^^  "*  +  cos  ß^  +  cos  y^) 
=  j(M  — a)cosa  +  (»J  —  6)  cos  j5  +  (u?  — c)cosy|cosy; 

daher  nach  5) : 
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jr—  o=  j  (tt— fl) cos a -f  (p— 6) cos  jS  +  («? -c) cosy | cos a, 

15)   ^  t)  —  6  =  I  (u — fl)  cos  a  +  (n—b) cos  j3  H-  (w^c)  cos  y }  cos  |S, 

?  — c  =  |(m— «)  cosa+  (t?-6)cosj3  +  (ti?—c) cosy) cosy; 

woraus  sich : 

15*) 

X  —  M  =  —  (?«  —  fl)  + 1  (m  —  fl)  cosa  +  (t? — h)  cos|5  +  («?— c)  cosy  |  cosa, 
1)  —  r=—  (ü  —  6)  4-1  (m— a)  cos  a  +  (r— 6)  cos  j5  +  («?— c)  cos  y)  cos  /5, 
?  — tu  =:  —  («r  —  c)  +  I  (?/  —  a)  cos  of  +  (r — 6)  cos  jS  +  (ic — c)  cos  y }  cosy ; 

oder,    nie  man  leicht  übersieht: 

15**) 

X  — ?/=!  (tu  —  c)cosa  —  (m — a)  cosy!  cosy 

—  |(m  —  a)cosß — (v — 6)  cos  a  I  cos /?, 

t)  —  V  =\(u  — a)cos|S  —  (v  —  6)  cos  ofl  cos  CK 

—  {(v  —  6)cosy — (w  — c)  cos /3j  cosy, 

^  — uj^K»  — 6)cosy  —  («0  —  c)  cos  (3 )  cos  j3 

—  \(w  —  c)cosa — (u  — d)  cosy  I  cos  a 

ersieht;  und  bezeichnet  nun  P  die  Entfernung  des  Punktes  (uvw) 
Ton  der  gegebenen  Geraden,  so  ist  nach  7): 

P2  =  (r-M)2  -f  (t,-r)2  +  (j-tD)«, 

also,  wie  aus  vorstehenden  Formeln  sich  leicht  ergiebt: 

Iß) 

Weil  cosa2^cos|S*+ cosy^  =  l  ist,  so  kann  man  die  Grösse 
unter  dem  Wurzelzeichen  so  schreiben : 

t  (m  —  a)2  +  (ü  —  Ä)2  +  (w— c)2 1  (cos  a«  4- cos  j5a  +  cos  y») 
—  j  (m  —  «)  cos  «  +  (»  —  ö)  cos  ß-t-  (w — c)  cos y  1*, 

also  nach  einem  bekannten  arithmetischen  Satze: 

{(m  — a)co8|3  —  (i?  — 6)cosa|* 
+  |(»  — 6)  cosy — (tu  — c)cosj5j® 
+ 1  («0  —  c)  cos  a^iu-^a)  cos  y  )* ; 


1 

V|(tt — a)cosj3 — (v  — 6)co8aJ* 
+  |(r  — 6)cosy — (tu — c)co»ß\^ 
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daher : 


17)    .    .    P 

+ 1  (w  —  c)  cos  a  —  (m  —  fl)  cos  y  |*. 

Lässt  man  die  Winkel  B,  oo,  (5  dem  Tbeile  des  Perpendikels 
entsprechen,  welcher  von  dem  gegebenen  Punkte  (uvw)  nach  deio 
Punkte  (xtf})f  nämlich  nach  der  gegebenen  Geraden  hin  gerichtet 
ist,  so  ist  allgemein: 

jr  —  M=Pco8Ö,    t)  — i?=Pco8ö),    j — i0=Pcoscd; 

also: 

cos  6  =     p   >    cos  CO  =     p   9    cos  ü  =     p    9 

folglich  nach  dem  Obigen: 

18) 

(ö  —  m)  —  \(a. — w)cosa-|-  (6  — t?)co8j5  +  (c — tr)co8y)cosff 
cosö  = p- » 

(6—  c)  —  |(a  — ti)  cos« +  (6  — «?)co8j5  +  (c  — w)co8y}co8^ 

cos  O  = p * i 

_      (c  —  to)  —  l(a  —  M)cosa-|-  (b  —  v)cosß  +  (c — w)co8y|co8y, 

cos  d)  = p "» 

wo  man   für  P  seinen  Ausdruck  aus  dem  Vorhergehenden  einzn- 
führen  hat. 


§3. 

Wenn  die  im  Vorhergehenden  betrachtete  Gerade  ganz  in  der 
Ebene  der  xy  liegt,  so  ist  y  =  ^^,  cosy  =  0,  ferner  c  =  0  und 
allgemein  z  =  0;  also  sind  in  diesem  Falle  die  beiden  letzten  der 
Gleichungen  §.  2.  4)  identische  Gleichungen ,  und  unsere  Gerade 
wird  also  durch  die  eine  Gleichung 

1) (x — fl)cos/3  =  (y  — ^)cos« 

charakterisirt,  wo  nach  §.  2.  5) 

2) cosa2^.cosjS*=l 

ist. 

Nach  §.  2.  15'^'')  ist  in  diesem  Falle: 


fM  ailpemeiner  analtfiischer  Entwickcltttig, 
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!jf  —  II  =  I  (er  —  ii)  cos  j^  —  (A  —  ü)  c 


jf  —  II  =  I  (er  —  ii)  cos  j^  —  (A  —  ü)  cos  «t  1  cos  /?, 

)  C08  4X  \  COS  a 


ider : 


3*)  ,  . 


jr — 11=     \{a — ii)cos^^(Ä  — ü)coßcJcosj3, 
'u)coBß — (6  — t)  cos«  I  cos«; 

biso  nach  2) : 

4)  ...     -  P=l(a— m)cos(3  — (Ä— ü)cosai^, 
Iblglich  ; 

5)  .     .    ,     ,  p^=j[-|(«^ — i/)cos/3  — (6 — t?)cosßj, 

renn  man  das  obere  oder  untere  Zeicheit  nimmt,  jenaehdem  die 

(a — n)  cos  (3  —  (Ä  —  r)  cos  ß 

positiv  oder  ne^^ativ  i^t. 

Für   unsere  folgenden   Untersuchungen    ist   es   atier  von   der 
irrissten  lledeutong»  da«H  wir  uns  von  dem  dojjpelten  Vorzeichen 
|n  dem  Autsdrueke  von  P  befreien,  «hr  imtürJich  nur  dadurch  er- 
oTiglicht  iverdeti  kann,   das«  ivir  das  Perpendikel  P  nicht   mehr 
rie  bisher  bloss  als  ubsolut  oder  poxittv  aullassen «  sundern  das- 
selbe selbst   unter    gewissen   Bedingungen   oder   Voraussetzunj^en 
lls    positiv    fider   als    negativ  betrachten-     Zu   dem  Ende    wollen 
iir  uns    nach    der    durch    die  Winkel  cf,  ß   beslimniten    Richtung 
unserer  Geraden  in  der  Ebene  der  cty^  auf  welche  von  dem  Punkte 
\ttt)  aus  das  Perpendikel   j^effiflt  worden  ist,  hin  eine  Kraft  wir- 
kend denken,  und  ^vollen  jederzeit  das  Perpendikel   P  als  positiv 
oder   als   negitfiv   betrachlen^   jenachdem   diese   Kraft  die  Ebene 
ier  a-i^  um  den  Punkt  {uv)j   als  einen   festen  Drehpunkt  gedacht, 
nach  der  Richtunjj,    nach  welcher  man  sich   bewegen  muss,    um 
iron  dem  positiven  Tb  eile  der  Axe  der  x  durch  den  rechten  Win- 
kel (xy)  hindurch  zu  dem  positiven  T heile  der  Axe  der  y  zu  ^e- 
ingen,  oder  nach  der  entgegengesetzten  Richtung  hin  zu  drehen 
strebt. 

Nach   der  Lehre   von   der  V'ertvandlunj.^   der  Coordinaten  sind 

r  — w,  V^ — t?  die  Coordinaten  des  Fusspunktes  (xi})  des  Perpendi* 

kels    in     einem    ilurch     den    Punkt    {nt)     als    Anfang    mit    dem 

[primitiven     Systeme     der    xij    parallel     gelegten     Coordinatensy- 

[stenie.     In    Fig.  t.    und    Fig.  %   sind    die  stärker  als   die  übrigen 

[gezeichnete    horizontale     und     vertikale    Linie     die    erste    und 
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Bwelte  Axe  des  durch  den  Punkt  (uv)  als  Anfiing  gelegteo, 
primitiFen  Systeme  parallelen  Coordinatensystems ;  dnrc 
Pfeile  werden  die  positiven  Theile  der  beiden  Axen  bezeii 
die  Obrigen  nicht  ponktirten  Linien  sind  die  Richtungen  der 
die  wir' uns  vorher  gedacht  haben ,  in  den  verschiedenen  i 
chen  Fällen,  und  die  Seiten^  nach  denen  diese  Kraft  wirkt 
den  wiederum  durch  Pfeile  an  diesen  Linien  bezeichnet.  I 
in  Fig.  1.  dargestellten  Falle  Ist  nach  den  oben  gemachten 
Setzungen  P  positiv;  ferner  ist,  wie  auf  der  Stelle  aus  der 
erhellet ,  beziehungsweise : 


r— t« 

t^— f? 

cosa 

cos/? 

positiv 

positiv 

negativ 

positiv 

negativ 

positiv 

negativ 

negativ 

negativ 

negativ 

positiv 

negativ 

positiv 

negativ 

positiv 

positiv ; 

also  i^t  nach  3*)  offenbar  allgemein 

(« 

—  tt)cosj5  — 

(6— Tt?)cosa 

positiv,   und  folglich  nach  5): 

P= 

(o— «)co8/3 

-^(6-r). 

coso;. 

D— ü 

cosa 

cosj3 

positiv 

positiv 

negativ 

positiv 

positiv 

positiv 

negativ 

negativ 

positiv 

negativ 

negativ 

negativ ; 

In  dem  in  Fig.  2.  dargestellten  Falle  ist  nach  den  oben  geni 
teu  Festsetzungen  P  negativ;  ferner  ist,  viie  auf  der  Stelle 
der  Figur  erhellet,  beziehungsweise: 

jT  — ?/ 
positiv 
negativ 
negativ 
positiv 

also  ist  nach  3^)  offenbar  allgemein 

(a — u)cosß — (6  — t?)cosa 

negativ,  und  folglich  nach  5)  wiederum: 

P=:(a  — m)cosjS  — (6— t?)co8a. 

PJach  der  wegen  des  Zeichens  von  P  oben  gegebenen  Be 
mung  ist  also  in  völliger  Allgemeinheit: 

6)    .    .    .    .     P  =  (a--tt)cos/S  — (6-i>)cosa, 


in  ailgemeiJier  anaipihctier  kuiwichelung* 
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ler   welcher   Form    dieser   Ausdrück    deji^    Perpeodikels   für   alle 
innere  weiteren  Untersuchungen  von  der  grössten  Wichtigkeit  igt. 


I 


5.4. 


In  der  Ebene,  aiil  »velrhe  sich  alle  unsere  folgenden  Betrach- 
:un^en  Ijezieheiij  nehmen  wir  einen  beliebicfen  Ptinkt  O  an,  den 
ulr  der  Knr^e  u^ired  den  Pol  neinien  nolleiL  Durch  die^eu  Punkt 
ils  Anfang  denken  ivir  nns  zwei  beliebige  auf  einander  senkrecht 
stehende  Gerade  siejegt,  «eiche  vvir  die  .^-Äxe  und  die  jf/-Axe 
nennen  werden:  jeder  die^^er  bt-iden  Cieraden  wird  ivie  irewiihn* 
lieh  ein  jiosiliver  und  ein  netjntiver  Theil  heijjele^t.  Nun  nehnten 
wir,  imnjer  in  der  Ebene,  auf  welche  sieh  alle  unsere  Betrach- 
hmjjen  beziehen,  ivas  fernerhin  nicht  mehr  besonders  bemerkt 
werden  koII,  drei  feste  gerade  Linien  an,  die  wir  die  Axen  nen- 
nen werden;  die  erste,  zweite  nnd  dritte  dieser  Axen  mögen 
respective  dureh  die  in  Bezug  auf  die  j:-Axe  und  ;?/-Axe  durch 
die  Coordinaten  o^,  l\^\  üi ,  i/j  ;  a^,  ffo  bestimmten  Punkte  gehen; 
jeder  dieser  drei  Axtn  le^en  wir,  wie  jeder  geraden  Linie  über- 
haupt, zwei  Richtungen  hei,  die  "ir  für  jede  der  drei  Axen  deren 
pfi.«!itive  und  negativ  e  Richtung  nennen  werden ,  und  bezeichnen 
die  von  den  tirei  positiven  Richtungen  mit  den  positiven  Tbeilen 
der  .i-Axe  und  der  ?/-Axe  eingeschlossenen ^  180*^  nicht  üiierstei- 
gendeii  Winkel  durch  %,  (3^ ;  «j ,  ^j  ;  a^,  ß2-  ^011  dem  Pol  den- 
ken wir  uns  auf  die  drei  Axen  Perpendikel  gefällt,  welche  wir, 
mit  Rücksicht  auf  die  im  vorhergehenden  Para£»raphen  gegebenen 
Bestimmungen,  gehiirig  als  positiv  und  negativ  betrachten,  irnd 
respeclive  dnrcb  Q^j,  Q, ,  ^^  bezeichnen,  wo  wir  dann  nach  §.3.  6) 
die  fVdgenden  ganz  allgemein  gültigen  Formeln  haben ; 

%  cos  ^0  ^  ^0  ^^^  ^n  * 


1) 


V  (5i  ==  <l|  cos ßi  —  hx  cos  ö, , 
f  6)2  ^=^  «2  cos  j^2  —  ^H  *^**'^  ^*l' 


p  Fällen  \vir  aber  von  einem  ganz  beliebigen  Punkte  unserer  Ebene^ 
dessen  Coordinaten  in  Bezug  auf  die  ^-Axe  und  ^-Axe  durch 
Xy  7/  bezeichnet  werden  mcii^en,  auf  die  drei  Axen  Perpendikel, 
und  bezeichnen  diese  Perpendikel  mit  Rücksieht  auf  die  nach 
deu>  vorhergehenden  Paragrapfien  ihnen  zukommenden  Zeichen 
durch  p^jt  pi  t  pil   so   ist   nach  g,  3.  ß)   in    vcilliger  Allgemeinheit: 

Po  —  (n^—s:)CQ&ßn—  (6(j  — 7/)cosßö, 

;?,  ^  («1  —  ^)  cos  Pi  —  {Äi   —  f/)  cos  C5£|  , 

p^  zr=  (a^  *-  x)  CDS  j&2—  (6a  —  ^)  cos  ct^. 
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Indem  wir  jetzt  r)ie  er^fe  und  zvieite  Axe  etwas  näher  ms 
Au^e  fassen,    wollen   wir    uns  von  dem  Pol  zwei  Gerade  1^  und 

Xj  ausgezo2:en  denken ,  deren  Kichtun^en  mit  den  positiven  Kich- 
tungen  der  ersten  und  zweiteit  Axe  iibereinstimmen ;  die  von  <ien 
Geraden  L^  nnd  />,  mit  dem  positlieii  Theile  der  a:»Axe  ehi- 
gesfhloftsenen,  von  dem  po.sifiven  Theile  der  ar*Axe  an  durch 
den  rechten  Winkel  {a:y)  hindurch  von  0  hi\s  360^  gezfihlten  Win- 
kel bezeichnen  wir  durch  <p^  und  qp|  ;  der  von  den  Geraden  Z-n 
lind  JL,  einiseüchlosserie,  thO*^  nirht  übersteigende  Winkel,  indem 
wir  diesen  Winkel  al*«  po^titiv  oder  negativ  betrachten,  jenachdem 
man  ^\c\% ,  um  von  der  Linie  L^^  an  dureh  diet^en  Winkel  hindurch 
zu  der  Linie  L]  zu  |^elan*jen,  in  gleichem  oder  ungleichem  8inne 
mit  der  Richtung^  bewegen  nms«:,  welche  man  ein^ehlagevi  musSj 
um  von  dem  positiven  Theile  der  ;r-Axe  an  durch  den  rechten 
W'inkel  {a:t/)  hindurch  zu  dem  positiven  Theile  der  tf-AiLe  zu  ge- 
langen, soll  mit  Rjjckjsieht  hierauf  durch  1%^  bezeichnet  und  nun 
durch  die  Winkel   (jp^  und  <p,   au4*gedrückt  ^verden. 

Die  von  der  :j>Axe  und  ?/  Axe  eingeschlossenen  vier  rechleü 
Winkel  sollen,  in  ge\iribnlither  Frdge  genontmen^  der  erste^  zweile. 
dritte,  vierte  rechte  Winkel  genannt  werden. 

Wenn  L^^  im  ersten  rechten  Winkel  liegt,  so  überzeugt  man 
sich  durch  eine  einfacbe  Betrachtung  von  Fig.  3.  auf  der  f^telle, 
dass  nur 


oder 


oder 


also  nur 


«'oi  ~^i  —  9u* 


—  w^ji  =  360"  -  (tpi  —  qPo) . 


—  tooi  =  <Po  —  9^1  5 


w^yi  =  ^j  —  9?i,    oder    w^i  =  (9?!  —  qo^)  —  ^^0*^ 


sein  kann. 

Wenn  L^  im  zweiten  rechten  Winkel  liegt,  so  liberzeutjt  nianl 
sich  durch  eine  einfache  Betrachtuni|  von  Fig.  4.  auf  der  StelleJ 
dass  wiederum  nur 


oder 
oder 


»Ol  =  9i  ^  9^0 » 


—  «Ooi  =  9^0^  Vi 
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also  nur 

sein  kann. 

Wenn  L^  im  dritten  rechten  Winkel  lie^t,  so  überzeugt  man 
sich  durch  eine  einfache  Betrachtung  von  Fig.  5.  auf  der  Stelle, 
dass  nur 

oder 

woi  =  360<^— ((Po — <Pi ) , 
•oder 

—  «?oi  =  g>o  — 91? 
also  nur 

Woi  =  g?i  —  <Po    o^Jer   Woi  =  {fpx  —  g>o) +360^ 

sein  kann. 

Wenn  Lq  im  vierten  rechten  Winkel  liegt,  so  überzeugt  man 
sich  durch  eine  einfache  Betrachtung  von  Fig.  6.  auf  der  Stelle, 
dass  wiederum  nur 

«'Ol  =  9^1 -"9^0» 
oder 

woi  =  3600— ((po  -  <Pi), 
oder 

—  M7oi=g)o"~<Pi; 
also  nur 

sein  kann. 

Folglich  kann  nur 

«'Ol  =  <Pi  —  9^0  o<Jer  tuoi  =  (<Pi  —  9o)  T  3W> 
sein 9  und  es  ist  folglich  ganz  allgemein: 

cos  tuoi  =  C08  i^i  —  9>o)  y    8>n  ^oi  =  8»n  (9i  —  ^^o) ; 

folglich  in  völliger  Allgemeinheit: 

cos  Wqi  =  cos  <Pq  cos  (pi  -f  sin  g>Q  sin  g^i , 
sin  ti^oi  =  cos  9)0  81^  Vi  —  s>D  9^0  cos  ^x  • 

Aus  Fig.  7.  erhellet  aber,  dass  immer 
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oder 
oder 
oder 
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<]Po  =  «0 1     950  =  *J0**— j(?o ; 


also  offenbar  ^anz  alti^emem 

cos  (^Q  =  cos  er^ ,     siriqp(j^:cos/?o  J 
und   eben  *«o  ^anz  adfremein : 

cos  (J?!  =  CnS  Cfj  ,      6irt<pj  ^GOS  j3| 

ist     Also  ist  nach  dem  Obigen  rn  völliger  Älli^enietDheit : 

i    cos  lO^i  ==:  COS  ßjj  COS  Ofj  +  COS  ^q  ^^^  ßl  * 


3) 


sin  Wqi    ^=  cos  Offl  cos  ßi  —  cos  jS^  cos  £lf| . 


Haben  Wi2  und  w^a  In  Bezug  anf  die  zweite   unri    dritte  Ai 
und  in  Bezug  auf  die  dritte  und  er^te  Axe  ganz  ähnliche  Bedeu- 
tung wie  ic^Qi  in  Bezug  auf  die  erste  und  zweite  Axe;  so  ist  uacb  3): 


uod 
S) 


•I 


cos  fCi2  ^  *^os  «1  COS  cf^  +  cos  ßf  cos  ß^f 
sin  Wi2  =  cos  of|  CO«  /?j — cos  ft  cos  ctg ; 


.  cos  i€2o  ^=^  cos  cfa  cos  a(,  +  cosjSaCosjffoj 

'    Siu  «?2o  =:  cos  ffg  cos  jÖq  —  COS  ßj  COS  CC^y, 


Hieraus  findet  man  leicht: 

cos  tOi  12  COS  t020  ^=       cos  OTq  COS  ßj  COS  <Sl^  -f  cos  %  cos  j9|  cos  Cf2  COS  ^} 
+  cos  ß^  cos  ;?!  cos  ß^^  +  cos  ßo  cos  Cfi  cos  «2  COS  ^, 

sin tTi 2  sin  tP2o ^ — <^ös  cr^  cos  or,  cos  ß^^  -f  cos or^^ cos ßj  cos  cf^ cos /S^ 
—  cos  Pq  cos  (3i  cos  «2®  +  cos  (3(1  cos  «|  cos  cf2  cos  h 


und 


sinici2cosiu-2o=^      COS^COSO^i  COSOf^COSjffa— COSOf^COSj?!  cosot^* 
cos  ß^i  COS  ^i  COS  CC^  cos  1^2  +  cos  ß(^COS  ai  COS ß^^f 

costi7|i^  sin  te^o  ^  —  cos  «^  cos  ofi  cos  ofj  cos  ß2  —  cos  o-q  cos  ß^  cos  /?a* 
-|-  cos  ^0  cos  j3|  cos  €^  cos  ftj  +  cos  /S(j  cos  cTi  cos  a^t 


i 
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also,    weil  , 

cos  CL^  +  cos  ß^  =  1 
ist: 

C*OSt(7i2COSt«20  —  sin«(7i2SiDt(?2o=         COSa^COSCti  +C08ßQC0Sßi, 

sin  tD|2  cos  t<?2o  +  cos  Wi2Sin  t<?2o=  —  (cos  «o  cos  ßi  —  cos  ßo  cos  «5f, ) ; 
folglich  nach  3): 

cos  Wqi  =  cos  (Wi2  +  W20)  *      Sl"  ^01  =  —  •**"  (^1'2  +  ^''«o)* 

Daher  ist  überhaupt: 

/  cos  tToi  =  cos  (Wi2  +  W20)  f 

6) <  C0SWi2  =  C0S(ll?20+ M'oi)* 

(  cost020  =  cos  («Toi  +  M?ia) 
und  : 

isin  i^oi  = — sin  (V)i2  +  «^20)  > 
sin  W20  =  —  sin  {wqi  +  ti?i2). 
Weil 

cos  (Wqi  +  Wi2  +  «>2o)  =  COSWoi  COS  («0i2+«'2o)  —  Sin  WqI  «»0  (M?i2+tU2ü)> 

sin  (wqi  +  Wi2  +  «?2o)  =  '•'»"  «<^üi  cos  (m?i2+«?2o)  +  cos  Wqi  sin(t0|2-f  ^2o) 

ist;   so  ist  nach  6)  und  7): 

cos  (woi  +  Wi2+w'2o)  =  cos  «Toi  +  sin  Wq^^, 

sin(woi  +  Wi2+w?2o)=sin«7oi  coswoi  —  cosfUoisinM?oi ; 

also: 

.    cos  (Woi  +  W?,2  +  W?20)  =  1 » 

(   sin(«?oi +«?ia+«'2o)  =  0; 

welche  Formeln  wie  die  früheren  ganz  allgemein  gültig  sind. 

Die  drei  Perpendikel  po>  Pi>  P^  sind  nicht  unabhängig  von 
einander^  sondern  es  findet  zwischen  denselben  eine  Gleichung 
Statt,  welche  auf  folgende  Art  leicht  gefunden  werden  kann.  Die 
drei  Gleichungen  2)  bringt  man  sogleich  auf  die  folgende  Form: 

Po  —  («0  cos /?o  •— ^0  cos  ao) = y  cos  ofo — Ä?  cos  j5o , 

Pl  —  (Oi  cos  ßi  —  ^1  cos  Ofi)  =r  y  cos «i  —  iF COS  jSj  , 

P2  —  («a  COS  /?2  —  ^a  cos  a^) = y  cos  «2 — a:  cos  ß^ ; 
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nach   J)  also  auf  die  Form: 

i/^o  —  <3o  =  ly  <^os  «0 — ^  cos  ft, , 
Pi  —  ^1  =  V  ^^^  ^1  —  ^  ^^^  ßi  j 
p%  —  (^z^^  cos  «a  —  .T  Cos  ßj ; 

[Dultiplicirt  man  dle^e  Gleich ungen  nach  der  Reihe  mit 
sin  Wi2,^  C06 «I  cos §2,  —  cos ßj  cos ecg , 

sin  ai?m  ^  cos  %  cos  ß^  —  cos  ß^  cos  cr| 
lind  addirt  ele  dann  zu  einander»  so  erhält  man  die  Gleichung 

10) 
(Fo— ^o)sin««'M+(Fi  — ^i)8inM'2o+(;?»-^öj}sinfOoi  —0 
oder ; 

'  II) 

p^  sin  1^1 2  +  pt  »'  fi  ^''ao + P2  ^*"  *^cn  =  C^q  «i«  Wj  9  +  öj  sin  t^^H^  65^  sin  w^) 

Sind  Pij',pi',  Pa'   die  einem  befiebigen   anderen  Punkte  em 
sprechenden  Perpendikel^  so  ist  eben  so:  J 

Po'sinwift+/?i'sinwj2ü+Pt'sinw?oi  =  ÖoS>^«^i*+t5i  stnwao+t^jsinfPoi 

also  durch  Suhtraction ; 

12) 

(Po— Pü')sin  wja  +  (pj  — piOsin  w^t,  +  (p^  ^PaOsi"  «Ooi  ==  0- 

Wenn  man  aus  je  zweien  der  Gleichungen  9)  zuerst  y,  das 
^  elimintrt,  so  erbätt  man  : 


i 


\ 


13) 
und: 

14) 


a:sin  Mq!  ^  {p^ — ^  ä^)  cos  K|  —  (pj  —  öäi)  cos  ß<j, 
a:  sin  Wi  j  ==  (pi  —  Ö| )  cos  «^  —  ( Pa  "  ^*)  cos  «i , 

xsin  fUao  =  (Pa  —  ^tt)  cos  Co— (po— Üq)  cos  oj 

^8infüoi  =  (pa— So)cos^i  — (p,  —  Öl)cos|J^J, 
ymnwi^  =  (pi  —  ö,)  cos/?^'— (p«  —  ö^)  cosßj , 
y  sin  fö^y  =  (p^  —  ö^}  cos  ^q  —  {p^^  —  ög)  cos  ^S«. 


Durch  je  zwei  der  Grtlssen  p^,  p^,  pa  wird  also  die 
des  Punktes  {wy)  vollkommen  bestimmt,  aber  offenbar  nur 
wenn 


in  ailffemef7ter  analytischer  Etitwicheiyiig^ 
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verscHfiinden,  wenn  also  die  drei  angenommenen  Axen  sich 
Inseitig  schneiden  j  wastTir  demnach  ImFoJi^enden  stets  Toraus- 
II  werden. 

Wir  wollen  jetzt  die  geometfische  Bedentiitig  der  in  Folge  der 
liung  11)  Constanten  Grosse 

Po  sin  w,  2  +  Pi  si  n  wti^  4-  p^  sin  tp^i 

leben.  Za  dem  Ende  bezeichnen  wir  die  Durchschnitts- 
^e  der  Isten   und  ^ten^   2ten  und  3t6n,    3ten  und  Igten  Äse 

cti?e  durch  A^i^j  ^12»  ^^uj  i^nd  den  FlächeDinhalt  des 
den  drei  Axen  hegran^ten  Dreiecks  A^^iAi^A^^^vifth  A,  Jeder 
drei  Axen  wird  nach  dem  Obigen  eine  positive  und  eine  ne- 
'€  Richtung  beigelegt.  Die  drei  Seiten  A^yx^\%y  ^12^20^ 
rfjji   des  Dreiecks  ^^i -^'11-^20  wollen  wir  als  positiv  oder  ne- 

betrachten,  jenachdem  sie  von  den  Punkten  ^01  >  '^12*  ^20 
Bich  nach  den  positiven  oder  negativen  Richtungen  der  Axen, 
men  diese  Seiten  lies^en,   hin  erstrecken,    und  mit  Rücksicht 

uf  respective  durch  a*j  ,  .%,  Jq   bezeichnen.    Weil  die  Grosse 

j^osin  ti?i2  +  px  s""  **^2o  +  PaSin  Wiji 

taut  istj  80  wird  es,  ohne  der  Allgemeinheit  zu  schaden,  ver- 

t  sein^    dieselbe   auf  einen   bestimmten   Punkt  zu   beziehen^ 

wir    den    Punkt   A^^    nähten   wollen,    für    welchen   p^-=.% 

:0,    und    also   der    Werth    der    obigen   Grcisse   p^^wMüf^x    ist, 

en    wir   daher   von    jetzt   an    nur    in's  Auge  fassen  werden, 

der  gewii^s  sogleich  durch  sich  selbst  verständlichen   Fig.  8,, 

negativ  und  p^  positiv  ist»  erhellet  auf  der  Stelle,  dass  in 

Fällen 

biglich 

*o  *i  H 

Lus  der  eben  so  durch  sich  selbst  verständlichen  Fig,  9., 
negativ  und  p^  negativ  ist,  erhellet  auf  der  Stelle ^  dass  in 
Fällen 


PäßSintüoi 


2^  ^  %^p^ ,    %A  ==  .^y  Äi  sin  w>oi ; 


dl  xxxvin. 
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406 

und  folglich 


6 runer t:    Das  System  der  DreHinien-Coordifiafen 
4^  =  M^Mi^p^  sin w^i , 


/^^»"iMJoi  — 


Jfy  ^1  S'i 


Igt     Daher  ist  ganz  allgemein : 


4z/« 


*o  *i  Ja 

und  d^ber,    wenn  wir  (1er  Kürze  wegen 

4^2 


J^ 


%*1  *3 


15) 

setzen j  auch; 

16)  .     .     .  p^mwwi^^piniuw^^  p^Bmu\^i—J, 
und  naturlieh  auch: 

17)  *     ,     ,  öo8in«fi2+ öl  sinffjjo  +  öjsinwjQj  ==  «/, 

Wenn  die  drei  Aren  sich  in   einem   Funfite    schnetdeUf   rstp 
für  diesen   gemeinschaftlichen  Durchschnitt^punkt  ^(^=^0,  pi^^l 
ja^^O,    also: 

/?Q  Sin  iP|2  +  pi  sinfPjp  +  pa  sin  M?i)j  =  0^ 

und  folglich,   da  liherhaupt  die  Grösse 

PoB\nwi^  +  Pi  sin«S2o  +/?a8in  tt'oj 

constant  ist,   ganz  allgemein: 

18)  .     .     .  Po  ^"'"  «^12  +  P\  s<n  «^20  +  P±  sin  <%i  =  ö« 

Die  drei  Perpendikel  po»  Pi?  Vi  betrachtet  mau  als  eine 
neuer  Coordiuaten  des  Punktes  f.Ty),  und  hat  drestelhen,  weil  ^ 
sich    auf  ein    System    dreier   sich    schneidender    Axen    beziehe 
Dreilinien  -Coordiuaten   genannt. 


g.  5. 

Hauptsächtich  müssen    wir  jetzt   zeigen*    tlass   die  GletcbQO| 
einer  jeden  geraden  Linie  auf  die  Form 

1) Lp^^Mp^i  Np^  =  ü 

gebracht    werden    kann,    wo    X,   M,  N   constante    Grösser» 
zeichnen. 


4n  aligemeHter  analytischer  Eniwickelung- 


407 


In  Bezug  auf  das  Coordtnafensylem   der  xy   hat  EiekaiititJich 
die  Gleichung  einer  jeden  geraden  Linie  die  Form : 

^2) Ay~Bx^C=Q. 

Well  nun  nach  g.  4  9) 

iPo  —  ^o  +  ycos«o  — .i?cos(3(„ 
p^  i^  Ö|  +  y  cos  of|  —  :r  cos  ^i , 
p^  =  Öa  +  ^  cos  «2  —  ^  *^os  §^ 
^    so  wird  die   Gleichung   1),    wenn  man  diese  Griissen  in  die* 
eibe  einführt: 


(LcoßCffj  +  Jf/cos^ +iVcascfa)3f  j 
—  (Lcos(So+^^cos(3i  +iVcoe|?a)Ä'  ^  =0, 


sei 

^Bd  vergleicht  nuin  nun  diese  Gleichung  mit  der  Gleichung  2),  so 
Vhält  man  zur  Bcstintmung  der  Grüssen  JL,  M,  N  die  drei  fol* 
(enden  Gleichungen : 

i  cos  Or^  +  ^/ cos  % -f- JV  cos  Kj  ==  ^ , 

L  cos  (3i,  +  />/  cos  ft  +  iVcos  ß^^^B^ 
MuJtipHcirt  man  diese  drei  Gleichungen  nach  der  Reihe  mit 

|COS|?i  — t5i  COSjSj,      6>i  COSß^— Ö^COS«!  j      CQSaiC0»ß2_—CQfißiC0BtX^ 

nd  addirt  sie  dann  zu  einander,   so  erhält  man,   weil 

COS  «0  {^2  ^^^  ßl  —  ^l  ^OSjff^) 

+  COS  ßo  (Öl  COS  cfj  —  ü^cos  cf] ) 
+  0Q  (cos  cf,  cos  j3a  —  cos  ß|  cos  osa) 

=        00  (cos  ßl  cos  j3.2  ^  €  O  S  J? j  cos  %) 
+  öl  (cos  %  cos  l^ü  —  cos  jffj  cos  Oq) 

+  £)2(cos  R^,cos  ßl  —  cos  jS^  cos  cci) 

X(^()Sinwis  +  W]  sinti^so  +  cSaSinwoi) 
[  =  ^  (ö^  cos  |3i  —  öl  cos  ß^  +  B({Ai  cos  €t^  —  öj  cos  &] )  +  Csin  w^  j. 

Multiplicirt  man  die  drei  ohigen  Gleichungen  nach  der  Reihe  mit 

27* 
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und  adtltrt  sie  dann  zti  einander,  sa  erhält  man»  weil 

cos  «I  (Öq  cos  1^3  —  5^  cos  j3y) 
+  cofl^i  (Qj  cos  efy  —  öö  coe  cfj) 
+  öl  (cos  «2  cos  ß^  —  cos  j3j  cos  «q) 
^      öo  (cos  ttj  cos  (3a  -«  cos  jSj  cos  cf^) 
+  Öl  (cos  <%  cos  |5o  —  cos  ß^  cos  «(,) 
+  «2  (cos  «tj  COS  ßi  —  cos  ji?Q  cos  «, ) 
=i     öo  si  n  wj^a  +  ö  i  «t  n  w^^  ^^^mn  Wq, 
ist: 

ilf  (ÖQsin  ti^i^  +  Q,  sin  1020  +  ögsinwoi) 

^s  .4  (öJ^cos/Sj  —  cäg  cog)3o)  +  B  (ö^cos  «(, — QqCos  ct^  +  Cfilnii 

Multiplicirf  man  die  drei  obii^en  Gleichungen  nach  der  RdiM 

0|C0S|3^ — Ö^>cos(3i,    ß^cosofi— Wicosofo,    cosßocos|3|— cos/J^ö 

und  addirt  sie  dann  zu  einander ^  so  erhalt  man,  weil 

cos  ot^  ( ü,  cos  ß^  —  öo  cos  ßi ) 

-|-  cos  ß^  (ß^  cos  Ofj  —  G)^  COS  tt^) 
+  Ö2  (cos  «0  COS  /5j  — -  COS  ^(1  cos  ßj  ) 
^        Öq  (cos  Cl£i  cos  ß^  —  cos  j^i  COS  tt^) 
+  öl  (cos  Of2  COSßo  —  COS  ß^  COS  CTq) 

-f  ö^  (cos  Oo  C09  j?i  —  COS  Po  cos  ßj  ) 
^     öo  sißt<?i2  +  ^1  sin  M%j  +  ö^si  n  «x?oi 


ist: 


L  = 


^  ^  (öl  COS  /Jq  —  00  cos  ß^ )  +  i5(öy  cos  Ui  —  01  COS  Cq)  +  Call 

Also  ist: 

3) 

y|(öaCosj3|  —  Si  coej5j)  -f-  ßf^icosc^ — ö^cosai)  +  Csid' 


CJo  sin  W]  ^  +  G)i  si  n  w^o  +  («>»  s* "  ^^01 
_J(öoCos^a  —  Ö^cos  j?o)  +  ^(Ögcosat)  — Öpcoscta)  +  Csini 
Q^sint^j^^^^sinf^^Q-Kö^sinx^]^ 

^(öicos  1^0—  öpcosffi)  ~\^ß{^^ü<isai  —  öl  cosKo)  -f  Csioi 


N 


00  sin  Wi^-^-  Qi  sin  u^o  +  03  sin  w^^ 


in  allgemeiner  atmlplischer  EnMckelung. 
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Diese  Formeln  tierern «  wenn  nur  nicht 

G^QmntCi^  -|-  »]  sin  11730  -f  ^^sinu?!^!  =^0 

t,  wenn  also  die  drei  Axen  ^ich  nicht  in  einem  Punkte  äclinei- 
ilD  (§.  4,)*  für  L,  M^  N  immer  endliche  völlig  heefimmte  Werthe, 
»raus  also  zugleich  erhellet,  dass  wir  im  Folgenden  vorauszu- 
tzeii  genothigt  sind,  dass  die  drei  Axeu  sich  nicht  in  einem 
inkte  schneiden,  wie  von  jetzt  an  geschehen  soll 

Man  kann  die  Ausdrücke  für  X,  M^  N  auch  anf  rolgeode  Art 
li reihen : 

4) 

A  (0g cos ßi  —  <3|  cos ß^)  —  B (Qg cos  «i  —  Ui  cos 0%)  "|-  Csin  ii?|g 
0i^  siQ  {(?|g  -1-  ^1  sin  fc^go  -f  ^s  sin  %e70| 

A  (^ü  cos  /?3  —  ^gcos  ßo)  ~  B  (^0  cos  a^  —  ^^  cos  gp)  +  Csin  tgg0 

"^  Op8in«£i2+ i3|Stnjf?20~l^  ^2^i"^oi 

j^ A{(^iCo&ß0^(^QCosßi)  —  ^(0;  cösi%^0ocosgi)  -|-  Csinwoi, 

i»d6T  auch  auf  folgende  Art: 


I 


5) 
Qif^coscj  —  Acosß^) —  {^^(Bcosai  — Acosßi)  +  Cslnwi^ 

öa(i?coSEt^y  —  ^Jcosfe)  —  0|>(gcos%  —  JcQs/?a)  +  Cfjinw^g 
^5  sin  füi  g -f- Oi  sin  i;«?20  ~f~  ^2 '^^'^  ^01 

tüo(igcos  g|  —  ^  cos  jgj )  —  «1  {^cos  cfQ  ^^  cos  ßiy)  -f  Csin  gi?qi 
"^  Qy  si  n  M?i  a  +  öl  sin  w^o + w^sin  Woi 

Sind  a;,  ^j^  die  rechtwinkfigen  Coordina^en  eines  heliehigen, 
der  get»ehenen  Geraden  liegenden  Punktes,  und  hezeichnen 
ßj^  die  ISO*'  nicht  ühersteigenden  Winkel,  welche  die  eine  der 
^.den  Richtungen  dieser  Geraden,  die  wir  wie  gewöhnlich  ihre 
positive  Richtung  nennen  wollen,  mit  den  positiven  Theilen  der 
a:*Axa  und  der  */-Äxe  einsehllesst^  so  ist  nach  §.  3*  I)  die  Clei- 
^hong  der  Geraden : 

■  ^  cos  a^ — OS  cos  ß^  +  (fl;^  cos  ßi  —  6x  cos  Of^)  ^  0 , 

man  kann  also  im  Obigen 


4A0 
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i4  ^=  cos  a; ,     ^  :=:  CO  s  ß^ ,     C  :=  ö;  cos  ßj  —  b^  cos  «; 
setzen.     Also  istt 

jE^COS  Cf jj  —  ^  cos  jS(j  =  cos  «0  cos  ß^  ^  cos  /?Q  cos  flf;^ , 

BcQB ct^  —  A  cos j3|  ^  cos«!  cos /?;^  —  cos  ^1  cos a^^ 

B cos  Ct^—Ä  cos  ^a  =  *^**S  "«  *^0S  )?;  --  cos ß^  ^OS  Üf;^. 

ß^zeichneri    ivtr  duü^   von  deai   Pol   auf  die   gegebene  Gerade  | 
gefällte^   nach    den    froher   j^egebenen   Bestimmunwefi    gehörig  »is 
positiv  oder  als  negativ  betracbtete  Perpendikel  durch  ^^\   so  ist  1 
nach  §.  3.  6); 

und  bezeichnen  wir  die  von  der  pD.siHfen  Richtung  der  geirebe' 
nen  Geraden  mit  den  positiven  Richtungen  der  drei  Axen  einge* 
schlössen en,  J80**  nicht  uhersteiiienden  Winker,  indem  »vir  dies« 
Winkel  als  pcj^jitiv  oder  iiei;aliv  hetrachteii,  jeuachdenj  man  4Jich, 
um  von  den  positiven  Richtuos^en  der  Axen  an  durch  diese  Wiij« 
kel  hindurch  zu  der  positiven  Riehtuni^  der  gefi^ebenen  Geraden  xtt 
q:elaiig;en,  in  gleichem  oder  uni^Heichem  8inne  mit  der  Ricbtunf 
bewegen  mussj  nach  ivelcher  man  sich  bevvei^^en  muss^  am  von  Am 
positiven  Theile  der  Axe  der  o:  an  durch  den  rechten  Winket  (xij) 
hindurch  zu  dem  positiven  T heile  der  Axe  der  y  zu  gelanga, 
durch   mjqj  ,  w,^,  w^}^    so   ist  nach  §.  4.  3)j  4),  5); 

sin  W7q;  =  cos  «(j  cos  ß^ —  cos  jSy  cos  ÜL'^ , 

sinw^^  ==  cos  «1  cos  j3;i^  —  cos/?i  coscf^L, 
sin  w,^  =  cos  ce^  cos  ß^  —  cos  ß^  cos  c(^ ; 
also  nach  dem  Obigen: 

B  cos  cfj)  —  A  cos  (3^  ^  sin  w^^ , 

Bcoscii  —Acosßi  ^sin«?^;^, 

B  cos  €tn^  —  A  COS  ß^  ^=  sin  tOg;. 

Hiernach  hat  man  also  nach  5)  für  die  Grössen  L,  M,N\ 
folgenden  merkwiirdigen  Ausdrücke: 


6) 


M 


(5asi»tfJ0Ä  — 6>^iSinigaA  +  ü},^\nw^^ 


w^siniOij  +  Q|  sin«(?20  1"  fji>2sin  m^ji  ' 
^ _ ö^ sin wii  —  ö| sinwjflAjh  öa sm w^^  ^ 
~^  Öo  sintc^j^  +  01  sin  w^q  +  öj  sin  tv^i ' 


in  aUffemeinet  nnaltftisclier  Eniwickelung* 
ler  naeh  §.  4.  17) ; 

/j  ^ Y— — — » 
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M- 


N'~ 


'■~  "  J 


J  seine  aus  §.  4.   bekannte  ßedeatmig  hat 
Zwischen  den  Winkeln 

WQli    tax  9    »^A    und   woi>    «iftj    tv^ 

iden  gewisj^e  Relationen  Statte  zu  denen  man  leicht  auf  folgende 
gelangt.     Naeh  §.  4«3),4)jd)  ist  nämlich; 

cos  «ooA  ^^  cos  lüfQ  cos  (XX  +  cos  (3o  cos  ßx , 

cos  MJiA  ^  cos  Dfi  cos  aA  +  cos  ßi  cos  ß?. , 

cos  «J2A  ^  cos  cfj  cos  aA  4'  *^oß  i^i  cos  /?;. 

I,   V(ie  wir  schon  vorher  bemerkten: 

sin  ttJoA  =  cos  «0  cos  ^a  —  cos  ß(^  cos  «A , 
sin  wtX  =  cos  Gl  cos  /J;.  —  cos  ßj  cos  dca  » 
sin  W2i  r=z  cos  «2  cos  ßx  —  cos  jSä  cos  «;. ; 
kliso  : 

cos  M?o?  coBwii  =      cos  «q  COS  «i  COS  ö/^  +  COS  |?qCosö|  cos  «a  cos  Pa 
^L  -|-  COS  ßo  cos  /?!  cos  j3;.*  +  cos  o^,  cos  ßi  cos  «a  cos  ßi , 

^kn  töoA  sin  wii  ^=     cos  cfp  cos  a^  cos  j3a^  —  cos  jS^  cos  üfj  cos  «;.  cos  j3x 
^f  +  cos  jffü  cos  ßi  cos  «A®  —  cos  a^  cos  j^i  cos  otä  cos  ß), ; 

l^lgtich  offenbar: 

^W  cos  (um — «?iA)  =  cos  cfo  cos  «,  +  cos  ßf^  cos  (3i  , 

M  cos  (w?oA  —  wia)  =  cos  MJ(vi ; 

^Snner  ist; 

»\  n  fOOA  C  OS  TÜI A  =        CO  S  %  C  OS  «1  C  OS  Of A  C  08  ^ A  —  CO  S  ^0  cos  «1  C  OS  cti^ 

—  cos  ßfi  cos  ßi  cos  «;.  cos  (Sa  +  cos  «©  cos  j?|  cos  /?/^, 

cos  looA  si n  wü.  =      cos  cf^  cos  «i  cos  ai  cos  |5a  +  cos  ß^  eis  ffi  cos  ßi^ 

1  —  cos  jSo  cos  (3i  cos  «A  cos  /3a  ^  cos  «o  cos  ft  cos  «a*  ; 
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folglich  offenbar: 

si  n  (woA — via)  =  cog  a;^  cos  ß^  ^  cos  ß^  cos  Ui ,. 
also: 

sm  (wol  — tfliA)  =  sin  tr^i . 

Daher  ist  überhaupt: 

.  cos (Wdi—vw)  =: cos it»oi  j  sin (iooA--tt?i;i)  =  sin  tij^ji , 

8)     j  cos(MJU--2C2A)=costtJi2'  sin  («PIA — W2X)^^smw^2f 

^  CO s  (w2,K —  wqx)  =  CO s  iü2o  »  s* n  (^'^A — ^«?oA)  ^^  ein  lö^o ; 

wo  nach  §.  4.  6),  7)  ein  jedes  dieser  drei  Systeme  zweier  Relation 
neu  eine  Folge  aus  den  beiden  anderen  Systemen  ist. 

Wenn  man  die  Grossen  L,  M ,  N  als  ^gebeii  annimmt j  5» 
kann  man  daraus  die  Grössen  öx  und  ftJ^A,  wiiy  tü%x  finden,  wie 
wir  jetzt  zeigen  wollen. 

Nach  7]  haben  wir  die  folgenden  Gleichungen : 
LJ  —  Ö^sin  tO]  j  ^  Qi  sin  wa;.  —  ö^sin  wix , 
itf /—  eä^  sin  w^xy  ==^  ^3  si"  m?oa  — ^  Qq  si  n  foaA , 
NJ  —  (5a  sin  Wq,  ^  gSh  si n  w?i A — cä|  sin  m?oA  ; 

welche,  nach  der  Reihe  mit  t^^,  q^  ,  tS^  multiplicirt  und  dann  zu  I* 
einander  addirt,  sogleich  zu  der  Gleichung 

iöo  +  jlf  öl  +  NU^  —  Ol  =  0 
fuhren j    woraus  sich 

9) «A  =  irSo  +  ^Öj  +  J^öa 

ergiebt. 

Ferner  ist  nach  dem  Obigen: 

A  ^  L cos ccq  +  M cos  E£i  +iVcofiß2, 
B  =  icosßo  +  Mcos  ßi  +  iVcos  jSj 


und 
also: 


^  =  cos«p,     B^^cosß^; 


co»c;i=^  Lcosöo+  /Hcosßj  -l-iVcosotj, 
cos  ß^  —  L  cüs  Pq  +  iWcos  J3i  +  JVcos  ß^ ; 
woraus  sich  sehr  leicht: 


in  allgemeiuer  analytischer  E>t{tc(cke/miff. 
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10)  .  .  . 
und  : 

11)  ..  . 

ilsci   auch : 

12)  .  .  . 
irgiebt. 


cos  wix  =  L  cos  tüy,  +  31  +  Neos  «*?,  ^ , 

cos  «?2A  ^=  1^  cos  W7<|ö  -|-  McostPi^  +  A' 
sin  M?üA  =  Msin  w^i  —  iV  ein  w^q  , 

sin  toal  =  i^  sin  mj^o  —  Ü/sin  wji^ ; 


ill  sin  ti?ai  —  Ns\t\  fc?ao 
tang  «oA  =/,+  i»lens«o.  +  Wcostc7„ ' 

iVsin  W|2  —  i>  sin  «»m 
lang  tcu  —  X:^sM(„+.W  +  A'cosw,i ' 

XisiniCjD  —  ^/sinwia 


S.  6. 

Wir  uQÜen  jetzt  die  Gleichung  einer  Gerafleu  suchen,  wekhe 
Idureh  zw  ei  gegebene  Punkte  geht 

Bezeichnen  wir  die  beiden  gegebenen  Punkte  durch  (po*Pi'Pi) 
lünd  (po"pi^*P'/)f  die  Gleichung  der  gei^iucbten  (ieraden  durch 

Lp^  +  Mpi^Np^=^0, 

[so  haben   wir    zur   ße^^timniung   von   L,  M3   N  die   beiden   Glei^ 
[rhungen; 

Lp^'i^Mp^'i^Np/^Q; 

|aus  denen  sich,    wenn  G  einen  gevi-issen  Factor  bezeichnet,    die 
lol^^enden  Ausdrücke  ergeben : 

I,  =  «(;,,  >/-p,>."), 

iv=G(/>o>."-Pi'p/); 

laUo  ist 

iPiW-p^%"ypo  +  (PiW-poWrpi + (^ti'Fi '  -'PiWipt  -  o 

Idie  gesuchte  Gleichung. 
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g.  7. 

Wenn  w  ir  unter  der  Voraussetzung,  dass  jetzt  L,  M^  N  drei 
beliebige,  nicht  zugleich  verschwindende  constante  Grössen  be- 
zeichnen, die  Gi'ii8se  pi^  sich  8teti^  verändern  lassen,  und  ßir  jeden 
Werth  von  p^  die  Gr**s*ien  p^  und  p^  '^^  bestimmen,  dass  den 
beiden  Gleichungen  des  ersten  Grades : 

Lp^  +  Mpi  H  A>2  =  0. 

p^^smw^2  +  i?i  sin  ix?2jü  +  Pisin  ic^i  ==  J 

c;enügt  uird ;  so  erhalten  wir  offenbar  eine  ««tetige  Folge  von 
Punkten,  die  in  einer  geviissen  Curve  liegen  werden,  welche  wir 
nun  näher  discutiren  wollen. 

Zu  dem  Ende  nehme  man  in  dieser  Curve  zwei  beliebige 
Funkte  (/Jo'p/Pa')  ""^  ipo'^'Pi^'P'i')  ^'J/  deren  Coordinaten  alsn 
den  Gleichungen 

genügen j  und  lege  durch  diese  beiden  Punkte  eine  gerade  Linie, 
welche  tnli^Iich  nach  dem  vorhergehenden  Paragraphen  durch  die 
Gleichung 

(pi>2''-/V/>/0;^-^(;j2>V'-Fo>2'')/^if  (A//h'-7^iW0?*2^ft. 

wo  natürlich  int m er 

pp^infüi2  +  pi  sii»w?20  +  p^shiWQg^^J 

ist,   t'harakterisirt  wird. 

Ist  nun  {Po^i^\)  *^"^  anderer  ganz   beliebiger  Punkt  in  unse- 
rer  zu  diÄCutirenden  obigen  furve,  so  ist: 

P(j8intt^j3  +  Pi  siniCiü  +  P^sintooi  ^«/^ 
und  wir  haben  nho  die  drei  folgenden  Gleichungen: 
Lp^'^Mp,*  +  Np^'=0> 


(n  aligemeiner  nnalptiuher  E7Uw(cketung,  415 

Miiltipliciren  wir  diese  drei  Gleichungen  »ach  dt^r  Heihe  zuerst  mit 

Pi"p^-P^"p,,  PiP^'-p^Pi',  Pi'p^'-Pi'pi"-^ 

dann  mit 

Pa"''ü-|Cn.    PiPi,'  -  KP2>    Pi't'o"  -  VJP*"', 
endlich  mit 

P^" Pi  - Pt" P»^    P»Pi'-P.P^',   Po>."-P.'Po"; 

uud  addiren  sie  in  jedem  Falle  zu   einander,   sso   erhalten   wir  die 

folgenden  Gleichungen : 

MPf'p-,''-p^'p,")P^HPi'P»"-Po'P2''}Pi  +  (Po'Pi"-pi'po")  /\l 

=  0, 

' t  (PJ'P^"~P-,' Pl ")PoHP:,'Pt,"-Po'P2")  P,  +  IPo'Pl "-PX  '  Po")  Pl  t 

-0, 

n(px'p^''-P^'Pi'')p^Mp^'Po"-p,>'Pi")pi+iPo'pi"-pj'Pi,")P^'' 

=  0: 
lililso,  weil  h,  91,  iV^  nicht  zugleich  verscliwinden; 

ro  nach  dem  Chicen  zy^ieieh 

Pyy  sin  fi?,2  +  Pl  sin  w^^  +  P^  ein  Woj  =:r  J 
st. 

Vergleicht  man  nun  diese  Gteiehungen  mit  den  ohis^en  Glei- 
|changen  Rir  die  durch  die  E'unkte  (poPi^p^i)  und  (/V;Ji"p2") 
■gelegte  gerade  Linie,  so  i^t  klar,  dajss  der  Punkt  {P^P^P^  in 
[dieser  geraden  Linie  liegt,  und  da  der  Punkt  (Pf^PiP^)  jeden 
[Punkt  der  zu  discutirenilen  Cur^e  repräsentirt,  so  ist  diese  Curve, 
reiche  aus  den  lileichuii^eii 


I) 


LpQ^Mpi  +  Np^  =  0, 

P(y  B\nWi^  +  pl  **'"*  *^2i*  +  /^a  s4  n  «%j  =  J 

»nstruirt  wird,  jederzeit  seihst  eine  Gerade. 

Für    diese    Gerade    wallen    wir   nun    die   Grüssen,    welche    in 

l(.  5.  füT  die  dort  betrachtete  Gerade  durch   L,  31  ^  N  bezeichnet 

[wurden,   jetzt    durch    £»  llt,  tl    hcÄeichnen,    indem   wir    ühri^en^ 

llle  dort  gebrauchten  Bezeichnungen  auch  hier  fnr  die  durch   die 

Gleichungen  1)  charakterisirte  Gerade   beihehalten.     Daher  haben 

Iwtr  nach  §.  5.  für  diese  Gerade  auch  die  Gleichungen ; 
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Auä   den  beiden  Gleichungen : 
folgt: 

im  -  xH)po  =  (^sr— i^M)pi , 
iLm-Mt)p^  =  (Air  -- 1.11) Pft, 

{im-  Nm)p^=  (Lm  -  Mt)p^. 

Weil  die  drei  Äxen  sich  nicht  in  einem  Punkte  schneiden  dur- 
fen,  so  können  Po>Pi>  P%  ^'^^  zugleich  verschwinden,  und  da 
intmer  eine  der  drei  Äxen  noth wendig  von  unserer  Geraden  ge- 
schnitten werden  Tnuäs,  so  wollen  wir  annehmen,  das»  dies  die 
erste  Äxe  sei.  Dann  kiionen  wir  jp^  ===  0  setzen  und  erhalten  da 
her  ans  den  drei  obigen  Gleicbungeri  die  beiden  foJf^enden: 

{j^m—Nm)pi  =  (^,  (Mif--ivm)p2  =  0; 

also»    weil,   da  Po^O  gesetzt   worden   ist,  p^    und   p^  nicht  z« 
gleich  verschwinden  können : 

und  rolglicfa  nach  dem  Obigen  für  jedes  p^i 

alsoj  weil  Pq  nicht  allgemein  verschwindet,  da  die  erste  Axe  von 
der  Geraden  geschnitten  wird: 

»o  daes  wir  also  die  drei  folgenden  Gleichungen  haben: 

Da  eine  der  drei  Grössen    /j,  M,  N  jeden  falls   nicht   verschwin- 
det, so  wollen  wir  etwa  annehmen,  dass  dies  die  Grosse  h  sei,  und 

t=GL 

setzen;   dann  ist  wegen  der  obigen  Gleichungen: 

L{Vi -  GM)  =3  0,     LiGN--n)  =  0; 
also,  weil  L  nicht  verschwindet; 


r 


tn  allgemeiner  analytiscJier  Entttickehmg* 

so  dass  wir  also  die  drei  folgenden  CTleichungen  balien : 

t=GL,    m  ==  G3f,    tt  =  GN. 
Nach  $.5.  10),  11)  bt  nun: 

ct»8  wox  ^^  £ + IIT  cos  Woi  +  3t  eoBW2o  * 
cos  wu  ^  £  cos  tt?oi  +  |lt  +  H  cos  Wi  ^ , 
coe  tt>3;.  :^  jC  cos  «j^q  +  Ut  cos  t^i  3  +  H 

sin«?o;i  =  JJlsinMoi  —  Jlsinw^y, 
sin  wix  =  Jt  sin  t^^i.^  —  £sin  tP(,i  * 
siu  w*2X  :=  £sin  w^to  —  ^  ^'"  '^'it  5 

ilso  nach  dem  Vorhergehenden ; 

cos  fi?oA  =  G{L  +  3/ cos  ic'oi  +  i^f^cos  w^o) » 
cos  wn  ^^G{L  cos  «j0|  +  ilf  +  jVcos  Wi^)  , 
cos  ii?2;.  =  G(L  cos  W2ü  +  iW  cos  Wj  2  +  iV) 
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sin  wqA  ^  6*(j1^/sin i%i  — A'sin  w^o), 
sinfou=  C?(iVRinfi?i2  — Z/5in«£jf,i)» 
sin  ttfii  =  G  (£  sin  «u^^  —  ^  si  11  W|^). 


Weil  nun  offenbar 


■         (L  +  ilf  cos  MJoi  +  iVcoswjo)*  +  {MBinwf^i  —Nmnw^^y)^ 

1  i^  +  111^+ m  +  2i.il/cos  fcoi  +  2ilfiVcos  («?io+«'oi)  +'iiV/.cos  Wj^, 

^  =L^  +  M^+m^  2LMcosw^i  +  iilf/V  cos  w^ »  +  2JVJL  cos  w.^^ 

cos  «JoA*  +  sin  wol"^  =  l 
l 
it;    80  ist  ofl^e^^h«^^: 

3) 
?  =  ±  (L« + ^/^ + JV2  +  21,  J!l  cos  woi  +2^/iVcos  «^i^ +2/VL  cos  w^)-k, 
nd  folglich  nach  dem  Obigen : 
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cos  Wil  ^  i 

C0SM?2A^  + 

und  : 

sin  WöA  ^  + 

äin«7i;.  =  + 

sin  «MA  ^^  + 
al8f>: 

6)  .  .  . 


4) 


^/  $i  i  n  it'oi  ^  A'  8 1  n  *ü^ 


VLH^HiVH2LJfco8M^i+2ilfiV^ci)sw?,a+2^^cos«'».' 
JVsintgi^  —  XsinfUoi 

L  sin  «c^rt  —  i^/  s  hl  «Ti  2 


iW  sin  ttJoi  — iV^Hin  «?2o 
_       iVßi  n  W|  2  ^ —  L  sin  f(?oi 


_       L  sin  W20  ^  ^/  sin  «Cj  ^ 
angt02A  —  /^cosM,^^^  ^  j|lcosM?i2  +  ^ 

Nach  g.  5.  9)  ist: 

Ö  A  =  JtÖö  +  HXt^i  +  KiSa , 

also  nach  dem  Vorhergehenden : 

öA  =  ^(iSi,  +  Jlf  öl  +  Nü^), 

und  fatgUch  nach  3); 

7) 

_    _  ,  _^ l^^ci  +  ^^i+-y^a 

^^  "  ^  V^JL^  +*2+  iV^ + 2Ll*cos fcoi + 2iiriVrcos  w, » + 2iVZ. co« t% 

Das    Erscheinen    cfer    doppeUeri    Vorzeichen    in    aUen   diesen^ 
Formeln  liegt  ganz  in  der  Natur  der  Sache,  weil  jede  der  beid« 


in  ai/ffemeiner  nnalffiischer  Enf^cheiuftg. 
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Rieh  tun  gen  unserer  Geraden  als  die  positive  Richtune^  derselben 

angesehen  werden  kann. 

Wir  lietnericen  auch  noch,  dass  nach  §.  5.,  nenn  u)  und  j3a 
die  von  einer  der  beiden  Iiichtungen  un «serer  (icraden  mW  den 
positiven  T heilen  der  a:-Äxe  und  ;y-Axe  eingeschlnssenen,  180** 
nicht  fibersteigenden  Winkel  bezeichnen, 

COS«A=:=^  —  £C0S«^  -f- IH  Cf>S  «i   f  Hcosofj, 

cos  ß).  —  ß = Ccos  j3o  + 1^  c^s  Ä  +  ^  ^^^  ß±  ^ 

also  nach  dem  Obis;en  t 

cos cix^G(L cos «(j  -f-  M cos  f/|  +  iV"cos a^) * 
cos|S;.=  G(Lmsß^  +  Mcosß^  +  Ncosß^) ; 

pbigltch  nach  3}  r 

1/  COS  %  -|-  jTIf  cos  «1  -{■  Neos  «2 


(Oficf/.— :t 


koftj5Ä  =  ifc 


JL  cos  ft,  +  M f-ns  jS,  +  iV  ros  j^^ 


yXH^/HiVH^ir^cos  Woi+2jlfiVcos  *<?,  2+2iVi  cosi 


Von  jetzt  an  sollen  im  Fofgenden,  ivie  hier,  alle  Symbole 
vte  L,  M,  N;  L* ,  M\  N' ;  u.  s.  w.  immer  drei  ganz  heliel*i»e, 
nicht  zugleich  verschwindende  constante  Griissen  bezeichnen. 


§.8. 

Cm   die    Bedingung    der    Parallelität   der   beiden    dnrch    die 
rleichungen 

eharakterisirten  Geraden  zu  finden,  bezeichne  man  deren  Gleichnn- 
|en  im  System  der  a:jy  respective  durch 

Alf  -  F.Tr  +  C= 0 ,     A'if  —  B\t  i  a^Ox 

|ann  ist  bekanntiieh  die  Bedingung  der  Paraflelit^t: 

AB'-RA*^0, 

nd  folglich ,    weil  nach  §,  5. 
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A  ==  Xcosß^j  +  itfcosai  +  A^coeoj, 

und 

A^  =  U  cos  «o  +  j¥'  cos  ^1 + iV'  cos  a^, 
fi'  —  X'  C05  J5ü  +  Jtf'  cos  ft  +  iV'  cos  ß^ 

(L  coßa^+ Jlfcos  Äj+iVcos  cfa)  C-'  cos  |?(,+^^'cos  ^j-f JV'cos  ß^  i 
-  (£rC08(S^+itfcoö|3^+Ä'co^jS2)(£'cosa^+;i/'cosai+iV'cosa2)  f 
tvelche  Gleichurfg  man  leicht  auf  die  folgende  Form  bnngt: 
{L3f  —  HfL'}  (cos  %  cos  ßi  —  cos  /S^  cos  «i)  j 
-^(3ßN'  —  NiW)  (cosß,  cos  jS^— cos  j3i  cos  t^)  i  ^0, 
+  (iVL'  —  XA"')  (cos  c(2  cos  j^o  —  cos  j^acos  «^J  ] 
Ätsn  ist  nach  den  aus  §.  4.  bekannten  Formeln 

die  gesuchte  Bedingungsgleichung. 

g.  9. 

Es  sei  ipo^ Pi' p^t*)  ein  gegebener  Punkte  durch  ivelchen  eine 
mit  der  ilurch  die  Gleichung 

Lp^  +  Mpi+Np^^i) 

charakterisirten    Geraden    parallele    Gerade    gelegt    werden   soll. 

ßezeicbnen  wir  die  Gleichung  dieser  gesuchten  Geraden  dord 

rpo\^ßfp,^N^p^  =  0, 

so  haben  wir  zur  Bestimmung  von  L',  M\  iV'  offenbar  die  lei-^ 
den  Gleichungen : 

oder : 

(M sin  Wqi  —  iV  sin  W2ü}  X'    j 
+  (N sin M?i2  —  i  sin  t^^jj  Af'    j  =  0. 
+  (£  sin  w^a  —  J/sin  «ü,  2)  i\''    ) 
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in  ftUvemetner  unaipthcher  Enitrickelung. 

ho  ist,  wenn  G*  einen  gewissen  Factor  bezeTchnet: 
X'  ^  G* t Pi ' (L  sin  W20 ^-  ^f^'tn  toj ,)  —  p^'  (A" si n tr?! ^  —  X  sin  w^i)  \ , 
I  Jlf '  ^  G*  1 P2'  ( ^/  »in  M?ox  —  JV  si  n  lu^n)  —  po*  (Lmn  w^^  —  ßlsinwi^)], 
f'  ^  C  Ipo' {^"^ sin Wj 2  —  ^  ®^" ^üi ) — Pt'(^^ ö^ " ^m ^ ^^^^ «%o)  i ? 
|er : 
=  C 1 1»  (Pü' ^iiitt?i3+Pi' sin  w^20+/»2'siii  tooi) 

—  (Lpo'  +  ^Fi '  +  ^>a')  sinic^o  l, 
=  <?'  { iV( pft '  sin  wi  2  4 Pi '  si »^  ^20  +  F2'  ^"^ "  «%i ) 

i'  =  C  l LJ  -  (Xpo'  +  ^%i '  +  ^fh') sin  «^la U 

iV'  =  G'\NJ-(Lp^*  +  .Wp/  +  Np^')^mw^^U 
nd  die  gBf^uchte  Gleichung  Ist  foli^rrch  : 

\  LJ  —  (ipo'  +  ^^Pi '  +  iVjPaO  s'Ti  w,  2  f  Pf,   I 
-HMJ— (LpfZ  +  ^^/^i'  +  ^^jO^^int^sf,!;?,  \  =0, 

+  i  iV/ -=- {£;?/  +  Mp, '  +  iVp^')  sin  w^x  \P^  1 

per,   weil  auch 

^  /7o  sin  Wi  2  +  Pi  sin  Wjo  +  Pi  si  n  Woi  =  </ 


ler: 


§.  10. 
Um  den  DiirchschniH^jpijnkt  der  beiden  durch  die  Gleichongen 
Lp^  ^-  Mp^  4  iV/?2  =  0 .     L>o  +  ^/>i  +  i^>a  =  0 

barakterisirten  Geraden  zn  finden,  wollen  wir  diesen  DiiTch^Jchnitts- 

[iTikt  durch   ip(ap\p^   hezeiehnen:    dann  haben  wir  zur   Be^fim- 

jng  der  Coordinaten  p^,  p^,  p^  die  drei  folgen  den  Gleichungen.' 


'littii  XXX vMi 


SB 
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Po  si n  fu,  2  +  Pi  s'i n  tujo  +  p2  **" "  ^m  —  ^  \ 
no  bekanntlich 

ist.     Aus  den  beiden  ersten  Gleit: biingen  folgt,  vveim  G  einer» 
wissen  Factor  bezeiebnet: 

;?o=  G{MN'  -NM'), 

p^—  G{LM'  —  MU)\ 
also,  wenn  man  diese  Ausdrücke  in  tlie  ilritte  Gleichung  einlöhrl; 

r^ ^ 

und  folglich  nach  dem  Vorhergehenden: 

(3ir^^^-NM%ß  _  ^_ 

^ö~(2.M'--ML0sinM?oi  +  (MN'^NiW)  sir»  m-,  a+  (NÜ—LIV')  ginict»' 


;'i=; 


(NL'  —  LN*}J 


{LM'-MV)B\nw^i  +(MÄ'-'AW>inu;,j  +  (iVi'— i.A')  sin  *r,i'y 

_^ {LM-ML'yJ 

^^-{Lm*~Mi4')B\nw^^  +  {miS*—NM*)  sh»  W7,g  +  (AX'— jLiV')siin%^ 

Wenn  der  gertieinschaft liehe  Nenner  ver^ebH inriet  und  tiad 
§.  8.  also  die  beiden  gegebenen  Geraden  eiiiander  parallel  ml 
so  führen  die  vorhergehenden  Ausdrucke  auf  das  8ynd»ol 
UnendlicheT), 


§.  11. 

Wir  wollen  jetzt  zunächst  die  Elntf'ernufig  E   der    beiden  ^d 
gebenen   Punkte   {poP\*P%)   "n^    iPi^**Pi'p%)    *on    einander 
stimmen. 

Bezeichnen  wir  zu  dem  Ende  die  rechtwinkligen  Coordinatö 
dieser  beiden  Punkte  durch  x\  ^'  und  a:",  y" ,  so  ist  bekanntlicli 

JPo'  — (%  — ^Ocos^ü  — C^o— S^')cos«oi 
Pi' =(ai  —  ^')  cos  ßi  —  (6i  -  3^')  cos  a, , 
^ä'  =  (fla  —  ^')  cosß^  —  0^ — ^')  cos  «a 
und 
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/?o"  =  (<»0  —  -^'O  cos  ß^  -^  (Äo  ~^")  cos  Ofo  , 

pi"  ^  («I  —  o;")  cos j3|  —  (^1  —  y^*)  cos ßj , 
P«"  =  (fl«  —  -^")  cos  ßa — (6a — ^'0  cos  «j ; 

!|  Po'— ;?/  —  (:r"— ^')  cos(3^>  —  (/'—/)  cos«o, 

I  Pt  —  p4*  =  (^"  --  ^0  cos  j32  —  (1/^  -^  y')  cos  «a ; 

d  folglich: 

m  (^'— ^")*cos  j3, *  +  (/-3^'')«cos  1^,2 --  2(;i;'^a:")  (y'-/')cos «i  cosft, 

=  (o:'— ^")^co»j3aH  (3('— ^")*cos«4^-2(a;'-j7"){/-3^'')cosßicosj3a^ 

^lolttplkirt  man  diese  Gleichungen  nach  der  Reihe  mit: 

i  cos  %  cos  %  (coF  «2  COS  /?2  ^~  t^ös  jffi  COS  Og)  ^  COS  a|  cos  %  sin  tpi^ , 
[  coe  a^  coi*  ofQ  (cos  cr^  cos  ß^  —  cos  jSj  cos  «o)  ^  cos  Cic^  cos  ofo  si  n  m?»o  j 

f  COa  «0  cos  Cfi  (cos  Cfg  cos  ^1  —  cos  j?(j  cos  ß]  }  =  cos  «o  cos  Cf^  sin  Wqi 

addirt  sie  dann  7m  einander^  «^o  erh^^lt  man: 

( Po'  ^  Po"  )^  cos  ö|  cos  «2  Si »  Wia 
+  (Pi'  —  p/')'' cos  «2  CO  scroti  in  «720 
+  (pa'  — /^ijTcosQ^cosßisinwjoi 

(        c  06  ß^  cos  of|  cos  cr2  si  n  t(?i  9 


=  {je'  — a:")®  \   +cos/?^®cosffacosao^*''«^ao 
cos  ß^  cos  «0  cos  Df^  si  n  Wqi 


Multiplicirt  man  dagegen  die  drei  obigen  UJeichiingen  nach  der 
kibe  mit: 

€0s  ßx  COS  |Sj  (cos  «i  cos  ßj  ^  cos  (?|  cos  «2)  ^=  *^oß  ft  cos  jSj  sin  tO|g , 
cos  jSj  cos  /?o  (cos  cf^  cos  ßo  ^  cos  jS^  cos  Oü)  =  cos  /?2  cos  ^0  sin  fi?^ , 
cos  (So  cos  j3j  {cos  «0  cos  ^1  —  cos  j?^  cos  öl )  ^  cos  §^  cos  /?!  sin  w^^ 

28* 


(. 
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und  addirt  sie  danr»  2U  einander^   so  erhält  mau: 

+  (F2'  -^P^f  cos  Po  *^08  |?i  i^in  w^ji 

ICOS  %*  cos  jS|  cos  ^^^V^  «?!  2 
+  cosufj^cos  iS^eiJS  ;S(,  sin  MJ^^i 
+  €08  of^*  c  OS  jSy  c  08  jff I  fii  n  tt'ri  i   1 
Sehr  leicht  erhellet  aber,   dast^ 

cos  J^ö*  cos  «I  cos  «2  (cos  ©1  cos  jSj  —  cos  ßi  COSi  Cf^ 

4-  cos  jSi  *cos  %  cos  %  (cos  «j  cos  (3^  —  cos  l^g  cos  ä^) 
-j-  cos  j?^^  cos  Ö0  cos  «x  (cos  cf^  cos  ß]  —  eofi  p^  cot«  et, ) 

=:       cos  Oq^  cos  Pi  cos  ß^  (cOS  ttj  COS  ßg  —  COSßi  COS  Cfj) 

+  cos  a,  ^  cos  /S^  cos  ^(j  (cos  (%  cos  jffj,  —  cos^^  cos  Oq) 
-J-  cos  cifj^  cos  jSu  cos  pj  (cos  «(j  cos  ft  --  cos  j^o  cos  «1 ), 

also   auch,    ueno   man    diese   beiden    gleichen   Griissen    dun 
bezeichnet : 

S  =  cos  %^cos  j3|  cos  p2  ^^^  ^\% 
+  cos  of,  ^  cos  jSj  cos  j3o  si  n  MJgu 
-|-  cos  a^'^  cos  j^o  cos  J^i  strrWüi 
^:  cosßy^cosßi  coso^^iTitcia 
+  cos  Pi  ^  cos  cfjj  cos  cff,  sin  m^ 
+  cos  ß^^con  C(,  cos  «,  sin  w^i 

ist,   und  dass  man  daher  nach  dem  Obigen  setzen  kann: 

{x*  —  w")^  S  =  (pQ*  —  Po'')*  cos  «i  cos  Oj  sl  n  Wi  ^ 
+  (Fi  '  ~Pi  ^)*cos  oj  cos  «0  sin  w^ 
+  (Pa'  — Pa"j*cos  «4,  cos  ofi  sin  t£j^,i , 

(tf*  ~ffS  =  (p^*  -  /JoTcos  ß,  cos/3jsin  «^^^ 
+  (Pt '  —  Pi  ")*  cos  ß2,  cos  p4>  ei  n  «ij^o 
+  (^3'— /V)*co8j5oCosA  («intooi  • 

also  offenbar  durch   Addition : 

E^S^{p(y*—pt/')^s'mwi^€t>BWi^  +  {pi'--pi')^Bmw^cosw^ 

+  (P»'  — Pa")*sin  Wüi  cos  Wqi 
oder 
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Hfain  i9t  aber 

^H  S 1=-     cos ctq^ (cos  Wi 2  —  cos cift  cos o j)  eti n  tiT|2 

^H  +  c  o«  «^^  (cos  «jfti  —  cos  ö^  cos  c«! )  8 1  n  to^i 

^Bcos  cif|>*Pin  wy^  roa«?|a  -f  cos  cfi^sin  i^^cos  «Jj^-I-cos  (if*2**'Jn  «^oi  cosw^^ 

^w—  cos  «0  cos  a|  cos  a^  (cos  cf^  sin  fiT|  ^H"^*^^  ^i  ^i"  ttr^oH-o^  ^  ^in  tf^^i ) » 

^H  H  =     cos  j3o'  (^^^  ^1%^  ^^^  ßi  ^^^  i^s)  sin  fc,  2 

^H  -|-  cos  j3i^  (cos  le^ß  —  cos  ß^  cos  fty)  sin  ti?^ 

^^  -f  cos  ß^^  (cos  ttj(ii  —  cos  ß^  cos  j5j )  sin  Wm 

[gä  cos  J?Q*^in  W|2  cos  W|a  +  cos  (Sj^smwj^  costü^Q-hcos  jif^'sin  m^ji  cosu\)| 

^^U-  cos  /i(,  cos  J^j^  cos  ß^i  (cos^o  ^10  ii7,g  |-cos^i  sin  w^o  f  coj?  jS^^'^^oi)  j 

^Ho,    well 

^H  cosfif(,sinti7]2  4-  coscsf]  sin  1020  +  coso;2Sin^%i  ^0« 

^H  cos  ß^^^ sin  U7j  j  +  cos /^i  sin uj^fi  -|-  cos ß^ sin  u?oi  ^^  () 

^b  2 S  ^^  cos  fif^j*  si  n  2fü|  ^  -f-  <^o«  üfi  ^sin  ^m^o  (-  cos  %*  sin  2f%i , 
^■i  2  5  ==:  cos  ß^i^  8  i  n  ^i Wj  i^  +  cos  ^j  *  s  i  n  2t^2(j  f-  c  o  s  /S^^  s  i  n  2mtc„  ; 
^Bvl  folc^tich  durch  Addition: 

^^  4vS  ^  sin2fOoi  +  ^in2wj2  f  »in^w^o« 

l^io  ist  nach  dem  Obigen: 

P[_^  (po^-po'O^^in  2tg,a4  (pi  ^— p/O^sin  2ig^»-K;yg^— ;3/)gsln2tCot 

t8in2fPü|  +  sin  2*ej|2  +  sin2tö2o 
Fnr  jede  drei  Winkel  a:,  y^  t  ist  hekanntlirh; 
sina?  f-sin?/  +  sint 
=  sin  (jr  +  y  +  t)  +  4sin  \{x  f  ?/)siii  i(//  f  i)  sin Uz\x), 
_j: 

^B  sin2woi  |-i^in24«i2  (-sin^w^^ 

E »in 2(mj^,,  +Mi a  f  wa(j)  +  ^sin  (f«pn  f tu, i) sin (w, ,  f  w^o) «in (wao  f^'m )  ^ 
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aber 

sin  2  (f%,  +«0^3  +  W40)  ^  2  sin  {w^^  +  m?i  a + «o^o)  cos  (woi  +  «?i  1  +  »«>))  | 

und  folglich  nach  §.  4.  8) : 

öin  2  (tooi  +  «?ia  +  w?sü)  =  0 ; 
abo: 

ein  'iwo,  +  sin  'itOj^  +  -sinSnj^^ 
=  4  sin  (tcoi  +  t/?i2)sin  (tCj^  +  i4?2o)««n  {^m  +  «?oi)* 
und  daher  njich  §.  4.  7) : 

«in  2^01  +  ein  2«pi ^  -|~  ^'^  ^^«-^ao  ^  —  ^  s'""  ^ü\  »ir» ti?| 3  si n ic^p. 
Folglich  i^t  nach  dem  Obigen : 

'l&m  ic?Q|  ä  1  n  Wi  a  ^i  I1 10^ 
oder : 

}      Rini&Q]  8in«&£o  ^in«<?|2sin«?Qj  si]tfi?2o^^i^<^n 

Denken  uir  uns  um  den  Pol,  der  natuHich  jeder  belieb 
Punkt  sein  kann,  mit  dem  Halbmesser  r  einen  KreKs  bescim 
hen,  so  ist  die  Gleichunf);  diesem  Kreise«: 

8in  ii7|)j  ein  w^o  jiinwi^sinMToi  ^intiijoSinwi^        ■ 


§.  12. 

Die  CoüTdinaten  des  Mittelpunkte  der  die  Punkte  {/V/'i'J 
nnd  (Pö'ViVa")  ""^*  einander  verbindenden  Geraden  seien  poffh*! 
Um   diese   Coordlnaten   zu    finden,    wollen   wir  die   recht winkllgtsnj 
Coordinaten  der  Punkte  {Pi/p]*p^*)  nJ^d  (p^/'pi^p^')    durch  ir\j 
und  a:"f  y**  bezeichnen.     Dann  ist  nach   §*  4.  13),  14); 

x^Bin  W01  ^  (p^/ — 0o)  VQ&  fitj  —  (pj  '  —  c5| )  cos  «g  , 
ap*  sin  M^ia  ^  (pi ' —  Ol )  cos  ct^  —  (p^'  —  ö^)  cos  «, , 
.t'  sin  iüjo  :=  (P2'  ^^  ^i)  cos  cfo — (po'  —  oft)  cos  ajj ; 

/sintt^oi=:(po'  — 5o)cos^,— (p,'  — üJcoRßo, 
f/'sintcis  =  {pi'— öjcos^j  — (p^'  — ö^cosß, , 
«^'  sin  tüjo  =  (pa'  —  Qa)  cos  /S^— (po'— ^o)  cos  ß^ 


lud: 
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X*'  sin  1^20  =  (Pis" —  %)  *i"«  ö<i  —  ( Pü"^  ^o)  c**8  % ; 

//'  '^in »*Ji*i  =  {;>o"—  ^u) <^^» J5j  —  ipi*'  —  ^1 ) cos §^ , 
^'^  8111  w, s  =  ( /ii "  —  öj )  i2(*s  /Sjj  -  ( /Ja" — öj)  cos  ß^ , 
iy"  sin  ti?2o  —  (  ;Jb"  —  öj)  cos  jS^^ — (/?(,"  -  ort)  cos  jS^ ; 

^Ibo  durch  A(f  ilitioii : 

(:r'  +  x'*)smw^i  —  t  |{/*y/  +  ;jrt")"'  Öq!  coscf,  -\k(pi*^Pi*)-^i  |coäof(j, 

^ir'  +  ^")8i««<^2i>=  li(;'2'+P2")  —  Ö2  f  cos  %-  U(/?o'+Po")"öo)cosßj; 
(,y'  + «/") *^J" «öftt  —  t ^f ;^o'+/V)  —  ö)oKos ^,  ^ f  \{p^ '^p^ 'O^öi  i cos/?o, 
Ify +jy '')««"  ««11=^  U(Pi '+;>!'')-- ^1 !  coFiSj  -  t  i{^/+P2'0—f^a  1  ^ 

lm\  nun  bekann^fifh  ^ ( j;' -|- :r") ,  1(3/' +  ^'0  die  rechtwinkligeTi 
Coordiniiten  des  Purikfes  (/^Pi/>2)  «ind,  80  ist  nach  §.4,0): 

p^  —  Wo  =;  !(/  +  if)  cos  «^  —  J(3:'  V  ^")  cos  ^0  > 

;>^  —  Qa  =  i(^'  +  ff*')  cos  %  -  |(:t^  +  £F")  cos  /Jj ; 
blgllch  Tjach  dem  V' orli  erfleh  enden  : 
p— Öo)sintt?i2=     )  %  —  i(/V  +  P2!*)  I  (*-***s  <*i)  <^o«*  ßi  ^  *^ös  i?o  <^oso!] ) 

^— yi)sifi«?2o=     I  öo  — UPq  -t-  Pü'O  t  (cos  a,  cos  (3^  —  ct>s  ß,  cos«^) 
+  I O4  —  i(/?a'  +  P2")  E  (cos  «rt  cos  ^i  —  cos  ß^j  cos  Kl ), 

t— öjjstnwni  =      { öj  —  Kpi'  +  pi'O  \  (coscjcos^^  —  cos  ^^  cos  «o) 
+ 1  ^n—l(pQ*  +  /Jf»")  1  (cosßr,  cos jSa  —  cos/5,  cosß^) ; 

t>—  ö^)  sin  M?|  2  —  t  ^fi—iC/Js'+pa")!  sintooi  +  ^  «^1  —Upi'+Pi ")  1  sin^^jto. 

»1— Ö,)siTi  Wjo^l  Wo— K/V+Po'0^^i"«'l*+f  %^5(Ps'+;?«  1t9in?4Jüi^ 

I—  Ö4) sin  ujjji  =  I  Öl  -  4(301 '+Pi ")  isinM'2ij+  i  Öq- i(^o'+Fo")!  ^«"«^I2t 
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und  hieraus  offtsnhar: 

oder 


;iisinw20 


p^j^in  w^i 


folglich   uffetibar: 


iuic^o  fjpa"«""*^ui)' 


Po=i(/io'+KO.    />r=i(/^i'+;'i").   ;»2^4(Ps'+/»i"). 

Durch  eine  ganz  eiufaclie  s^eometrische  Betracljtung  überzeugt 
nmn  sich  sogleich  von  der  tMchtigkeit  dieser  Ausdrücke ;  es  kam 
aber  hier  darauf  an,  dieselben  ganz  aUgemein  analytisch  au  be- 
weisen, wie  alle  Formeln,  auf  die  uns  diese  Untersuchungen 
luhreu  werden* 


§.  13. 

Wir  gehen  jetzt  ia\  der  Bestininmnü;  der  vtin  den  beiden 
durch   die    Gleichungen 

Lp^  +  Mp^  +  A>a  =  0 ,     Vf^  \  M'p^  \  N'p^  =  0 

charakterisirten  Geraden   eingeschlossenen  Winkel  über. 

Bezeichnen  wir  die  180*^  nicht  liberwteigentfen  Winkel,  welche 
die  eine  der  beiden  Richtungen  einer  jeden  dieser  beiden  Gera- 
den mit  den  positiven  Tbeilen  der  :c-Axe  und  ^y-Axe  einsdilte» 
e^et,  renpective  durch  (jp,  '^  und  tp* ,  \\>* \  so  ist  nach  §.  7.8)  na- 
türlich  ohne    Beziehung    der  oberen    und   unteren  Zeichen    in  »le« 


(n  nifgemeiner  anaiiflischer  EnMckciuuff.  4it| 

^unueln  lür  cos 9?,  cosif/  und  €<is^\  €ost/;',  Hohl  aber  mit  Be- 
ziehuii|^  der  oberen  und  untereo  Zeiüben  in  di^B  Formeln  für 
ci}8  9?,  L'o^'^  und  eben  äo  in  den  Farmetii  für  cos^',  cosif/'  auf 
einander: 

/jcnsoffl  -1-  M^^But  -f  iVcoso» 

C08  <3P  —  i:  ^- — 


cus  4*=  + 


V7?+7iP+iV2+2Litf  cost4?oi+2jWi\'  eos  iOia+2A?L  co8  «jj«' 

inid  : 

L'  cos  a^  f  /ll'  coiSE  üf|  +  /V'  cos  k^ 


V"i'*+ J!f '2+iV'«+2L'ilf '  cos  »Ol + 2  #/ 'A  coi^iiJift+2i^^^^ 

coaij;' 
L'  cos  i3,>  4^  il  ^  cf IS  ß^+N'eö»ßi  _        , 

cos  g?  cos  qo'  +  cos  t^  cos  t^' 

j    (L  cos  of^+il/cos  ß|  +iVcosffa)  { L'  coscir^+^/'coscf|  +iV'coscfg) 

l+(Lcn^|3,+jlfcn8^i  +  i\rcosjga)(L^cosff.+  .irros;g|4iy'coe^g) 

(LH  **T^^'+2  ll^ß  cos  woi  +2/l!/iVcop  Wia+^2iVL  cos  w^^) 

X  (I'Hif '«+iV'afi^X'if 'coöw?oi +2ifWcosiria+'2iV'X'cosu'ao) 


Y. 


Bezpit'bneii  wir  nun  die  von  den  beiden  geaehenen  Geraden 
Hnsjet^chlosaenen,  180**  nicht  iibersfeigenden  Winkel  im  Allgem ei- 
len durch    W,  so  Ist  bekauntlieh  t 

C08  W  —  +  (cos 9  cos  15p'  +  cos ^p coBip*) , 
%Uo   \mtih  dem   Vorhercfeheüden  : 

cos  W 

i    (Leos ßii+ jTtfcos ß,  +iVcas «a) ( L'cos 0^+ j1!/'eosß|  +JV'cosfr.J| 
)  +  (/.cosf?^>+ J/cosj^j  +iVcog/?a)(J^'co-^fe+^>^'cogff,  +iVVos;?^)t 

'  ><(i'HifHJV'H2£'Jf'cos«i)oi+2ifiV'coBf#t^^f2JV'i'cosuJ5o) 
j^icht  crgiebt  sich  aber,   dass 
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{L cos cr(y  -f  Mens  a^  +  iVcos «j) {V co8  r^^j  +  M*  cos  o{|  +  iV' cos a^)j 
+  (£,co8j5^  + jf/coöft  +  A'co8/?2)(^'<?«>s|?o  +  M'voBßj  4  iV'cas^sJH 

+  (ZiiW  +  3iL*)  (cos  czq  cosßj  +  cos  (3^  eos  ^|) 
f  ( j¥A '  "1^  NiW)  (cos  er,  cos  cr^  +  cos  ft  cos  ß^) 

+  (JW  +  />/\'')(cosa.^cosaij  +  cos/SjCos/J^j) 

ist;    abo  ist: 

cos  H' 

^  L/V  +  3m'  +  iVAT' 

_  ^  ^Klrilf^f  jlfL^)co8i0o,  +(ifiy'+jyif-)cost<?,.^-KiVZ*+/>A^O€ostOg„^^ 


-  2  L  j We  o  stUrtj  -f  ^  iV A'c  I » s  w^i  4  -|-  %NLi  cosw^c») 
Tcosi^ij,  4^2ilf  iV'cos«j|  j  +2iV'Zr'cosatjpo) 


woraus  sich  auch  zugleich  ergiebt^    dass 

+  (LM'+ML')casWiyi  +(il/A"  +  AW)cos*it'4j  +  {AL'  +l.ArOcosic,4, 

=  0 

die  ßediiigmigsgleichunEf  der  Fer^jetjdicutarität   der  beiden  durch 
die  Gleich uo^^en : 

Vo  +  ^^Pi  +  -^Pi  =  0 .     ^>ü  +  ^i>t  +  ^>«  =  0 

charakteri^iirtetL  Geruderi  hl.     Mau  kann  diese  Gleichung  aucli  au 
folgende  Art  ausdrucken ; 

(L  +  3§€os  lüg,  +  A'^cos  M?ao)  f^ 
+  {LcQswQi+31  +  I^cnswi^)3f*  [»  ^0 
+  ( L  cos  M?ao  +  ^€0S  tu,  jt  +  A' )  A' 


§.  14. 

Wir  suchen  jetzt  die  Gleichün^^  der  Geraden,  ivelcbe  dareb 
einen  gegebenen  Punkt  geht  und  auf  einer  gegebenen  Geraden 
senkrecht  gteht«  und  bestimmen  zugleich  die  Entfernung  des  gege^ 
benen  Punkts  von  der  gegebenen  Geraden, 


Art 
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Der  gegebene  Punkt  sei  ip^*PiP%),  clie  Glekhung  der  gege- 
ben eo  Geraden  sei 

fmid  die  Gleichung  der  geäuchtea  Geraden  sei 

[so  haben  wir,    vidi  der  wegebene  Punkt  in  der  gesuchten  Gera- 
lden liegen  soll,  und  nach   der  im  vorigen  Paragraphen  enti^ickel- 
ten    Bedingungi^glelchuiig    der    Perpen diculari tat    zweier  Geraden, 
^ur  Be8timmung  von  L* ,  M' ,  N*  die  folgenden  Gleichungen: 

(L  +  31  cos  w?oi  +  Neos  w^q)  U    ^ 
+  (L  cos wyi  ^M+N  cos  wj  ^)  M'  C  " 0 ; 

Fau«  denen  nich,  wenn  G*  einen  gewissen  Factor  bezeichnet,  sogleich  : 

wt  —  f ^'  i       Pi*iLctisw2At  +  i¥eosTO,2  +  N) 
'  —p^'iLcoiswQi  +  jf/  +  iVcoswjJ 

Ml  -^  f;i  \       P^{^  +  ^Wcostpyj  +  iVeosTt'aty) 


;>o'(^cos«?„,  +  il/+  iVco^Wia) 
—Pi*{^  +  ^COSICoi  +  i^'cosujj 
ergiebt,    wo  es  aber  offenbar  genügt, 

f'=;?^'(X-|-^costCi,|  +JVcosM74^)  — jRi(,'(Lcosw2u  +  ilfcosf«,a+iV), 
fS*=p^*{LmBWf^i  +  iW+  A^  cos  ttJigJ— /?,'(£  +  iIfcosiOüi  +iVcosw?i„) 
[zu  setzen. 

Hieraus  findet  man  nyttelst  leichter  Rechnung: 
LM*  —  ML* 
|==  p^*(Iß  +  ü*  +  iV2  +  2Ljl!f  costtJoi  +  271/iVcosiPia  +  giVLcoe  «4?^o} 
-  (Z^o'  +  ^Pi '  +  ^Fa')  (^<^««  ^m  +  ^^os  wj^  +  iV) , 

jiiN  -  ^if/' 

:K  (J^*  +  itf*  +  iV«  +  2X1/C0S  tooi  +  2ilfiVcos  w^^^lNL  cos  «jjj 
— (Lpo'  +  ^Pi  *  +  ^Pa')  (X  +  Jl/cos  iDoi  +  iVcosM^) , 
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(Irnneti:     Dm  Sysfem  ifer  Dreillnien-Cüordinaten 


NL*  --  LN' 
^Pi' (L^+M^  +  m^2LM  cos  w^j  +2MNcü8w^^^2NLco9uj^) 
—  (Lp^*  +  Mpt*  +  i\>a')  (£cos fu^i  +  vW  +  JVcos  «Jj^)  ; 
also,    weil  bekanntlieb 


ish 


(L;l/ '  -  ML')  s\n  w,„  +  (^W -  NM')  sifi fi?,5.  +  (NL'—LN')  sin  ~ 

-  { t^'o'  +  ^Pi  *  f  ^/^a')  J  +  ( f-  cos  tüüi  +  J/+  iV  cofit  iTj 2)  «In  «Jgo 
^  +(Lcoö«?2()  + jlfcogM)i2  +  -^)stnfOoi 
=  y(L«  +  ^«  +  iV2  +  2Z.ilicost<?oi  f  2;l/iVcostt?i2  +  2ZVi  cos«»«,) 

^       i/[8iTif*7,2  +  öin(M2o  +  «^oi)]  j 
—  (£po'  +  ^''^y^i '  i"  ^>ä')  •   +  i^/fnn  ?r2o  +  sin  (1%,  +  toi^j)]  |  , 

\  N [ä?in  z<?(,i  +  sin  (w, 2  +  «»20)] 
und   fofglieb   nach  §.  4.  7): 

{LM'-^ML*)miw^^  +  (^W^  AW)s»n«Pia  +  (NL*^  LN')B\nw^ 
=  J(L*  +  31^  +  m  +  '^LM  cos  woi  +  2MNC0S  w^^  +  2NL  cos  u^), 

ßezeicbnen  nir  111111  den  Fusspunkt  dos  von  detn  gegebenen 
Punkte  iPi/pi'P'i)  auf  die  e^egebene  Gerade  gelalften  Perpendi- 
kelj$  durt;h  (paPiP^)^   so  »^t  hiernach  und  nach  §.  10.   offenbar: 

P^-^'^        l^31HN^  +  2£itf  cosfuoi  +2il/iVcosfri2+2iVZ.co8tf^' 
_      ,  _  (/^Po'+  j^//?t '  +  JV/V)  (L eos «^,^1  +  J/+  iVcos igg^) 


/J2  =  /?j'-^ 


(Ir/Jft^  +  J!f/?,  ^  +  iV/^aO  (  L  CQ.^  tO^o  f  M  cos  tP|  2  +  A') 


LH^1'^*+^'^  +  "^^^  *^"ß  ^^01  +2.I/JVC08  Wja+2iVL  co^w»' 


Bezeichnen  h  tr  das  von  dr^in  Punkte  (Pf/pi'p^)  anf  ilie  gege- 
bene Gerade  i^efällte  Perpendikel  durch  P^  so  ist  nach  §.  IK; 

#^  =:  -^  t  —r- -T~ 1       -^——r     _r^~  T      1t- -,    i  • 


if%|  sinicatj 


sinii?|2S]nii?ot 


stntr^o^i^f^s 


Führt  man  In   diesen  Ansdrnck  ans  den  vorhergehenden   Formeln 
die  Werthe  von 


in  aiJffemehier  tmaiptfscfter  Eniwickelufig, 
iPo  —  PoT»    (Pi—PiT,     (P^—P2T 
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Bin,    »ü   ist  m   dem  dreithellr^en  Factor  des   dadurch   sich    f^rge 
benden  Ausdrucks  der  Factor  von  Iß: 


COSWio, 


cos  fC(ji*^  cos  M?2«     I     COSMJ^o^COSWqi 

sinu?Q,  siniTsjo        *iin  Wj^ sin m?oi  smw^smw^^ 

sin  Wi  2  ccjs  Wi  2  +  co8-tü^)t  co8ii?a{>stri  {w^  +  Woi ) 
~"  tä'w  Wfti  sin  117] ^ sin tü^^ 

"^  1^ i n  U7u I  ^i  n  lü,  ^  si  n  «r^o 


m\ n  u?| f  t  cos  (io^o+^Poi  )  ^  cos  w^i  cos  tc^o f 
ein  M7y|  sin  m?i  j  si  n  w^ti 

cid  der  Factor  von  2L3i  ist: 


-1, 


I  C  081^01 


:=  C08«Jtji 


COS  W^i  cos  «^1  a  j    C**S  Wfii  cos  Wj«    i    *^**^  '^'DI  OS  t(7|  ^  cos  ICjo 

sin  i{?^^  sin  -w^Q        sin  ii?i2 ^sin  w^^i  sin  vo^f^sin  te^j^ 

sin  CD|2  cos  fC^isH^^I'*  ^20  ^^^  IC^^o'l'^l'^  (^Ul  ^^^  fl7|2  (^^^^so 


sm  iCfyi  si  n  -H'j  2  sin  w^^ 

sin  11^1  ^cos  «üi^+ÄiTi  w^Q  cos  iCj^o —  sin  (M?iaH-f%(j)cosiu,2Cosi02t> 
sinii?(,|Sint<>i2Stnii7^ 


sin  «ü|  «sin  fi?2o  sin  (fPi2~N^aü) 

►Auf  diese  Art  findet  man  leicht,  dass  der  in  Rede  stehende  Factor 

—  (L2  +  J/^ + mi'  2LMco^  tüo,  +  'IM IS  cos  lOj , + 2NL  cos  w^^) , 
und  dass  folglich 


/»= 


Z.2+  iW  »  +  iVa  +  2LMG0S  Wqi  +  2MÄ^coswij+2i^£  cos  kj«« 


Uie  Bedingim^sgleichung,  dass  drei  Punkte 

(p»>i>4').  (po"pi"p^").  (p<^'"prp^"') 

einer   geraden  Linie  liegen,   findet  mmt  auf  bekannte  Weisen 
renn  man  aus  den  drei  Gleichungen 


4H4  r.runerl:    Das  System  der  DreiUnten-Coiinlinaten 

Lpo'  \Mpi'  \Np^  =ü, 

ilie  drei  Griissen    L,  M,  N  clitiiinirt;    iiiraD   erhält   dadurch  leiehlj 
die  Gleichung : 

+  /'o"(Pi>b"  -Pi'p-i)    ' 

die  man  noch  auf  veräcliiedene  andere,  Rieh  leicht  von  selbst  er- 
L^eliende  Arten  ausdrucken  kaniK 

Die  Bedingungsgteichun^,  dass  die  drei  durch  die  Gleichutigeq 

charakterisirten  Geraden  sich  in  ei  nein  Punkte  scbneideii,  erfaä 
man  durch  Eliniination  von  p^»  p^,  p^  ^*^s  diesen  drei   Gleichun- 
gen,   wodurch  man  die  Gleichung: 

erhält»    die  sich   auch   noch    au!  verschiedene  andere    Arten  ans 
drücken  lassen   wurde. 


t5. 


Wir  wollen  jetzt  zu  einigen  Anwendungen  der  im  Vorhergebeß- 
den  entwickelten  Formeln  ühererehi^n ,  und  wählen  dazu  zuerst  diCj 
Betrachtung  des   gemeinschaftlichen   Durchschnittepuiikts  der  dn 
Höhen  des  ebenen  Dreiecks. 

Zu  dem   Ende   bezeichnen   wir  die   drei   Spitzen    oder  Ecke 
des  Dreiecks  durch 

iP^'Px'P^)>     (P»"Pi"K').    ip^'"Pv"'Pt"') 
und  setzen  der  Kürze  wegen: 


in  fttlgeinfiiinr  tiHalpttscUer  tL/i.'wtt&efunff. 
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f'«'=P."/'/'-/'»>i"^    ''o"=^.>»'-p2>i'.    n'"-Pi'P/-P«'Pi"' 

-t-p-i"ihr-PoW'  /'."'-/vvo'-i'u'^'.  pr--P^'Po"-poW. 
?^'^p^"pr-Pi'W>  i\"=Pf^'"p,'-Pi"W\  v=poW'-Pi'po'" 

Qo' =  l^i' -t^  Pj' co»wm  +  P^'cosuno, 
Q,'  =  Po'cosaJi)i  +  P,'  +  /'a'cosw,j, 

(Jj':^Po'cosw!ii  +  /*i'f;f)Swnä+  Pi'', 

Q„"  =  P„"  +  /', "  CO«  w.„  +  /^a"  cos«j,„ . 

<?,"  =  P/cosw„,  +  /^"  +  A'2"cosw,,, 

Qi"  =  P„"  cosui,„  +  P,"  cos  II», ,  +  Pi" ; 

QJ"—PJ"  +  />,"'c<.sw„.  +  ft"'cos«>.„, 

(?,'"=P„«'cosw„,  +  /J,"'+  P/'cuew,., 

Q2'"=  P./"  co8iü,„  +  P,"'losm,,  +  Pä"; 

inn  sind  nach  $.  6.  unil  §.  I4.  ilif  (ilcichungen  der  vou  den  Ecken 

(Po>l>2'),      (^/>l"/V').      (p.>l'Vr) 

ies   Dreiecke  auf  die  gegenüberstehen  den  Seiten  gefällten  Perpen- 
liket  re^pective : 

1) 

'   (pi'(h''-p^'Qi')p.  H  {piU:-p«'(h')pi  +  (p<,'Qi'-Pi'Q..')pi=0, 

(;>i'''«?/'-;V''*?.>.+(/^'''Ö..'''-/>./''0»>i+(/',,'''<?. '''-;>, '''Q,,>* 

=  0. 

Znischen  den  GrQsüen 

P.,',  P.S  P«';    P„".  P,",  P.2";    P,.'".  /-•,'"■  P..'" 


Inti 


öoS  e,',  e-2';  «?.,",  öl".  Oa";  o..",  Q.'".  0, 


Inden  gewisse  leicht  zu  beweisende  Relationen  älati,  welch«  nir 
Folgenden  zusamnienstetlen  wollen. 
Der  Kürze  wegen  setzen  wir: 

^=P^'(Ply2'"-p.yn+Po'Xpt'w-p.'W)+P<^'''(p,'P2''-P,'Pl'') 
^Pi(Pi"Po'"-p«w"npi"(p^'"Po-p.'W)i^i''\p^w'-Po'p,'') 
=pAPo'pr-Pi"Po")+pi''(Pt,'"Pi'-Pi''wnp,'"(Po'Pi"-PiW)> 
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dano  ist,  wie  man  leicht  findet: 

Pi '''..'+;»,  "/*o"  +prPo"  =  0. 
Pi'Pi'-^pi"P,"  +  p,"^,"  =  n, 

/>2'P|'+P«"/'i  "  +  /'2"'/','"  =0: 

p.iP.2:Ap^"Pi"\p-,'"Pi'"  =  H: 
woraus  sich  Teroer  leicht  ergiekt : 

p.'*?,'+p."«?„"+P,'"Qo'"=  JIcosw„, , 
p.Q.,'+Pr"Qo"-ip/'Q.''  =  Jleos«..; 
Po'<?.'+Po'Q."+Po'"Q/"=JIcosrü.,. 

/».'e,'+Pi"e,"+p.''0,'"=JT, 
p,'Q.'+P«"Qi"+P,'"Q,'"=i7co8w,.; 

Po'<?,'+P,"Q,"+p«'"0,"' =  neos  ie„. , 
/','e.'+Pi"«;?,"+p,'"Q.'"  =  i7cos«,,„ 

i»,'«?,' +/»."<?." +p/'e."  =  n. 

Hieraus  ergiebt  swh  uti  mittel  bar,  <lass  die  Summe  der  Jrei 
GleichuiTgen  1)  verschwindet,  so  dass  also,  wenn  durch  gewisse 
Werthe  von  po^  Pt^  P2  ^^ß'  dieser  GleichuTigen  errüllt  werden, 
durch  dieselben  Werthe  von  p^,  pi,  p^  immer  auch  die  dritte 
Gleichung  erfiitJt  wird.    Oestlinmt  man  daher  mitteUt  der  Gletchun, 


paBWWi^  -i-  pj&lnw^^  +/?a«inw^^i  =  J 


und  zweier  der  Gleichungen  1)  die  GrOssen  p,, ,  pi,  p^^  so  wri 
durch  die  erhaltenen  Werthe  dieser  Grossen  immer  auch  die 
dritte  der  Gleichungen  J)  erfuHt,  woraus  sich  ergiebt,  dass  d 
dttrcb  die  Gleichungen  I)  cbaraktensirten  Geraden,  also  die  voi 
den  Spitzen  oder  Ecken  des  Dreiecks  auf  die  gegenüberstehen- 
den Seiten  desselben  geOillten  l^erpendlkel,  sich  immer  in  einem 
und  demselben  Punkte  schneiden. 


1 


n 


/n  allgemeiner  analtftHcher  EnMckeluug^ 
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Um  nun  die  Coordmaten  p^^  p^^  p^  des  gern  ein  seh  aftU  eben 
Durcb^chnittspunkts  der  drei  in  Rede  stehen deo  Perpendike!, 
namlicfi  der  drei  Höhen  des  Dreiecks,  selbst  zu  bestiiHineQ ,  müs- 
sen wir  von  der  folgeiiden  allgenieinen  Betrachtung  iiber  drei 
Gleichun^^en  des  ersten  Grades  von  der  Form : 


• 


ausgehen.     Bekanntlicli   Ist  in   einem  solchen  Falle  immer,    wenn 
G  einen  gewissen  Factor  bezeichnet: 


krobei  die  beiden  ersten  Gleichungen  des  obigen  Systems  dreier 
vielcbungen  benutzt  worden  sind.  Finden  nun  aber  die  Glei- 
hungeu 


^BIIF 


Statt,   so  istt 

%==  -  (öl  +  a^) ,     b^  —  ^(hi+  b^) ,     Co  =  —  (ci  +  e«) 
nd 

<Tj  —  — («2  +  <1o),       bi  = (^2  +  6o)  »       «^l  =  ^  (^%  +  <^o)  ^ 

also,    wie  man  sogleich  übersieht: 

^qC]  —  c^bi  :^  Ä|  t^  —  Ci^a  ^  A^Co  —  c^öo  j 

Ö^fli  —  flQCx  ^  Ci  «2  —  «i  ^2  =3  CjGo—  fl^Coj 

Oß^i  —  ^0^1  ^=  «1  b^ —  bg  a^  ^  «a^o — ^2*^0  • 
und  folglich  nueh  dem  Obigen : 

ar  =s  C(fto«i  —  Cflfi, )  -=  G(6, Ca  —  c,  fig)  =  C?(Äa€o— Ct&o), 

^  =  G(coffi  —  ffoC, )  =  G  (ci  flj"  i7i<?a)  =  G(c^ftQ~-  a^c^) , 

wo  6'  immer  denselben  Factor  bezeichnet. 

i 


Dass  bei  den  Gleichungen  J)  die  hier  gemachte  Voraussetzung 
erfüllt  ist,   braucht   nach   dem  Obigen  kaum   noch   besonders  be- 


riieii  xx^vin 


S9 
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merkt  zu  werden*  und  wir  können  aluo  auf  die^e  Gletehun^eD 
vorhergehenden  allgemeineo  Fornielit  anwenden. 

Zuvurderst   hat   man   sich    aber   noch    die   folgenden    leicht  zQ 
beweisenden  Relationen  zu  merken : 

Po"P»'+th"P,'+P^"P^'=-*i. 

P,,'"P^'+P,"'Pi'  +  P,"'p2'  =  (i; 
P//*«"  +P,''Pi"+P,"P^"  =  n, 

p,rPo''-^Pi"'Pi" + p/'Pz" = 0 ! 

Po'Po'"  +  Pl'Pi"'-^P2'P2''=0, 
Po"Po"'+Pl"Pl"'  +  P2"Pl"'  =  0, 

Po'"Pir+Pi"'P, "' + p/'/*»'"  =  n. 

Nach  den  Gleichungen  1)  und  dem  Vorhergehenden  tat: 

p„=  G\{p^»Q^"  ~p^"Q,"HPo"'Qr-P,"'QJ") 

-(Po''Qi"~Pi"Q^"}(Pa'"Qo"'-Po''Q^''A 
P,  =  G  l  ipJ'Q,"  ~pi"Q„")  (p,  "'e,"'-K"ft '") 

-(P,"Qi"~P2"Qi")(Po"'Qt'"~prQo'')U, 

Pt=G\  (p,''Q^"-p^''Ql")  ip^"  Oo'"  -Po"'«»'") 

-  (/'/Qo''-P.,"e/)  (Pi"'öa'"-p,"'e,*)ii 

und  folglich,   wie  man  leicbt  übersieht: 

G-MPo>ü  +  /*i'p, +/'.>2) 

+  l(n'«?o''+/'i'«."+P«'<3ä")Po''-(Pü"'P«'HP,"^,'+/»a"«i')%''t 

xiPx"Qi"'-Pi''Q') 

+ t(/»«'«?o"+p,'e."+/*,'Q/)Pi"-(Po"/'o'+p,  "/>, '+P4''p,')o.' ! 

also  offenbar: 

n'Po+/»,>i  +  ^a'p2 
=  G(P„'Q^''+P,'Q,"i-P^'Q/}(P„'QJ"i.P,'Q,"'  +  Pt'Qt'). 
Ferner  ist: 
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Po  -  GHth^Qo"  -  Po^Q^")  iPo'Qi'  -Pi'Qo') 

-  (Pir<li"'-pi'"Qo'")  iP^'Qo'  -Po'Qi')  \, 

p,  =  G{(;»o"'<?i'"--Pi'"<?«")  (Pi'Q»'-p*'Qi') 

-  (prQ*''-Pi'"Qi"'HPo'Qi'-Pi'Qo')  I, 

Pi=G{iprQ^''-P^'"Q,'')  (p^'Qo'-Po'Q^') 

-(p»'"Qo'"-po"'Qf,"'\(Pi'Qi'-p*'Qi')U 

folglich,   wie  leicht  erhellet:  ' 

-  (.PfTPo"  +Pi''Pt''+P»'"Pi")Q^''i(Po'Qi'-Pi'Qo') 

+  \(Po"Qo''  +  Pi"Qr-i-P2''Q2"')Po"' 

-  (po''Po"+Pi"'Pi''  +P^''Pt")Qo"'\(Pi'Q%'-P^'Qt') 

+ 1  (Po'öo'" + Pi"Qi" + /»«"öOpr 

-(Po"'Po"+Pi''Pi''  +  P2''P»")Qi"Hp^'Qo'-Po'Q*'). 

also    offenbar : 

=  G(Po''Qo''+Pi''Qx'"+P^''Q2''HPo"Qo'-i-Pt"Qi'+P*''Q^')- 

Endlich  ist: 

Pi>=G{  (p^'Qo'  -  Po'  Qt')  (Po"Q, "  -Pi"Qo") 

-  iPo'Qi'  -Pi'Qo')  (/»«"Öo"  -Po"«/)  I. 
Px  =  G\(po'Qi'-pi'Qo')  {Px"Q^''-p^''Qi'') 

-(Px'Q^'-P^'Qx')(Po''Qi''-Pi''Qo")l 
p^=  GHpx'Q^'  - p^'Qx')  {Pi"Qo''  - Po"Q%") 

- (p^'Qo  -Po'Qi) {px"Qi"-Pi"Qx")\ ; 

folglich  offenbar: 

=     iWÖo'  +  A'^Qi'+P/'Qa'W 

-(Po'Po'"+Pt'Px"'+P^'P^'")  Q^\iPo"Qx"-pi"Qo") 

+ 1  (P„"'eo'  +  Pi^Qi  +  P^"Q^)pJ 

-(Po'Po"'+Pi'Px''+p^'P^"')Qo\(Pi"Qt"-Pi"Qx") 

+ 1  (Po^Qo  +  Pi^Qi'  +  Pi'"Qi!)pi 

-  iPo'Po"  +  Pi'P.'"  +  P^'Pi")  Qx'HP2"Qo"-Po"Q^")> 
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Daher  haben  n-ir  jetzt  die  drei  rolgentien  merkwürdigen  Gl 
chungen: 

2) 

n>o + i\'pi  +  Pi'p% 

=  G(n'e„"  +  P,  'Q, "  +  P^'Q^")iP^'Qj"  +  Pi'Qi'"  +  Pt'Qt') 

Po"Po  +  Py"Pii^P2"Pi 
=  G(Po"Q„'"+  Pi"Qi'"  +  P.,"Qi"')  (Po"Q»'-^Pi-'Qi  ■  +  P*"Qtl 

P.'"p.^Pi"'p,-hP/'p^ 
=  GiPo"'Qo'  +  Pi'"Qt'  ^P./'Qi')(Po''Qo"-^Pi''Qi"+PfrQt") 
Ma«  setze  der  Kürze  wegen : 

3) 
^,a=/»o'Q(»"  +  P,'Q,'+P^' 0.">  Ai=n"Qü'  +  Pi'Qi'  +  Pt'Qt'i 

A^^=Po'Qj"^Pi"Qi"'+P^"Q^"'.   A^^=PJ"Q^"+P,"'Qr+Pt''Qt'- 

An=PJ"Q,>'+P,"'Qi'+  P/'Q»\  A,^=P^'(i^'"  +  Pi'Qi'"  +/*,'«i"; 

SO   ist: 

lind  folglich,   «enn  noch 

und 

6) 
JV=Po'(/*,"Pa"'-Pj"P,"')  +  Po"iPt"'P.,'-P9'"Pi') 

+  Po"'(Pi'P^"-Pt'Pi'' 
=  P, ' (P^-'P/'  -  P„"P/')  +  P,  "(P."'n'  -  n"'n') 

+  A"'(P«'/'o"-Po'/'t1 

=  /»4'(P„"P,"'-  P,"Po'")  +  Pt"(P„"'Pi'-Pi'"Po') 

-\-Pt:"(Po'Pi"-P,'Pt' 


tet  wird; 


Ui  atlgemeiaer  auais/Uieker  Sulwic/ieiUHg. 
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7) 


.  .,  fi,  (/»,  "Pt"'~P^"Pi"')+Bt(P,  "'P^-P^"P^  ')+^{A  Pi-PiPi ") 


c ^ — ir~ ■ 

rl«t  leichter  RechniiDg  fiiidet  man  alier: 

prp^-Pi"Pi'=p<,"u, 

P,'/V"  — i't'/'i"  =Pö"'ll-^ 

p^''p„"'-p^"p^"'-p,'n. 

Pt"'Po'-Po"P%=Px"n, 

f«Po"  — Po'A"  =:ft"'JI: 

?„"/»,  "'-P,  "Po"' =ft'"' 
Po-T,'  -A'-Pu-sp,";?, 

Po'p,"  -Pi'Pü"  =K"^; 


nach  7): 


Gn 


Po=-Jf  («iP«.'  <■  Ä*/%"  +  «aPo'")- 
weil  uan  belcuiutlich 


Pq' ^in  «J,  a   +  Pi '  sin  m^^»   +  ;ij '  sin  w^j  ^  /. 
;»i>'"siö  Wi^  +  pi '"  sin  «%q  +  p^'''&in«;y,i  :=  J 


Iso  i^t   nach  8): 


l  =  ^(B, +ßi+Äa 


iV 


»y» 
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also 

Gn  _  1 

üiid  folglich  nach  8) : 

_  B,p^*  ^  B^p,r  "ir  B^ ? V' 

^ ^   ^'-  B,^B^^B,        -' 

oder  nach  dem  Obigen : 

10)         l  n  ^—^^^^^^^*  "*"  ^ga^^i  P/'  +  ^3i^3gPt'^' 

-^12^13  +  ^23^^21  +  -^3J  ^^3* 

Für  die  Grössen 

A12*    At^il      ^28,    ^3*5      ^31»    -^13 

fmrlet  man  nach  dem  Obigen  auch  leicht  die  folgenden  Aoedrueke. 

II) 

+  (/»,  'P,"  +  P^'P^ ")  cos  w,  j  +  (f ^To"  +  P,  '/*,")  cos««, 

+  (P,Ta"  +  PsTi")cosw,a  +  (AT^'H  Po'^a")"«*»: 
^j,  ==  /»„"Py"'  +  F,  "f , "'  4  i^i"P2"'  \  (P„"P,  •"  +  P,  "P„"'}  cos  w« 

+  (/*,  "P./HPi"Pi"')  COBMjj  +(i»i"fl,'"+Pu"f  j">S»«, 
^2  =  fl>"P«"'  +  P|  "P,  '"  +  fi"P/"  +  (Po"/".  "  +  P|  "Po")  cos  W„,  „ 

+(P,"Ps"'+P*"P,"')coP«,„+(P2"P„"'+Po"'*a"')co8if»] 
'^„=P„"'P.,'  +P,"'P,'  +  P^"'P^'-^  (Po"'Pi'  +  Pi"'Po')eosM.o. 

+  (P,"'P«'  +  P2"'Pl')  COStP.H  (P2"'Pü'  f  Po"'A')C08r 

-^1 .  =  Po'"  P«'  +  Pi  "'Px'  +  Ps"'P2'  +  (Po"'Pi '  +  Pi  "'Pü')  cos  Wo, 

+  (P,"'P4'+Pa'"^')cos  wia  +  (P»"'P„'+P„"'P,')c<) 


/«  ntigememer  tuialyti&cher  Entwickelung. 
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roraui^  atso  aucb  erhellet,  das8  immer: 

Die   drei   unser  Dreieck  bildenden   Geraden  wollen   wir  \eiti 
tibst  aU  Äxen  annehmen   und  die  den  Ecken  oder  Spitzen 

gegenüberstehenden  Seiten  desDreieeks  respective  durch  %,  «2,  a^ 
bezeichnen;  die  er^te,  ziveite,  dritte  Äxe  sollen  beKiehungsueme 
den  Seiten  Oo,  a|,  a^  ent^precbeti.  Bestimmen  wir  nun  iiher  die 
positiven  Hichtnn«;en  der  drei  Axen  so,  wie  aus  Fig.  10.  von  selbst 
ersichtlich  ist,    und   nehmen,    wie  es  offenbar  verstattet   ist,   die 

Kinkel   £r|>|  V  1^121  w^^    8ämmtlich  positiv^    so   ist,    wie  man   sieh 

119  Fig.  10.  auf  der  Stelle  überzeugt : 

j>o'=0,  pi' =ff2sinw7i2»    p,^'— 0; 

^«Qsinii'ni 
//y"=^0»  p^**  —  i^^  //^''— tfysintcjjü 

—  a,  sinw?ij; 

p^y***  =  dl  sin  w^yi .    pi**~  ^  i  p%'*  —  0 ; 

90  nach  dem  Obigen : 

/*(j'  ^0,  P,'==ai*sinM?i^i  i?in«i?i2,  P^' ::=0; 
/'^/'=0,  Fi"=0,  F2"r^aÄ*sinwi2sin«<t2o; 
/o'"  =  oo^ sin  «»20  sif»  woj ,    i\  "^  =  0 ,     Fjg"' = 0 ; 


rner: 


Qo'   =ö|*sinicoico6woi*'""%2j 
Q^*   =  eii  ^  sio  Wqi  sin  Wi^ , 

Q^'   =ai*6inicf(„  siij«?|^cosM)i2; 

Q(j"  ^*  «2^^' "  *^l  2  ®" "  *''20  ^^^  "^20  > 

Q^'*  =aa*sinMJ|sCos«iD2o; 

Qo'"=:ao*sin«jj,>  sinwoi  * 

Qj  ***^L  0^2  g,n  ^^^  gl j,  (p^^  ^,(,g  ^^j  ^ 

Qj'"-=  öy^si  n  MJj,)  cos  «020  ***"  ""oi ; 


ilglieht 
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^12  =  i^si  =  ^1^ «72^ sin  fc»oi  flin t6|2  9in  Mfo . «in  «^1 2  co8iO|^l 

und  hieraus : 

ifly*  si  n  2fOao  sin  "itijQi 

Ferner  ist: 

-^la  ^18  Po'  +  ^aa  ^ai  f^o"  +  -"ii  •^aaf'o"'  =  ^31  ^b^Pq'*' 

!ai  sin  f0g| 
i 

iaasinwja 

-^la  ^la  ^2'  +  ^23  ^^l  P^**  +  -^31  -^32 Pa'"^  -^23  ^21  Pa" 

:^  (iaiv^i  «2  »in  w^u  sin  Wi^  sinfü^oP .  Oj^sin  2f{7,2  sin  S/Pjei  »    * 

f  ff|  sin  ffjf 


Also  ist  nach  10): 


!3) 


a<^*  sin  2«?jo  sin  2w(i|  - 


<i2srn«!2Q 


''^      ao*gjfi2f%o8in2woi +Cit*sin2i0(»i8in2w,2  +  ff2*sin2«?|28m2ii4ö* 


fii^siß^M^i  8in2f6|2. 


Pt 


a^sinwQi 


«0^  sin  2tü2oS'n  ^**oi  +  Wi^sin  2fi7(,i  sm  2ii?i  ^  -f  er^^sin  2fe|2i$in9 

^0  sintOfo 


Os^Bin  2ff?i2  sin  2w2o  • 


(ij  sintc^i2 


^^      <ifi^sin2M72i>»"^2«<?oi  +#i^sifi2f<?|j,  sm2fu,2  +  <r2*sin2t£ji2«»n*«'fü 

Durch  eine  einfache  Befrachtung'  wird  man  bei  dem  gleich- 
seitigen und  rechtwinkliE*en  Dreieck  die  Richtigkeit  dieser  For- 
meln sos^lelch  bestätigt  tioden. 

Nach  dem  Obigen  ist  aber  auch: 


fn  allgemeiner  analytischer  Entwickelung, 
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Q,'  ^  tf jd^  «in  «^2^^*  cos  Wi  2 ; 


Qu 


S^flj  SIDWoi'COB^^j 


Qj"  :=fl^,al  8liit<?oi*costt?is 


Qr^^x 


folglich  : 

I 

Ai^  =  Ä^i  =  Cfpöi  %  aln  ?ü2o^  sin  ti?oi^ .  »o  cos  w^^ , 

A^  —  J^a  ^  aoOi^Q  sin  i»oj  *  sin  «>j  j* .  «i  cos  w^ , 


(      ff  iitTi  si  n  tP^i  *  CO  s  f I? I  f 


C06  tOf)| 
€OS«!oiCOSM?ij 


I     Ai^  Ai 3  ;9o'  +  A^  A^i  Pq*"  +  ^gj  ütgaPo"'  =  -^^si  ^»a  Po" 
ll 

ö,  fl^si  nio^i  SI  n  «3|  ^e  i  n  toao)*  -  *ii  'i^® "  o  w?i  a'^c  os  w^^cos  Woi  ■ 


Hl  dasinuj^jisitiwiasinicatj)^ .  öaffi^JTm'aö'costeoi  008^12* 


a|6ini«?(^i 

Jij  Ji3|?,'  +  A^  ^21  Pi"  +  ^31  ^aaPi"'  =  ^ia^i3??i' 

%sinie?|2 

^11  ^13  Pt  +  ^23  ^21 P»"  +  ^ai  ^32Pa'"^  ^13  ^21  P^*' 

Oq  sin  W20 


0|Smtrts 


39* 
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Gruneri:    Das  Spüem  der  DreUinien-Cooräinaien 


Bezeichneo   wir   iiüb   die    den   Seiten   00,  ai ,  «2    entsprechend 
Hiihen  des  Dreiecks  durcli  k^,  ki,  ii^^  so  ist: 

h^  =.  p^'"  ==  fl|  sin  «Coi  =  %  STT!  w^^ , 
Aj^/ii'   ^%sint(?|2=^aosiij«i7oi , 
A^  =: Pj"  :=  Q^ sin «'^d  =^  «i  sin «Jja » 
also  offenbar  nach  dem  Vorhergehenden : 

14) 

_      hj^  Ag  cos  ti?ao  cos  w^i  

Äq/|i  cos  «^]  ^  cos  w^  -f-  A|  ^2  cos  w^Q  cos  «1^0 1  +  /^Ao  cos  «Pol  '^^'^  *"ll 

//  0  Ät  A^  CO  s  t<?QT  cos  tOt  a 

'^^      A0Ä1  cos  W|^g  cos  «j^  4"  Ai/*a  c*Js  W20  ^**s  ^m  +  ''2^  cos  «Jq^  cos  1 

AqAj^A^  cos  fß|9  cos  to^ 
'^      ÄqAi  cos  Wi^^cns  w^/^  +  Aj A^  cos  w^^ cos «Ojji  +  A^^A^ cos i&oi  cos  1 


g-  16. 

Um   noch  ein   anderes  Beispiel    zn   ^eben,    wollen    wir  äul 
Schwerpunkt   des   Dreiecks   A*Ä"A^^    hetrachten,     indem  wir 
Coordinateo  der  Ecken  A* ,  A" ,  jI'"  respective  durch 

Po  f  Pi  ;  P2  ;    iPo  *  Fl   *  P2   j    Po   '  Pi    ?  /»a 

hezeichnen. 

Nach  §.  12.  sind  die  Coordlnaten  der  Mittelpunkte  der  Seüi 

£Ä\  Ar^\  j^A 

respective : 

i(Pü'+Po'0.  i(Pi'+Pi"),  i(p*'+P,^); 

4(Po"+Po^),  iCp/'+Pj"'),  i(p/+P2'"); 

i(p/'+Po').  KPi'^+Pi').  l(p/'+P»'); 

und  die  Gleichungen  der  durch 

A*  und  den  Mittelpunkt  von  A^*^  ^ 

AU  ^^~Ä* 


yi'^« 


geheoden  Geraden  sind  folglich  nach  %.  6. : 


fii  allgemehter  analyUacher  KtHwickelung. 
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ler: 


+  t;'«'(po"+po'")-?'(.'(K'+W")fpi  J  =0, 

+  !Po'(Pi"  +  P,'")- P/iPa"  +  Po"'J  (/^ 
tp,"(Pa"'  +P2')  -P«"(P,"'  +  /^i')l;>o 

Iprcp« +p*") -pa"'OV +;'i")}po 

+  (/«»"'(p,' +/»,")  -~P,"'(p»'  +  Po")ip. 


1) 


I 


lp.'(K+P."+p»'")-K(/'i'  +  Pi"+Pi"'))?'ü 

+  lpa'(Po'+Po"+Po"')— P»'(P2'+Pa"+Pj'")tpi   ^  =0, 
+  1 P»'  ipi'  +Pi"+Pi'")-Pi'  (Po'  +  Po"  +  Po'")  I  Pa 


Lo. 


IPl"{P2'  +  p/+p/')-p4"{p,'tPl"+Pl'")IP0 
+  tp2''(P«'+Po"+Po'^')  -  P0"(P«'+P/+P/)  IP, 

I   +tPo"(Pi'+Pi''+Pr')-p,"(Po'+Po"+Po'")IPa  1 

tp,"'(p.'+P«''+P,"')-p.'"{p.'+Pi"+p,"0  ipo  J 
+  t7V"(Po'+Po"+p/')  -Po'"(p«'+P8''+Pi"')  tp,  (  =  0. 
+  IPo"'(P,'+P."+P,'")-p,"'(p«'  +  Po"+Po'")iPi  ) 

Hieraus  ergiebt  sich  unmittelbar,  dass  die  Summe  dieser  drei 
leicbungen  verschwindet,  so  dagjs  also,  wenn  für  gewisse  Werthe 
m  Pq*  pit  p^  SEwei  dieser  Gleichungen  erfüllt  werden,  für  die- 
dben  Werthe  von  poi  pi^  Pz  immer  auch  die  dritte^  Gleichung 
fSlIt  ist     Bestimmt  man  daher  mittelst  der  Gleichtin^ 

p^slnwi^  +  Pi  »Inw^o  +  ^^^sintc^i  ==  J 

id  zweier  der  Gleichungen  1)  die  Griissen  /?(j,  p| ,  p^;  so  wird 
iTch  die  erhaltenen  Werthe  dieser  Grössen  immer  auch  die  dritte 
»r  Gleichunjien  1)  erfüllt »  woraus  sich  ergiebt,  dass  die  durch 
e  Gleichungen  1}  charakterisirten  Geraden,  also  die  von  den 
piUen  oder  Ecken  des  Dreiecks  nach  den  Mittelpunkten  der 
ept^nseiten  gezogenen  Geraden,  sich  immer  in  einem  und  dem- 
ilben  Punkte  schneiden. 
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G runer t:    Dm  System  der  DreUhiien' Coordinaien 


Mao  öberzengt  sich  sehr  leidtt,  das»  die  d/ei  Gleichungen^ 
indem  G  einen  gewissen  Factor  bezeichnet;,  erfülltwerdeiiy  wenn  man 


2) 


setzt,    wo  es  also  nur  noch   darauf  ankommt^  den    Factor  G 
bestimmen,    wozu   man   sehr   leicht   gelanji^t»   wenn    man   die  va 
stehenden  VVertbe  von  po«  pi,  p^  in  die  Gleichung 

Pq  sin  Wj^  +  pi  sin  te,^  +  p^  sin  w^i  =  ^ 

einführt;   denn  dadurch  erhalt  man  auf  der  Stelle: 

|(p<i'  +  Po"  +  Po"'}  ßin  fui  2  V 
+  {;»^'  +  p/+p^'^)sinte>o,  ' 
oder: 

iipf^*  Binwia  +  />i'  810*^20 +  P2'  sintCüi)   j 
+  ip^"  »intojj  +/?/'  slnwjfto  +#»ä"  sintom)  |  G=J, 
+  (Pü'"  sin;«jia  +  pi'"  sin  w^  +  /j^'"  sin  tooi) 
also  ^JG^^Jf    und  folglich: 

a) G^i; 

daher  nach  2)t 

4) Fi=l(PiHp/'+Pi"), 


§.  17. 
Wir  wollen  nun  noch  den  Flächeninhalt   F  des   Drelec 


A^A^'A'*'    betrachten,    indem    wir    wiederum    die   Coordinateii  An 
Ecken  A',  A**^  Ä**  respective  durch 

Po  f  Pl  >  P2>  i      Po    >  Pt    ^  P^    9      Po    >  Pl     >  Pn 

bezeichnen. 

Bezeichnen  wir  die  recblw'inkligen  Coordinaten  der  Cclien 
Ar,  A*\  .r'  durch  o.',^';  ^",^";  V",  y ;  so  ist  nach  einer  s* 
bekannten  Formel: 


in  aii gemeiner  mmii/ti&ctier  Enfwickefnng. 
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adem  man  da«i  obere  odi^r  untere  Zeichen  ninimt,  |enaehdem 
Hau  sich,  um  den  Umfang  de^^  Dreiecks  iiacJi  der  Ordnung  der 
Ecken  zu  durchlaufen^  in  gleichem  oder  ungleichem  Sinne  mit 
der  Belegung  von  dem  positiven  T helle  der  Axe  der  an  durch 
den  Coordinateii winke!  {xi^)  hindurch  nach  dem  positiven  T heile 
der  Axe  der  ^  hin  beilegen  mu^s*    Nun  ist  nach  §.  4  13)^  14): 

w*  sinwm=:(^^j'  —  öäQ)cosßi  —  (pi'  — Qi)cos€r(>, 

y*  sin  w^i  ^  (Po'  -  So)  cos  j3i  —  (p^ '  —  5^ )  cos  ß^ ; 

o:"  sin  Wqi  =  (p^"  —  ö^) cos aj -—{pi^  —  i^i) cos «^^ 
S^"  8»n  «*>i  =  (Fo"  —  Öo)  cos  ft  —  (p/  —  öj )  cos  ^0 ; 
ar'^sintUüi  =(/%"^— öo)cosfti--(pi'«'-  ö|)costto. 
y«'  sin  euoi  —  (Po'"— ^t>)  <:<>»  i^i  —  (pi "  -  ö^ )  cos  ß^  ; 


(.V"— 3^'^)«""  woi  =  (p/' -Po'")  cos A  -  (p/— Pi'") cos ^0 , 

(/'-,V')sintc?oi  —(Po'" -Po') cos ft  ^{p/"^p,')cos/3o^ 

(^'  —  ^")  sin  w,n  =  (Pü'  -  Pü'O  cos  ft  --  (pi ' — pi ")  cos  ß^ ; 

snd  fotglich  : 

J:2FsinW(n* 

-     (po-öo)(po-'-po"OcosftiCos/3i^(po'^Q(j)(pi''^p,*^)cosi3ocosiVi 

--- (pi '-%)  (Po"-Po'")cosa„cosft +{p, '^  Öj  )(pi  "-pi '")cos«oCOS  j?o 
+  (po"-öo)  (Po'"-po')cosßiCOsi3i'-(po''-öo){p/'-pi  ')cosi»ocosff| 
-(Pi  ''-öl)  (Po'''-;?o>osöfocosj5i +(pi  *-ö|)(pi  '''^pi  ')cosc^co8|5ö 
+  {po"'-%)(po'-po'0co80ficosft^(po''-öo)(pj'-p/)cofijffocosfri 
— (p/"-Öj  }Cpo^-po'')cosßoeosft  +(p/ -ö  J(pi-^pi  *)cost^ocoßi?o, 

fi  oraus  sich  sogleich  : 

±  2Fsin  ii?oi* 
I  -^  -» Pi' (Fü"-/>ö'^)  +  Pi 7Pü'"-PdO  +  Pi'" (Po -Po")  t  cos  <^ cos j?, 
-tpo^(Pi''--p/')  +Pü"(pr"Pi')  +  Po'"(p,'-Pi")lcosPoC'>sai. 

also : 
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±  2F8iQ  wqi* 
=  !;V(Pi""Pi'^)  +  Pü"iPi''-Pi')  +Pü''(Pi'-Pi*V 

X  (cos  CtQ  cos  ^1  —  cos  ßft  cos  Of| ) , 

rolgtich  nach  §.  4.  3) ; 

ergiebL 

Auf  diese  Weise  erhalten  i^'ir  nun  aus  den  Formeln  g.  4. 13], 
14)  nberbaupt: 

±2Fsiimoi  ^P^'(Pi"-Pin^rP^''ipr-Pi*)  +  Pi^^'iPi'-Pi^] 

iVlultiplicirt  man  aber  diese  Gleichutigen  nach  der  Reihe  mit  pt\ 
p^\  Pi*  und  addirt  sie  dann  zu  einander^  so  erhält  man,  weil 

p/  sin  *oia  +pi'  sin  w^  +  p^'  einw^o,  =  J 

\»tf    nach   sehr  leichter  Rechnung  die  folgende  Formel  : 

+  ^JF=    p„'(Pi'W'-Pi"'Pi") 

+Pü"(pi"'pt.'-Pi'p2"'y 

+Po"'fPi'P«"-Pi'>.')j 

n-elche  eich  noch  auf  verschiedene  Arten  würde  umgestatten  las- 
sen, indem  man  zugleich  für  J  jeden  seiner  bekannten  Ausdniclce 
setzen  kann.     Es  ist  z.U.; 

F  = 

,  Po'(Pi'W"-p.y)+Po"(yi"'P2-Pi>a"')+Po'"(p,>a"-P.X) 
*-  2 (öQ  sin  Wi2  +  ti^i  sin  tc^o  -l-  tig^^Ti  w^i) 

Diese  Betrachtung  auf  jedes  beliehio^B  Vieleck  zu  erweitern. 
hat  nicht  die  mindeste  Schwierigkeit ^  wenn  man  nur,  in  ähnlicher 
Weise  wie  vorher  bei  dem  Dreieck,  von  dem  bekannten  aHgeiue»- 
neu  Ausdrucke  für  den  Flächeninhalt  eines  jeden  Vielecks  rfarch 
rechtwinklige  Coordinaten  ausgeht. 
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XXXVII. 

Note  aber  die  Integration  der  partiellen  Differential- 

gleichling 

.^  <i*z  dz  dt 

Von 

Herrn  Simon  Spitzer., 

Professor  an  der  Handels- Akademie  in    Wien. 


Wir  setzen  9  um  diese  Gleichung  zu  integriren, 

z  =  (a;;fy)^Z  (2) 

und  erhalten  hiedurch: 

(3) 

Diese  Gleichnog  Tereinfacht  sich  ffir  solche  Werthe  von  k,  welche 
aas  der  Gleichung 

^*+  (w»i  +  w«a—  1)A  +  n  =  0  (4) 

hervorgehen^  und  nimmt  dann  die  Gestalt  ab: 

d^Z  dZ  dZ 

(^  +  2^)d^  +  <^+^»>dS  +  <*  +  '^)^=0-  (5>    • 

Das  Integral  dieser  Glefchung  ist: 
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(6) 

woHelbst  gj(^)  eine  willküfirliche  Function  von  x^  ^(j/)  eine  will- 
kührllche  Function  von  ^  bedeutet,  und  ^-(-mi  und  A-J-mj  ganz« 
positive  Zahlen  tsind.     Es  ist  somit : 

(7) 

das  voj [ständige  Integral  der  Citeichung  (1).  (Siehe  hierüber  im 
33.  Bande  des  Archivs  S.  476.) 

Euler  integrirt  die  Gleichung  (l)  im  speciellen  Falle  m,  — wj 
durch  Reihen.    Ist  die  Gleichung  (J)  von  der  Gestalt: 

(8) 
d^z  dt  dz 

äo  brechen  die  Reiben  ab  im  Falle  k  ganz  und  positiv  ist,  (siehe 
Euler's  vollst.  Anleitung  zur  Integralrechnung,  deutsch 
von  8alomon.  3,  Bd^  S.  224).  Nach  der  von  uns  gegebenen 
Formel  (7)  hat  man  aber»  da 

itt^  —  m^  =  m ,    n^  (m  +  A'}(m —k—  I ) 

ist,  tblgende  Gleichung  Tür  ki 

AiB  +  (2m  — I)A+(m  +  Ä)(iii~Ä-l)=0, 

woraus  die  Werthe: 

K^^  —  m  —  k    und    ^  ^  ^  w  +  A  + 1 

hervorgebeiK  Wir  finden  daher  mittebt  unfterei  Forioel  folgeatie 
Integrale  der  Gleichung  (8): 

(Ö) 
(10) 


(i^^^i 


dwdp 


ä% 


ä% 


+  w,(:t+|f);j-+«1a(x+|r)  — +«» 


'dx 


ätf 


Das  Integral  (9)  gilt  für  gaoze  und  negative  Wertbe  Fon  k^  das 
Integral  (10)  hingegen  für  ganse  und  paaittve  Wertlie  Ton  k^  und 
auch  fiir  ä  =0. 

Auch  die  Gleichung 


dxdy 


dx 


%■ 


(11) 


Integrirt  Euler  mittelst  Reihen,  die  für  ganze  VVerthe  von  m  ab- 
brechen« Wir  findert  niittakt  der  Formela  (9)  und  (10)»  wenii  wir 
■  11  selbe  A— — in  setzen,  folgende  Integrale  der  Gleichung  (11): 


l 


(12) 


(13) 
y(^)     1  ,   ä-^  r     ^W 


X3a8  erste  dieser  Integrale  ist  giltig  für  ganze  und  positive 
"^Verthe  von  m;  dast  «weite  hingegen  lur  ganze  und  tiegatiTe 
Werthe  von  m.  Werden  die  Differentiationen  wirklich  ansgeCührt, 
So  kummt  man  natSrlicIi  zu  den  Reihen,  nelehe  Euter  als  Inte- 
grale aulktetlte. 


Es  ist  uns  geglückt,  das  Tollständige  Integral  der  Gleichung 

(14) 


.      ^      ^   rf^z  dz  dz 


icti  in  den  Fällen  aufzustellen,  wo  bloss  eine  der  beiden  Zahlen 
»Hl,  jn^  ganz  ist.  ~  Sei  etwa  m^  ganz  und  positiv,  m^  beliebig, 
«odann  ist  das  Integral  der  Gleichung  (14): 


(15) 


Die  Richtigkeit  dieses  Integralts  lässt  sieb  leicht  dartbun.     Üeira 

^u»  (15)  folgt: 


d^ 
dx^' 


"s =(^+^y(^+^)'"^-'^w%' 


(16) 


Und  differenzirt  man  diese  Gleichung  nach  jf,  so  erhfilt  manr 


da?i-  ^^dy      x-\^y      {x-Y  y  )"** 

rheil  XX XVII L 


Tiß'^+'J^ 


™i~^i)j(y)%; 

Hü 
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bterans  folgt: 


(■ 


und  wenn  man  die  Gleichung  (16)  berücksichtiget: 

Wird  diese  Gleiclmiig  /fi^mal  nach  2^  differeozirt,  80  erbilt 

was   zu   betreisen   war.  —  Es    folgt  daher    in   der    Tbat  föf 
Gleichung 


M 


(15) 


falls  m«  eine  ganze  positive  Zahl  ist,  folgendes  fntegrah 

^(3^)  ist  hier  eiiie  willlcöhrliclie  Function  von  ^,  ond  wird  dieli 
angezeigte  Integration  ?ob 

nach  3f  durchgerührt,  so  erscheint  als  Integrationseonstante  ^im 
willkührriehe  Function  von  ;r,  demnach  läast  sich  das  Integiil 
(15)  auch  so  sehreihen: 

(17) 

d"s-i  r    tti(a:)       .         1  /*,  .  1 

Eben  §0  lägst  sich  auch  zeigen,  dass,  falls  f^i  ganz  und  poi 
m^  ganz  beliebig  ist,    das  Integral    der   Gleichung  (14)  die  i 
stall  hat: 

(18) 
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Setzt  man  iti  (14) 


t^{a:  +y)*— '"i-"hZ  , 


so  erhält  man; 


^  dxd^ 


dff' 


(19) 


(20) 


Dieser  Gieicbung    genügt  aber    nach   dem  so  eben  BewieseneD, 
fiiT  ganze  und  negative  Werthe  von  mit  oder  aueb  für  m^^O: 

band  für  ganze  und  negative  Wertbc  von  ntj,  oder  auch  für  ms=0; 


Z  = 


d-"« 


t(;c  +  3,)>".-V(»)  +  {:»^+3')'"'-y  (I^^J  ; 


fotgÜcb  erschaint  daa  Integral  der  Gleichung 

ifi  folgenden  vier  verscbiedenen  Formen; 
Erstens; 

irafi  giltig  ist  für  ganze  und  positive  Wertfae  von  f%. 
Zweitens; 

2  =  (ar+s)!-".— »^j:^  [(^+j)«»-V(^)  +  (^+sr^-'J  (^)^1' 

was  giltig  ist  für  ganze  und  negative  Werthe  von  nt^,  oder  auch 
mr  lila  — 0. 

Drittens: 

^was  giltig  ist  för  ganie  und  positive  Werthe  von  irtf 
^■^       Viertens; 
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2  =  (a;+y)i-..-'-.^^[(a:+y)««»-V(^)  +  (^+y>^"\/"(|+y^l' 

was  giltig    ist   für  gatise  und  negative  Werthe  von  mj  oder  aad 
für  m^  =  0. 
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Note  über  die  Integration  der  Differenzen -Gleicboiig 

in  welcher  n  eine  ganze  positive  Zahl,  und  <p(x)  eine 
gegebene  Function  von  w  ist. 

Von 

Herrn  Simon  Spitzer j 
Proleasor   nn   dor  HatidcU- Akademie  in  Wien. 


Ich  habe  im  32t en  Bande  dieses  Archivs  Seite  334 
eine  neue  Methode  für  die  Auflösung  solcher  Differeiizeti-Gtei- 
chuHgen  gegeben,  deren  Caefficieuten  rationale  algebraiaehe  Func- 
tlnnen  von  ar  sind.  Gleichungen  der  Form  (1)  gestatten  aber 
eine  viel  einfachere  Au flöjiiungs weise»  und  zwar  selbst  in  solcfaeo 
PäHen«  wo  ip(x}  keine  algebraisclie  Function  von  a?  mt. 

Wir  wollen  diess  in  mehreren  speciellen  Fällen  zeigen. 
Sei  vorerst: 

/(a:=Kl)^9(^)n^);  (2) 

80  ist  bekann tÜcb  r 


i 


denn  hieraus  folgt; 


(3) 


der  Di/r^rm%en  - UieUhung  f{x \ n}  —  q>(x)/lx), 
/^(^  +  l)^qp(l)9(2M3),,..<p(;r'l)(p(^)./Il). 
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fol^Jicb  lindet  v^^lrkUch  zwischen  f[x}  und  f(x-i-l)  die  GieichuDg  (2) 
statt.     Hat  man  die  Gleichung: 

a:^  +  2)  =  ipix)na!).  (4) 

so  ist  auf  gan^  ähidiche  Weise: 

/(^)  ^  q>(\M^)<p(5) ....  <p(^  -  2)  ./II).  (5) 

Denn  hieraus  folgt: 

fla:  +  2)  =  ^(1)9(3)9.(5) . . . .  g)(^  -  2)g>(a:) .  /ll) , 

und  zwischen  /(;r)  und  f(x  +  2)  findet  wirklich   die  Gleichung  (4) 
äiatt. 


^ 


Ganz  eben  so  ist  aber  auch 

f(xy  =  vC2)9(4)<p(6) . . .  .«p(:r-2) .  A2),  (Ö) 

fütgjich  genügt  der  Gleichung  (4) 

/K:r)=      g.(l)qp(3)gp(5)..,.  9(^-2).  AI) 

+  i3P(2)<p(4)(p(6) (p(x^2)./(2); 

das   erste  dieiser   beiden  partikulären  Integrale  gilt  füi  ungerade, 
das  zweite  partikuläre  Integral  für  gerade  Werthe  von  .r. 

Ganz  so  hat  man  auch  für  die  Gleichung  dritter  Ordnung: 
die  Auflösung; 
^^H  +  <pmcp{^)pm-'M^  -  3)./(2) 

Das  Iste  partikuläre   Integral  gilt,  falls  a?  die  Form  Sk  +  1, 


2te 
3te 


>t        t»     tf    ^i 


jf        in       it 


»     3» +2, 
„     3k  +  3 


hat,  unter  n  eine  ganme  positive  Zahl  verstaEiden. 
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Spiner:    ^'(fte  über  DifferentiaiglelchungeH 


Note  ober  Differentialgleichangen  der  Form: 

iC»)  =  ar"  {Ax%'  +  Bz),  (l) 

Von 

Herrn  Simon  Spitzer^ 
Profe^ior  tin  d«r  Handeli^Alca^etttie  hi  Wien. 


Wir  erlaubeti  uns  hier  zirei   Sätze  übar  tioeare   DiffereDtial- 
gieichungeD  der  Form  (1)  aufzustelleo  und  zu  beweisen. 

Der  erste  Satz  lautet:    Wenn  das  Integral  der  GleicbuDg  (l) 
bekannt  Ist  es  sei 


so  ftässt  sicli  das  Integra]  der  Gleicbung 

aufstellen  ^  es  ist  nämlich  in  folgender  Form  enth alten : 


m 


y=  j    *^(u^)Vdu, 


(3) 


woselbst  V  eine  Function  von  it,  und  «i,  u^  constante  Zahlen 
bedeuten  >  Um  F  und  sodann  ui,  tt^  zu  bestimmen «  setzea  nit 
den  in  (4)  aufgestellten  Wertb  von  if  tu  die  Gleichung  (3),  wir 
erhalten  sodanfi: 


«1 


[ti»t|;C«)(iiar)  —W'^^iux)]  Vdu  ==  0. 


(8J 


•'»  ''»Äfer  Form:  s(")  — ir«»(^»'+jffa),  459 

Es  ist  aber: 

folglich 

Daher  hat  man : 

m 

Mittelst  der  Alethode  ^tn  t  heil  weisen  Integrireas  lässt  sich 
in  folgenden  Ausdruck  umgestalten; 


rf(wm+«+ip) 


du 


dU' 


(7) 


Durch  diess  geht  die  Gleichung  (6)  über  in : 
.  t  «. 

Setzt  man  den  Theil,  der  unter  dem  Integrab eichen  stehtj  gleich 
NM,  so  erhält  man  die  Gleichung: 


lus  weichet  rotgender  Werth  für  V  folgt : 


(8) 


and  setzt  man  dieas  In  die  Gleichung 
so  erhält  man: 


(9) 


tt^e'^<'«+«)»"+>(«:r)  =  0,     . 


(10) 


aus  welcher  Gleichung  u  zu  suchen  ist.     Ergeben  sich  aus  (10) 
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für  n   zwei  constaote  Zahlen  U|    und   %  ab   Wnrzeln»    Bo  «cliltt 
man,  selbe  als  Integratioiisgrenzen  gesetzt,  für  u  folgenden  VVertb; 


Ä    "•    "   %^(in+ft)i*'"+''i^(,o:)ii|i. 


und  diess  tat  ricbtigj    wenn   das  Integral  weder  unbeptimnit  nocli 
unendlich  tst. 


Uer  zweite  Satz  lautet :     Wenn  das  Integral  der  tvleicfaDiig 

im—^{Axt'-^Bz)  (12) 

bekannt  i»t^  es  sei 

^  =  iK^);  (13) 

6(1  tässt  &lcb  das  Integral  der  Glelchun^r 

aufstellen,  ea  ist  nämlich: 


-/• 


^|/(iij:)  Frftt, 


(13) 


woselbst  V  wieder  eit»e  Function  von  w,  und  m^^,  ?«^  constante 
Zahlen  bedeuten.  —  Um  zuerst  F,  und  sodann  Uy ,  %  zu  be^fim- 
men,  setzen  wir  den  in  (15)  aufgestellten  Werth  von  ^  in  die 
Gleichung  (1%  hiedurch  ^halten  «rlrr 

(16) 
/     *  [Mni|;(")(t*:r)  —  A^x'^-^htip'iuw)  —  ^i;r'«T^(?o:)]  Vdu  =  0, 

Nun  ist  aber: 

folglich  hat  man: 

(in 

f      [^MM^+i^i|i;(«x)+ÄM''H-ni|;(Äa?) — Ji  w^^j'(  war)  -^B^  t^{MJr)]  F<* 


der  fonn:  aW=a?»>(v4a«' +/?»). 
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Mittetst  der  Methode  dea  tbeitweiseii  Tntegrirens    iSsst  sich  aber 
der  Ausdruck 

umgestaltea;  ea  ist  Dämlich  derselbe  gleich 

K^w'w+^+i _^„)  y^uit) C*"V    "*  ^t^^^^C FCi^M^H-^+i^^tt)]!!,! 

uutl  setzt  man  diess  in  die  Glekhiiiirg  (17),  so  erhält  man: 

(18) 
i  (^»"'+'»^^^ — Ai  u)  Viff{m)  r* 

i-y "'  ii^(w^)  i  F(Btt™+«-j?i)  -  ^  [  F(  ^««-+«+1  -  4«)] )  ci„ = 0. 

«1 
Btzl  man  nun 

F(ßtt™+»— iBi)-^[r(J««-+'»+i—  Ji«)]  =^  0,       (19) 

ergibt  sich  hieraus  folgender  Werth  ftir   F;     ^ 

F  =  ««-H^«'"+«  —  ^i  )^-^  (20) 

io  der  Kürze  halber 

lesetzt  wurde;  und  setzt  man  diesen  Werth  von    F  in  die  Glei- 
jrhung 

(Au^^^^^  -  A^u)  Fipiux)  =  0, 


erhält  mau: 


li^iAü^"^^  —  Ai)ß'f(iu:)  =  0, 


(21) 


üs   welcher  Gleichung  u  zu  suchen   ist.     Ergehen  sieb  aus  (21) 
Sr   u   zwei  constante  Zahlen  «i ,  %  als  Wurzeln^  so  erhält  man, 
Ibe  als  Integratioosgrenzen  setzend,  für  ^  folgenden  Werth: 

y  =s  /    * it«-i(^««»-f «  —  Ax)ß'^'t(f(ux)fiU , 

30» 
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und  dieas  ist  richtig,   wenn   das  Integral  ueder  unbestimmt  no 
unendiicli  ist. 


Aus  den  beiden  so  eben  aurgestellten  Sätzen  siebt  man,  vn« 
sfiiveckmässig  es  ist,  Integrale  von  Oifferentialgleicbungen  der  Form 
(1)  2u  kennen.  Wir  erlauben  uns  daher  hier  eine  bestimmte  Dif- 
terentialgleiebung  der  Form  (1)  besonders  vorzufübreii,  Es  ha 
nämlich  die  lineare  Differential gleiehung 

i"'  =  2^-^(Jixi'  +  %ni)  (23) 

da^  integral 

z  =  Ciqp(^)qp(j;)  +  C^rp{m)}p{a:)  +  CatW^W  * 

vorausgesetzt^  dass  Ci,  6^*  C3  willkiibriicbe  Constantaund^— qp(^ 
sowobl,  als  ^  :=  "if;(a?)  particuläre  Integrale  der  Differeotialglei- 
chung 


;  X^^jl 


sind. 


Note   über  die    Integration   der  linearen    Differential- 
gleichung 

Von 

Herrn  Simon  Spitzer ^ 
Prüfeiior   an  der  llanileU- Akademie  in  Wien. 


Alle  Differentialgleiebungen  der  Form  (1)  kennen,  wie  iino)<^ 
auch  die  constanten  Zahlen  a^,  ai,  a^,  61,  Ä»  beschaffen  sloi 
wenn  nur  6^  von  Null  verschieden  ist,  auf  folgende  Form  ge-^ 
bracht  vrarden: 


I 

I  w.y"  +  (— wß+OT+a;)y  +  [^-«(m+ar)]y  =  0,  (2) 

diese  Differeotialgleichung  wollen  wir  nun  integriren  io  den 
len  Fällen^  wo  A  eine  gan^se  positive  oder  eioe  ganze  negative 
I  ist 


iegration  der  Gleichung  (2)  im  Falle  A  eine  ganza 
I  positive  Zahl  ist. 

Wir  setzen  in  (2): 

\  $f  =  e^z,  (3) 

r  z  eine  neue  Variable  verstanden,  und  erhalten  hie  durch: 

»e  Gleichung  differen^iren   wir  nun  —  ylmal  nach  x;  hiedurch 
Jten  wir: 

(5) 

ii(8-^)  +  (m  +  a: + na)i(^-^)  =  Q  +  Cj^  +  C^a;^ + , . . .  C^  jr^-i , 

(t  C|  ,  Cg,  C3.**.C^  willkübrliche  Constante  verstanden.     Aus 
Gleichung  (5j  folgt: 


I 


(§) 


®«      da:  +  L^  +  L^x+ ...  +  Las:^-^  , 


1 

elbst  X| ,  L^t  L^,*,*Lj  constante  Zahlen  sind,  die  von  den 

kührlichen  Coostanten  Q ,  C^ ,  C^....Ca  abhängen^  und  somit 

st  willkuhrlich   sind.     Aus  (6)   geht  hervor  folgender  Werth 

2: 

Üch   ist  das  vollständige  Integral  der    Gleichung  (2)  für   den 
I  ganzer  und  positiver  Werth e  von  At 


f  :=  e« 


1  .|_l        _  (iw+jH[-na)^  (m^-jj-Btt)* 


diess  lässt  sich  auch  so  darstellen: 


rf^], 


(8) 
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0 

wDselbBt  Xi  und  X^  vtiükübrliche  Constante  bedeuten 


(9) 


ife]. 


Integration  der  Gleichung  (2)  im  Falle  Ä  Null  Ist  oder 
eine  ganze  negative  Zahl* 


Wir  setzen  in  (2): 


3^  =  ^ 


2. 


(10) 


wieder  unter  %  eine  neue  Variable  verstanden«  und  erhalteo,  da 


y  =  c    ^  (2'— ——-i), 


(WI+J} 


ii,da 


ist,  statt  der  Gleichung  (2)  rolgende  Gtekhung: 

n/'^  (nu^m  +  a-)z'  +  (ii  —  1)  t  =  0.  (1?> 

Wird  diese  Gleichung  (A — l)mal  differenxlrt,  so  erhalten  wir: 

(13) 

T|j(4+4>  -^  («et  +  m  +  a?)x^^3  =  Ci  +  C^af  4-  Cgo:«  + . . . .  +  C-^+u:--^.' 

unter  Ci^  C^,  C^***^C—j^i  willkührliche  Constante  verstaodeft 
Aus  dieser  Gleichung  folgt: 

(W) 

woselbst  £i|,  Lq^j  L^..,,L-d^i  constante  Zahlen  sind,  die  r«& 
den  willkührlichen  Constanten  Ci,  (^,  C3-...  C-^+i  abhängen,  an^ 
somit  selbst  wUlkübrlich  sind.  Aus  (U)  geht  nun  hervor  folf^^' 
der  Werth  für  z: 


II 


!  =  t, 


d"*  ,  +'^ 


(m+jf+na)'  (m+»+iig)« 


^tlx—'* 


l« 


«iarj; 


(«! 


DiffärenUaigleichung  a^y*'  +  (/?,+  ^tX)y'  +  ia^ +^o^)P  =  0.    4ft5 

loniit  ist  das  vollatandige  Integral  der  GJelchuDg  (2)  für  den  Fall 
ganzer  und  negativer  Wertbe  von  A  oder  ancb  fiir  ^4=^0: 

pnd  diess  lässt  6 ich  auch  so^  darstellen : 

!,  =  *,«      »"  dir^[«        *-     ]  (IT) 

o 
pnter  ^|  und  K^  willkührUcbe  Constante  verstanden. 


BerichtigtiDgen. 

Archiv  ThL  XXXVIll,  S.  77.  soll  die  letzte  der  Gleichungen 

l^)  statt 

äiuteti : 

Seite  134  soll  statt 

liehen : 
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XI4I* 

Ueber  einen  Satz,  von   welchem  der  die  Zahl  ^  be-' 
treffende    Satz  von  Wallis   ein  besonderer  Fall  ist, 

Von 

,  dem    Herausgeber, 


Wenn  wir  der  Kürze  wegen 

1)  ....    *    .       Xn:==:  /     Bina:^^ 

setzen ,  so  ist  nach  einer  bekannten  Formel  der  IntegralrechnnDg: 

2)  ,     . 


Xn= sin  ;r"~i  cosor  + Än-^. 

n  n 


Nehmen  wir  nun  zuerst  an^  dass  n  eine  gerade  Zahl  sei,  aiid 
setzen  demzufo%e  M==2|t,  so  erbalten  wir  aus  der  vorstehenden 
Gleichung  die  folgenden  Gleichungen: 


JTäju  = — s-  sin  a^®i"-i  cos  JT  +  -^ —  J^v-*» 


2f4-l 
2^ 


X%a-^ ' 


^^-i-.«in.v-B^,,+(H^=:ML^rrl)j^_, 


(2p-2)2^' 


(2fi-2)2itt 


(2,»-3)(2(»-l)^  (2<i— 3H2jt— 1)     .      ,     , 

(2fi-5)(2jt-3)(2>.-l) 
+-     (2|ii,— 4)(2fi-2)2ft     ^*''-*' 

u.  fi.  w. 


k 


öelreffende  Sat%  von  WbIUs  ein  besonderer  fall  isL         467 
6.8.iq....2^    ^*  4.6.S....2p    ^'"^  •''"''^^^:6.8....2f.  ^ 


1.3.S....('2ft— 1) 


3.5. 7. ...(2^-1)  ,,  3.5.7....(2fi— 1)  .  1 

"^.6.8....2^     ^«- 2.4.6....2p~  »"'^•="s;c+  2.4.6....2ft 


■o^o» 


Wi 


also,  tveüfi  mau  diese  Gleichungen  zu  einander  addirt; 

,  5,7. ..> (2^—1)  sm£* 


>  cosa? 


Ui  s<  w. 

1.3,5>7,„.(2ft— 1) 

Nehmen  wir  ferner  an^  dass  ii  eine  ungerade  Zahl  sei,  und 
setzen  demzufolge  ?i  =  2^-|-l^  so  erhalten  wir  nach  der  Gleichung 
2)  die  folgenden  Gleichungen: 


I 


K%^A^  = ■ 


1  2fi 

smac^^  cos  ^  +  €^T^  ^2m-i  . 


2^  +  1 


Jfa^^i  =  ■ 


2^ 


(2,i-l)(2^+I) 


2f.  +  l 

(2tt— 2)2« 


'^(2i.-l)(2fi+l)- 


(2|»-2)2^ 
■<2,i-l)(2^+l) 


JEä/*— 8  ^  — 


(2>t— 2)2|a 


(2p-3){2^-l)(2fi+ir 


r«,«-4 


cosa; 


(2|*-4)(2f.-2)2^ 

+  (2,t-3)(2ft-l)(2(*  +  l)^'^-«' 


^  6.8....2|ti     j,  _        6.8....2ft      .     ^  .     4.6.8....2<* 

r. 9 .. .. (2,t+l) ^*— ""S . 7 ....(2,4+ 1) ''""^  '=''*^  +5 .7.9... (2ft+I)^»' 

4.6....  2j«         _        4.6....  2|»      .     2  2. 4. 6....  2k     „ 

.7....(2|»+1)^» 3.5....(2k+1)*'"'^  *****  + 3. 5.7.,..(2|»+1)^'' 


roratui  sieb,  wenn  man  bedenkt,   das» 
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Jfi  =s  /       ftiD  xdx  =  1  —  cos  ^  ^  2  ßiii  4^* 
o 
bi,  durch  Addltbu  die  folgende  Glelcfaiing  ergiebt: 

4) 


^^2^+1=— I 


2.4.6,8.».2ft 


7, 9.  IL.  (2^+1)' 
u.  s.  w. 

^SfT+r     2^ 

.2sinJ^r 


6 


C06J 


J 


^3.5.7,9.».(2|^+1)" 
Setzen  wir ,  wenn  ^  eine  beliebicre  positive  ganze  Zah!  bezeieb* 
net,  r^i%  so  i^i  nacb  dem  Fundamentalsatse  der  Theorie  iM 
bestimmten  Integrale  für  ein  tn's  Unendliche  wachsendes  k\ 
Jfn  =  Lim ,  i{%m^  +  sin  2i«  +  sin  3£^  +  , . , ,  +  sin  M^) , 
jr„_i = Lim .  i  (sin  t"-i  +  sin  2i"^i  +  ein  3i^-i  +  -  - .  +  sin  h^-% 
und  nehmen  wir  nan  an«  dass  ^  zwischen  0  und  \7t  liege;  so  sind 

Slot,    stn2i,    sin3i,  ..*.  sin^t 
sämmtllch  positiir,  und  es  ist  offenbar  im  Allgemeinen: 

aln  t^  <  »in  1*-^^ ,    ein  21"  <  sin  2i*-i, . . . . ,  sin  *i*  <  sin  ki^-^ ; 
also  nach  dem  Vorhergehenden  offenbar: 

^n<,Än-it   und  daher  Xtß^  X^ß^i,  Jfa^a  <  Aa^^-i 
Also  ist  nach  3)  und  4)  offenb^; 


5) 


L3,5,>,.(2^— 1) 


■  '  •      2. 4. 6. „.2^ 
1.3.S»>.(2ft— 1)    sin^ 


X  — 


2<4.6^ 


2ft-J    sin^^-^ 
2^    '2^—1 


2  4,a,„,2ft        a  ^    t    4 

3.5.7,...(2fi^l)   ßin^a 
4,6.S„»2^     ■     3    +•' 

2>4.6.^.2|t        sinx® 


3,5.7 
sin-r* 


5,7.9,„.(2^+l)*     4 


.,(2^+1)'     2 

2ft      sin  m'^t* 
^2^  +  r     2fi 


^COäJ 


b^irefftunde- SatM  mm  Wallt»  Hn  bumäerer  FaUisi.        4^ 

iid : 

1.3.5....(2ft+l)   sina?       3.5.7...;(2ft  +  l)   sina:» 
2.4.6....(2f*+2)'     l     "^  4.6.8....(2|iA  +  2)'     3 

(2ft— l)(2ft4-l)   sin ar^Ai-i     2^4-1   siDa?^A«4-i 
+  ••+      2fi(2^  +  2)      •   2^-^l   +2^  +  2"  2^  +  1 


2.4.6..,.  2ft      slnig^_     4.6.8....2ft       sin^ 
"■3.5.7....(2fi+l)'     2     ""5.7.9....  (2(*+l)*     4 

2^       sinof^A« 
'"•••"'2ft  +  r  "^iT" 

Weil 

2ft— 1        1  1  2ft        1 


■2iir" '  2^  —  1  ""■  2ii  *    V+1  •  2^4  ""  2jr+i 
id 

j_  1 

*  2f»'^  2(1  +  1 

t,    so  ist: 

2ft--l        1  2|»        1 

Nun  ist: 

(2^— 3)(2fi-l)    _J[ 2ft~l    2ft-->l        1    ' 

(2fA— 2)2^      •2ft~3'^2ft-~2'     2fi     '2^—1' 

(2ft~2)2iit  1 2ft__       2(1       j_ 

(2fi— lX(2fft  +  l)'2ft-2  ■•2ft~l"2fA  +  l*2fiV 

ch  dem  Vorhergehenden  ist: 

2fi-l    _1 2^        1 

2(1    '  2fi  ~  1  ^  2^  +  1 '  5fi  • 

d  ausserdem  offenbar: 

;2fft— 2^  2f*— 1    ^' 
30  augenscheinlich: 

(2(1^3)  (2(1-^1)        1  (2fi— 2)2fi 


(2|^— 2)2^        2fi— 3^  (2(*-l)(2ji+l)'2^— 2' 


» cos  or. 


*)  Weil  nämliGh   ««>««  — l,   ««>(«— 1)(«+1)   i«t,    so  ist 

I   ^         n 


«-   1 
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Ferner  ist; 

(V^5j(2fi-3)(2^-l)        1 


(2^— 4)(2|[i-2)2^ 


1 


_  2^-3  C2^-3)C2^— 1) 


2;i=i 


nach  dem  Vorhergehenden  i^t: 

02^-^3)  (ly-l)        I  (2fi-2)%fi 1_ 

(2^  — 2)  2ft      *  2m— 3  ^  (2ft  -^  1)  (2^  +  1) '  2>*— 2  * 

und  ausserdem  offenbar: 


2^—3        2ft— 2, 
2^—4  ^  2|t— 3' 


also  augenscheinlich : 


1 


(2^-4)(2ft-2)2M 


(2^-5)  (2^-3)  (2^  ^1) 

(2^ — 4)  (2^ — 2) 2iü      '  2^  —  5  -^  (2^ — 3)  (2^  -  1)  {2,a  +  J ) '  2|it-i 

Wie  man  auf  diese -Art  weiter  gehen  kann,   ist  lAar,  nnd  es  j 
ist  also  auch  i 

1.3,5»..  (2j^-l)    1^      2.4-0, 


2.4, 6. ...2^        l-"3.5.7....(2^  +  I)'2* 

Die  Potenzen   von   sina:  sind  sämmltich   positiv,    und  e«  iit 

sin ic > sin a:* ,     8ina:*>sin.2:*,.... ,  sinar^^*>  siox*^; 

und  da  nun  unter  der  gemachten  Voraussetzung,  da^s  w  zwischen 
0  und  ^Tc  liegte  auch  cosa:  positiv  ist^  so  ist  nach  5)   offenbar: 


7) 


oder: 


1.3.5....(2|»— 1) 
2. 4. 6....  2p    ' 


2 .4. 6. ...2p 


8) 


1.3.5.-Cip-1) 
2.4.6....2p     • 


Weil 


2MJ   _l_ 

2p  +  2*2p  +  l- 


und 


3.3.7.. 

..(2p+l) 

^      2.4.6....2fi 

-^3.5.7.. 

,..(2p+l) 

! 

■2fi  +  2' 

2p 

2p+r 

»        . 

1 

,2siniar«!>0 


^sin^a: 


i-r« 


J 


1 


2#t~2ft  +  l 


2^  +  2  ^  2^  +  1 
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so  ist: 


Nun  ist: 


^^+1        1         .      2ft         t 


(2^-1)  (2^+1)         1 


2^(2^  +  2) 
(2f*-2)2^ 


2fi+l  2fH-l       1 


2u^I 


2/Ä     2^  +  2'2fi  +  l' 


1 


-^  2fi        I 

(2^— l)(2f*+l)  ■  2^*^^  -^  2^1^^  '  ^^m  '  2^1  ■ 


nach  dem  VorhergehaTiden  ist: 
B  2^  +  1        1 


<^ 


1 


■^  2^  +  2'2^  +  l  ^  2|*+r2^' 

i^nd  au^tienlem  oflfeitbar: 


2f^  +  1 

2^ 


2|Ä  — 1' 


also  augenscheinlich: 


(2ft^l)(2^  +  l)        1 


<7^ 


(2fi-2)2f. 


R->3)(2^^1)(2^  +  1)   _l__2^:il    (2ft-l)(2^  +  I)  _1_ 
C2fi-2)2^(2ft  +  2}       "2^*— 3-2fi-^2"      2^(2jti+2)      '2^  —  1' 


2^(2(14  +  2)      "2/i— 1  ^(2^— 1)(2^+J)  2^—2' 
Ferner   ist: 


a^— 4)(2jti-2)2f^ 


1  2ft— 2        (2^— 2)2|i^ 


1 


^!lt:3)W^nH2MT)  *  2^ 
lach  dem  Vorhergehenden  ist: 

»(2f.-l)(2ft  +  l)       I  (2fx-2)2^            1 

2^(2f4  +  2)      "2^—1  ^  (2f*— l)(2i* f  1)  ■  2^—2' 

Eind  ausserdem  offenbar : 

2^—1  2ft— 2 
2^-2  <  2,^-3' 


i^ts o   au  gen ^ch e  1  n I  ich  : 

[^^-3)(2f4--l)(2^  +  l)        I 


(2f4^4)(2|i^2)2^ 


1 


(2j»  —  2)  2^  (2^  +  2)      *  2|ui"—  3  ^  {2^t — 3)  (2^  —  1 )  (2|t4  + 1) "  2(x^4* 

Wie  man  auf  diese   Art  weitergeben  kann,    ist  klar,   und  es 
i«t  also  auch : 

H  ♦  31* 


L 


472    G runer t:    Lieber  einen  Sat%,  Pon  welchem  der  die  Znht  :i 

4,6.8»..  (2^ +  2)'*  ^3. 5. 7.,.* (2^+1)**' 
Well  nun  alle  Potenzen  von  Bmx  positiv  sind  und 
sin  j:*  <  sin  a:® ,     sin  a:*  <  sin  x* , » *  * . ,  sin  x^f^^^  <  sin  x^'' 
\b%,  weil  ferner  auch  cos:^  positiv  ist;   so  ist  nach  6)  offenbar; 

9) 


1.3.&....(2ft+l)    _     2.4.d.-2ft 
2.4.6....{2(.+'i)'*'      3.5.7....C2ft+l) 


.iisinia;- 


oder: 


^  1.3.5  ....(gft  +  l)    . 

<  2. 4.6.. ..(2^ +  2) «'" * "^"^ ^ 

10) 


1.3.5....(2^  +  1),         .  ^  2.4.6....2,*        ^^  .   ,  , 

2.4.6 (2|.  +  2)<^-^'°^'=''"^><3.5.7....(2M-l)-  -^'"^ 


Nach  S)  und  10)  ist  also: 


11) 


^        .  ,  ^  2.4.6....2^  „  .  ,  ,^1.3.5....(2«i-l). 

^^~*'"^*="**><äsX7Vfi)--«'"*^'<-OX3rj 


1.3.5...(2ft-H)  

2.4.6...{2^+2)^*~"""'""~^"*3.5.7,..(2(*+l)- 

Wir  wollen  der  Kürze  wegen 

_l.3.5....(2^— I) 

12) 

''^+^~2.4.G_(2fiH-2) 


setzen j    so  igt; 

2. 4. 6. ,..2^ 


2.4.6..,. 2^ 


1 


1 


2.  4.6  m..  (2^ +2)        1  1 


auch 


1.3.5,..{2j*+l)  2/1^  +  2'- (2^+2) Ju+il 


4      _?MJ.   . 
^+^~2fi  +  2    ^'' 

und    man   kann    also   die   Retationen    11)    auf  verschiedene  kriti 
schreiben,  unter  denen  wir  für  jetzt  Jedoch  nur  die  folsrenden  t^ 

njerken  wollen: 


3) 


betreffende  Sat%  van  WaNis  ein  öesonäerer  Fall  ist. 
^^+1  {x  —  iiD X cos x)  <  A2it-f  1)^    ^  ^^^ • 

.^H^i  (37 —sin  :r  cos  x)  <  ^,^    ^  ,^^  ^^  ^  <  ^^; 
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( 


roraas  man  leicht: 

erhält. 

Aus  12)  ergiebt  sich : 


2siDi.i;» 


(2ft  +  2).4^+i^ 

^s,m^x^ 
{2^+l)V' 


^  +  sin  ^r  COS  ^, 


5) 


.:*<*<  r"^ 


2sin^* 


(-ifi  +  2).-<^+. 


g  +  siüia^cos^r. 


Oh  und  welche  fruchtbaren  Folgerungen  aus  diesen  allgemein 
Sätzen  sich  ziehen  lassen,  will  ich  jetzt  ausführlicher  nicht 
ntersuchen,  sondern  nur  so  viel  bemerken  ^  dass  unter  densel- 
ben der  herühmte  Satz  von  Wallis  als  ein  besonderer  Fall  ent- 
Balten  ist.  Setzt  man  näniUch^  was  nach  dem  Obigen  noch  Fer* 
Blattet  ist,  ^  =  ijt,  so  ist  2sini;r*=l  und  sina^cosx  — 0;  also 
lach  15): 


llkh  nach   12): 


17) 


^     (      2,4.6 2^     J-      .^^_J_    Yh 


2.4.6....  (2ft +2)  ( '^ 

1.3.5....  (2f*  + 1)1    ■ 


Weil  nun   nach  dem  Obigen 


^ 2p +  2   J_ 


80  ist: 


1 


J 


2M:2 


(2|*  +  2)4a^^i2      (2p+l)^^«"(2ft  +  l)*.V     {2^+1}^.*^ 
1  1 


^  2 


2^  +  1(2^  +  1)^^«' 
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und  da  nuo  nach  16) 


(2fi+l)vi;.' 


ä  <  4« 


ist,  so  ist: 


1 


1 


(^i,  +  l)A^^^2i2(i  +  l)' 


(2,. +  2)^^+1* 
ivoraus  man  siebt,  daes  die  Differenz  zwischen  den  beiden  i 

1  ,  1 

von  iro  der  Nul!  bis  zu  jetleni  beliebigen  €rade  genähert 
kann,  wenn  man  fi  in*s  Unendliche  wachsen  lässt^  welches  df 
noth wendige  Erfordernif^s  ist,  wenn  eine  solche  Gränzen-ßestli 
inung  überhaupt  wirklichen  praktischen  Werth  haben  soll. 

Die  Differenz  zwischen  den  beiden  in  14)  angegebenen 
zen  von  .t  ist: 


2sinij:* 


2  sin  tr^ 


&^+i)A,^?-WTff^^  +  sm.rco8* 


'jw.mjx^     |2(i+2 


ßS--U" 


^(2f*  +  l)^MM2f.+l 

und  folglich,  weil  nach  14) 


stna?co»3r= 


1         Ssini^'s 


"2fi+r(2^+l)^,«*^ 


<:r 


Ist: 


2sinia:2 


f(2^  +  2)^p+r 


2  +  sino^cos^l 


2  s  i  n  »ic®  J7 


woraus  man  sieht ^  dass  sich  nicht  im  Allgemeinen  bebau(H< 
lä^st,  dass  diese  Differenz  der  beiden  Gränzen  von  :r  der  W 
heliehig  nahe  gebracht  werden  kann,  wenn  man  ft  in's  üne» 
liehe  wachsen  lasst,  indem  eine  solche  ßehauptang  nur  dai 
richtig  und  zulässig  ist,  wenn  *las  Glied  8in;i;cos;r  verschwind« 
also,  wie  wir  gesehen  haben,  ITir  x^Jtt,  Hiedurch  verlieren  d 
obigen  allgemeinen  Betrachtungen,  wie  ich  gern  einräume«  weM 
lieb  an  ihrem  Werthe ;  jedoch  haben  sie  mir  aus  verschiedeiH 
Rückgicbten  interessant  genug  geschienen,  um  sie,  weitere  Ü 
tersuehungen  mir  vorbehaltend  unfl  vielleicht  zu  derijtelben  Andei 
anregend,    hier  mitzutheilen. 
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)fcber  eine  Aufgabe  aus  der  Lehre  vom  Grossten  und 

Kleinsten* 

Vi»o 

dem   Herausgeber* 


Bei  der  AuHosung  der  Aufgaben  vom  Grtjssten  und  Klemsten, 

»»eiche  die  Bestimmung  mehrerer  unbekaonten  GrÜssen  veriangeD, 
Interliegt  zwar  die  Ansetzung  der  Cilelehungen,    mittelst  welcher 
Sie  unbekannten  Grüssen  zu  bestimmen  sind,  hef^onderen  Schwie- 
F^M^tgkeiten  meistens  nicht,  da  hiezii  nur  die  Entwiekelung  gewisser 
^^kster  partieller  Diflerentialquotienten  nuthig  ist^  die  daiin  sammt- 
^Hch  der  Null  gleich  zu   setzen  «sind*     Die  Anwendung   der  allge- 
meinen Kriterien,    welche  in   der  Differentialrechnung   zur  Unter* 
Scheidung  dejs  Maximums   und  Minimums    entwickelt  werden,   bei 
^^ur  zwei   unbekannten  Grüssen  zwar  noch   ziemlich   leicht,   führt 
^^pier  hei  einer  grüsseren  Anzahl  unbekannter  Grüssen  oft  in  Weit- 
^llufigkeften ,    weshajii  diese  Unterscheidung  sehr  haußg  ganz  bei 
1^;  Seite  gesetzt   wird ,   was  iiatüfllch  aus   dem   Gesichtspunkte  der 
^     strengen  Theorie  nicht  gebilligt  werden  kann.     Oefters  kann  man 
sich    aber    zweckmässig  specieller,    zum   Theil  ganz  elementarer 
Betrachtungen    bedienen  ^   um   zu   der  in   Rede   stehenden   Unter- 
scheidung zu  gelangen,  was  bei  der  folgenden  bekannten  Aufgabe 
zu  zeigen  der  Zweck  dieses  Aufsatzes  ist.     Auf  die  grosse  prak* 
tische  Wichtigkeit   dieser  Aufgabe  brauche  ich   wohl  nicht    noch 
besonders   hinzuweisen,   bemerke  jedoch,    dass  eben  diese  prak- 
gi  tische  Wichtigkeit  der   Aufgabe  mir  ehie  völlig  streng«  Behand- 
lung derselben,    auch   in   der   angedeuteten    Beziehung»    als  wün- 
chenswerth  erscheinen  We&s, 


^cfi 


Aufgabe, 


Die  Werthe  einer  Reihe  von  Grossen,    welche  theo- 
retisch  eine    gewisse   bestimmte,    also   als   gegeben    zu 
le trachtende  Summe  ft  haben,    seien    durch  Messungen, 
Beobachtungen    01] er    Versuche    bestimmt    worden,    und 
lan  habe  dadurch  fnr  diese  Grössen  die  Werthe 


«« 


a|>     %,     «a,     04, 

tr halten«     Weil  diese  Werthe,  als  auf  dem  angegebenen 
zz' 
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Tniissen;    so  werden  sie  Im  Allgem einen  nicht  die  Suf 
if,  sondert»  die  von  *  verschiedene  Summe 

öl  +  fla  +  «a  +  «4  + +  ^» 

geben,    und  man  soll  nun    für  die  durch  Messungen, 
obachtungen  oder  Versuche  bestimmten  Wert  he 

«i ,      «2»      '^a»      **4»  *•  ••»   fiTfi 
solche   Correctionen    berechnen^    dass,    wenn    wir   d| 
Carrectionen  beziehungsweise  durch 

^1 1     ^'s j     ^3  *     .2^4, . . . . ,  jr« 
bezeichnen,    und  also 

Öj  +  ^1 ,     ct^  +  ^^,     f^a  +.2^3  ,     «4  f  X4, fin-t  x^ 

die  corrigirten  Werthe  sindj    genau 

und  ausserdem   die  8umme  der  Quadrate   der    Corrc 
zien,   nämlich  die  Grosse 

welche  wir  im  Folgenden   durch  u  bezeichnen,    alsoj 
setzen  wollen,   ein  Minimum  ist. 


A  u  f  I  y  8  u  n  g. 
Aus  der  Gleichung 

folgt,  wenn  wir  der  Kürze  wegen 


setzen  : 


also : 


a:n  =  ^  —  (a:i  +^a +  ^3 +  .  ..  +  ^„_i). 


folglich,  wenn  man  u  nach 
partiell   differentilrtt 
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g^    =2a:i  +  4a;a+2a:8+2a;4+....  +  2a:«-i-2//, 

g^    =:2ari  +2ara+4a:s+2a:4  +  ....  +2a:„_i  —  2^, 
u.  s.  w. 

Die  dem  Maximum  und  Minimum  gemeinschaftlichen  Bedingungs- 
gleichungen sind  nach  den  Lehren  der  Differentialrechnung: 

^=0     — =0     —  =0      .     — —  =  0- 

alsoy    nach  Vorstehendem,    wenn  man  die  sSmmtlichen  Gleichun- 
gen durch  2  dividirt: 

2a?i  +ara+ar8  +  a?4+ ....  +a:n-.i— -^=0, 
^1  +2a:a+ar8+a:4+....+a;a-i— zf=0, 
a^i  +ar2+2ar8+a;4+^...  +  a?n-i—^^=0, 

u.  s.  w. 
arj  +ara+a:3+....+ar«-2+2arn-i— -^=0; 

woraus  sich  durch  Subtraction 

x^     — üc^     =0,  also:  a?8     =iJ?4j 

U.    S.    W.  U.    8.    W. 

arii^2— a:«— 1  =  0;  ««-2  =  arn-i, 

oder 

ari  5=:  asj  =  078  =  ....= a:n-i , 

und  folglich  wegen  der  ersten  der  obigen  Gleichungen: 

J      ,  A  A  d  ^ 

wa:,  =^,    ^1=-»  also:  a^i  =  -,     ^a  =  ^'     ^3  =  -*-.j  ^n-i  =  - 

ergiebt.     Weil  aber  nach  dem  Obigen 

Xn^  -^— (a:i+ar2  +  a:8  +  ....  +  ar«-i) 
ist,    so  ist: 

n  n 

also: 
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oder: 


^l^«*       ^2«  TT'       ^3  = 


^n  = 


a?i  = 


^— («I  +<?.j-|-fia4^4  +  -    '  +  ''«) 


.%  = 


*  —  («1    \   %  +  «s  +  «4  +  *-  •  +  «a) 


^3  = 


a:» 


_  i  —  (ffi  +  fla  +  ^3  +  "4  "f  •    •     +  ^n) 


Wären  z.  B»  «j ,  «2^  ^a  *^**^  durch   Messung  Ijestimmteo  Win* 
kel  «ines   ebenen   Dreiecks^    für  w^kfie  bekaontlicli    die  theore^ 
tis{!f]e  Summe  s  =  180*^  ist;   sa  wäre 

1  — (fii  +  «2+03)  —  180**  —  («i  f  ö«  +  fla) » 

und    die    Correi^tioneri    der    diircli    Messung    bestimmten    Winkel 
n  »ren  also  rmch  dem  Obigen : 

_^_180*>-KH-fla  +  fl3) 

^^~3  ^  3 

^^  -3  ^        "  3 

folglieh  die  rorrigirten  Winkel  selbst; 


«2+^a~%+ 


=eo^-i«z  +  l%^ii^^ 


Dass  nun  die  hier  t^egebene  Aufltisunc^  för  die  Grosse 

wie  es  sein  soll,  ivirklieh  ein  Minimum  liefert^  kann  auf  folgefil 
Art  gezeigt  werden  *). 


♦)  Die  Anwendung  der  Diffrrcntinlrcclirmng  in  fleni  Falle  II=:3  t- 
in  Till.  \Wh  8.479.  Nr.  lU, 


vom  Grimten  und  Kleinsten. 
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Zuvorderst  bemerke  ich,  dass  es  vergtattet  bt,  im  Folgenden 
inzunehtnen,  dass  die  Grtfsse 

zf  =#  — (rti  +  Oa  +  %+....  +Ort) 

Seilt  versch winde t :    denn  verschwände  J^  so  würden  die  Correc- 
Jonen 


^i-„'    ^2-„'    ^3-« 


'^"  =  rt' 


gto  auclh  die  Summe  ihrer  Quadrate 

irersch winden^    folglich  letztere  natürlich  ein  Mininiuni  sein,    was 
Jso  in  diesem  Falle  eines  weiteren  Beweises  nicht  bedürfen  würde. 

Bezeichnen  wir  nun  gewisse»    von 

Xi  I    .Tg  ,    X'^  f   X^  f  . . . . ,  Xn 

^llehig  verschiedene  Correctionen   der  durch  Mea^un^en,    ßeoh- 
chtuogen  oder  Versuche  bestimmten  Werthe 

''l  »    ^%f    %'     ^^J  --.,0« 

bnserer  Gnisaen,  welche  letzteren  die  theoretische  Summe  $  haben, 
beziehungsweise  durch 

lie  entsprechenden  corrigirten  Werthe  dieser  Grnssen  also  durch 

lo   werden    wir,    wenn   of | ,  c^,  €£3,  «4,^..   ^a^   beliebige   Factoren 
^zeichnen  y  offenbar  im  Allgemeinen 


^i 


=  %^'    Xa 


^%-'    ^a  ~'^tt' 


* ,  Xn   —  ctti  - 


&tzen  können,   und  haben  also,    weil 
■ein  muss,    die  Gleichung; 


"i  +  «j  +  f/a+  ....  +  firt  +  («1  +  w^  +  fitj  -h „,.  +  ««) -  =  *, 


iblgltcii 


(«i+«a+«3H    ...+««)-  =s  —  (ai+%  +  a3+....  +  o„)  =  ^, 


Ibo : 
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(1  -  ^+«a+«.+— +«»)w  ^  0; 

folglich,   weil  nach  dem  Obigen  J  als  nicht  versehwindend  ange 
nommen  werden  kann: 


n  ""  n  ' 

in  ist  nach  dem  Obigen: 


und 


also :  . 

Offenbar  ist  aber: 

(«I +«a+«%+ •••• +««)* 
+  («, -«j)«+(a, —aj)«+(«i -«4)»+.. ..  +  («, —«„)« 

+  («2-«3)»+(«2-«4)«  +  --  +  («.-«»)* 
+  («s  -  «4)«+ ....  +  («,— «,)« 

u.  s.  w. 

+(«„_,-«„)« 

=  n(ai«+«a»+«8»+-+«n«), 
folglich : 


J 


_  /«i.+«»+tt3+----+«''y 

(«.  -«8)*  +  («l  -«s)'+(«l-«4)*+--  +  («l— *.)* 

+  («»-«s)*+(«4-«4)*+--  +  («2  — ««)* 

+  («3 -«*)*+••••  + («3  —  ««)» 

i  u.  s.  w. 

lind  sind  nun  die  Grössen  «i ,  «2,  «3,  «4,  — ,  ofn  nicht  sämmtlicli 
unter  einander  gleich,  so  ist  hiernach  offenbar: 


/«l  -H«8  +  tt3  +  ....  +  ttn>\» 

V  n  ;   ' 


mm  Gri^sstm  nnd  h'teimtm.  4^f 

so  nach   tfeni  Obigen  : 

n 
^h€T  nach  dem  Obigen : 

IVlan    wird     aUo    ku    dem    Schlüsse     berechtigt    sein,     dass 
*  +  a^2^+.T3^+*...+jrii*    wirklich    ein   Minimum    ist,    »renn  *man 

ir  annehmen    darf,    das8    die    Grciis^en    u^,  ct^,  ot^,  a^ «„ 

cht   sämmllich  einander   gleich   sind.     Wollte  man   nwn  aber  an- 
shmeo,  dass  ofj  ^fi^=:«3^^a4  =  . -*.r^art  wäre,  so  würde  wegen 


9r  aus  dem  Obigen  bekannten  Gleichung 


cf,  +otal%  h  .>>iocn 


=  1 


Fenbar  firi=:^a^=zeif3  =  «4=^  ,...  :^  o«  ^  1,    also  nach  dem  Obit^en! 


x.'=-. 


^rft'=: 


id  folglich  ^i':z=ari,  a^j'^^^a?  ^^3' ^:  ^"3?  •►•'»  ^To*  =  ^1,  sein;  eg 
Ötde  also  zuischen  den  Correctianen  x^,  Xj,  0*3,.-*.,  J?n  i^f><i 
1^*,  j-^',  ara',-.*.,  .rm'  gar  keine  Verschiedenheit  Statt  finden,  in- 
»m  es  ja  doch  eben  in   der  Natur  unserer   ganzen  vorsteheTiden 

etrachtnng   lag,    anzunehmen,    dass   x^  ^  x^ ^  arj^\  a:^\ Xn 

in    den    Correctionen    a-, ,   J'^.  x^^  x^ ,  j-n    verschiedene 

nrrectionen  sind.    Die  Summe  a^i^-i^Xc^^+x^^-l +:r«^  ist  also 

irklich  ein  Minimum,  wie  behauptet  wurde. 


Xlilll. 

M  i  8  c  e  1  1  e  n. 


llgemeiner  Satz  vom  Viereck  und  Satz  vom  umschriebenen 

Viereck. 
Von  item  Her  aiu  «gehe  r. 
Wenn  abcd  (Taf.  IX.  Fig. '!-)  ein  Viereck  ist  und  der 
unkt  o  eine  sotche  Lage  bat^  daäs,  wenn  man  oa,  ob, 
? ,  od  z  i  e  h  t ,  ^  üah  +  ^  ocd:=  ^  obe  +  ;\  oad  ist;  soHegtder 
unkt  o  immer  in  der  durch  die  Mittelpunkte  der  bet- 
en Diagonalen  oe,  öd  des  Vierecks  gehenden  Geraden. 


J 
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MiscelletL 


B  e  w  e  i  s.    Aue  der  Gleiehung 

^uüh^^ocd^^^obc^^oud  folgt:  ^oab—^obc=^^oad—^oci, 

Ist  nun  m  der  Mittelpunkt  der  Diagonale  ar  und  loan  denkt  sick 
von  a,  c,  m  auf  06  die  Perpendikel  ««',  cc',  trim'  gelallt,  so  ist 
offenbar: 

mm'  =  i(aa'  — ec'), 
und  folglich: 

A  006  —  Ä  ö6c  =  4. 06 ,  (aft' —  ec')  =  06.  jfifw% 
aUo: 

A  oüb  —  ^  übe  =  2  *  A  oft w. 

Denkt  man  sich  ferner  von  a,  c,  w  auf  od  dfe  Perpendikd 
aa",  cc",  mm"  gefäflt,  sn  ist  offenbar; 

mm"  — 4(fla"— cc'O, 
und  folglich : 

also  :   A  aad  —  i\  orr/  =  2.  ^  odm.    Daher  ist : 

2,  A '>öm  =  2.  ^Wffi,     ^obm  —  ^odm. 

Die   beiden   gleichen  nreiecke  obm  und  o^m   haben  aber  die 

genteinschaflHche  Grundlinie  om,  und  müssen  aho  in  Bezug  aul 
dieselbe  gleiche  Hoben  haben,  oder  ihre  Spitzen  />  und  dmi 
von  um  gleich  weit  entfernt  sein,  woraus  sich  durch  eine 
fache  Betrachtung  reebtwinkllger  congruenter  Dreiecke  auf  d? 
Stelle  ergiebt,  dass  die  Linie  otn^  gehörig  verlängert,  die  Dia- 
gonale  bd  in  ihrem  Mittelpunkte  n  treffen  niuss,  womit  der  Sati 
bewiesen  ist. 

Ist  nun  übcd  ein  um  einen  Kreis,  dessen  Mittelpunkt  0  H, 
beschriebenes  Viereck,  so  ist  der  Punkt  o  von  den  vier  Seile» 
ab,  bc^  cd,  da  gleich  weit  entfernt,  und  nach  einer  bekaante» 
Eigenschaft  des  um  den  Kreis  beschriebenen  Vierecks  ist 

ab  +  cd  ^  bc  +  ad,   also  offenbar :    A  f*ab  +  A  ^cd  =  A  oÖc  4  \  oatl 

Also  ergiebt  sich  ans  dem  vorher  bewiesenen  Satze  ud mittel 
bar  die  merkwiirdige  Eigenschaft  des  um  den  Kreis  beschriebesefi 
Vierecks,  dass  der  Mittelpunkt  des  Kreises  immer  ni 
der  durch  die  Mittelpunkte  setner  beiden  DiagoaaleA 
gehenden  Geraden  liegt 

(Dem  Wesentlichen  nach  entlehnt  aus:  Des  methode»^ 
Geometrie,  par  Paul  Serret.    Paris.  1855.    p.  U,     Der  letit^ 


UUcellin, 
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ine  Eigenschaft  des  um  einen  Kreis  beschriebenen  Vierecks  aus- 
brechende Satz  wird  van  Serret  alti  j, Theoreme  de  New- 
>n"  bezeichnet.) 


Einige  Sätze  der  Elementar -Geometrie. 

E  Von  dwiji  Hi*  ra  uageber. 

f^  In  demiielben  ititeressanteti  ßuche  fuhrt  Herr  Paul  8errat 
.  14,  auf  als:  Ureuvi^mc  m^tltode*  Par  les  lignes,  \es 
iree^  oo  les  volumes  auxilialre»,  und  erläutert  diese  Me- 
lode,  wie  er  bei  allen  Methoden  meistens  in  sehr  instructiver 
^eise  thut,  durch  die  folgenden  ELementarsatze^  von  denen  we- 
igstens  die  beiden  ersten  uaCiirlich  allgeriiein  bekannt  sind,  hier 
B  jedoch  nur  auf  die  von  Herrn  8.  zur  Erläuterung  der  Methode 
egebeneii  Beweise  ankommt,  die  vielleicht  nicht  so  alJgemetn 
ekannt  sind  und  desbalh  hier  mitgetbeilt  werden  sollen,  um  zu- 
leich  die  Leser  auf  das  genannte  Buch  aufmerksam  zu  machen, 

Ttteorem  I.  Von  den  sechs  Segmenten^  welche 
ine  geradiinige  Transversale  auf  den  Seifen  eineis 
Dreiecks  abschneidet,  ist  das  Product  dreier  nicht 
nsammenstossender  dem  Producte  der  drei  anderen 
Icich. 

■  Beweis.  Bezeicbncn  wir  (Taf.  IX.  Fig.  4.)  die  FJächenräume 
©T  Dreiecke  hÄc,  cBa,  aCb  respective  durch  ^A,  ^ß,  ^C;  so 
at  mau  nach  einem  bekannten  Elementarsatze  der  ebenen  Geo- 
tetrle  *) :     ^ 


♦)  G«wuhiilinh  wird  der  liier  zur  Afiwendimg  kiimmviide  Eltsmentnr. 
Itz  nur  für  FariiUelo^rßiiiiue  und  Dreiedi c  lii'uioscn,  welehe  einen 
Finkt'l  g^enieiri  haben  nder  in  denen  zwei  Winkel  einander  ^leirh 
nd  ;  datt  aber  der  8h tz  auch  ftir  FAntllelngrainiiie  nnri  Urcierke  gilt 
i  Aenen  aivei  Winkel  zusfinimcn  zwei  rechte  Winkel  betragen, 
rheltet  sehr  leirht,  Sind  mim I ich  in  Taf.  IX,  Fi^.  5.  etivn  AßC  und 
DE  zwei  Dreiecke,  in  denen  die  Summe  der  Winkei  AßC  und  DßE 
wei  rechte  Winkel  lielrilg^t,  8»  dnns  diese  Winkel  ^'cbenwinkel  vnn  ein- 
nder  sind  tider  nla  solche  betrachtet  werden  knnncn;  <o  ziebe  man  CB 
^  bat  dfinn  nnmitteUmr  die  folgenden  Pro[»orlionen  : 

M  ^  ABC-  A  BCE  =  AB:ßE, 

■  ^BCE:^BDE=BC:BIJ', 

lao  durch  Zufammensetzuni^ : 

A  ABC:  ^Bl>£  =  Aß ,  BC:  BD .  BE, 
rie  bewiesen  werden  aojtle. 


484 


MtaeeUen 

A^ 

Ac.bc 

AÄ- 

Bc 

* 

A^ 

Ba 

.ca 

^c- 

Ca 

.ab' 

AC 
A^- 

Cb. 
Ab. 

ab 

'Multipliciit  man  diese  drei  Gleichungen  in  einander  und  hebt  auf, 
was  sich  aufheben  lässt,  sto  erhält  m an  auMer  Stelle  die  Gleichung: 


1^ 


Äc.BaXh 
Bc.Ca.Ab' 


also  :     Ac.  Ba.Cö  =  Bc.  Ca.  Ab, 


wie  bewiesen  werden  Köllte. 

Tbeorem  11,  Die  drei  Geraden«  welche  aus  den 
Ecken  eines  Dreiecks  sänimtlich  durch  einen  und  den«^ 
selben  Punkt  gezogen  sind,  bestimmen  auf  den  Seite ii 
des  Dreiecks  sechs  Sejrmente,  von  denen  das*  Producl 
dreier  nicht  zusanimenstossender  dem  Producte  der 
drei  anderen   gleich    ist* 

Bowel».     Mit  Rücksicht  auf  Tat  IX.  Fig.  6,   ivollen   tm  die 

Flächenränme  der  sechs  Dreiecke 

BOa,  COn;    COb,  AOh;    AOc,  BOc 
res|)ecti¥e  durch 

bezeichnen;  dann  hat  man  nach  einem  bekannten  Elenientarsal 
die  Gleichungen : 


4£ 
Aö' 


Ba 
Ca' 


A6' 


also  durch   Multlpfication : 


1) 


Cb       Ac 


Ba.Cb.Äc 


Ac 
Bh* 


A«'A6'- Ac'  ~  Cn.Ab.Bc 


Nach  dem  bei  dem   Beweise   von   Theorem  I.   angen-andten  Ek 
mentarsatze  hat  mau  aber  feroer: 


Aa  _OB.Oa       A6  _OC,Ob 
i^b'^OA'.Ob'     ^c'—OB.Oc 

also  durch   Multiplication : 

Aa.A*-Ac 


Ac 
Aa' 


OA .  Oc 
OC.Oa' 


2) 


A«'.A6'Ac 


7  =  1. 


Misceikn. 
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Dreh  Vergleicfiung  der  Gleichungen  I)  und  2)  folgt  unmittelbar! 
Ba.Cb.Ac 


Ca/Ab.Bc 


=  1, 


l«o: 


Ba.Cb.Ac—  Ca,  Ab .  Bc 
imti 
ft  Ac,Ba.Cb  =  Ab.Bc.Cn, 

je^  bewiesen  werden  soUte. 

B  9^1ieorem  111.  Wenn  in  Taf.  IX,  Fig.  7.  der  Pnnkt  O 
ne  Ecke  eines  r^elmaseigeo  Octaedeti  ist,  und  der 
erselben  entsprechende  Winkel  des  OetaBders  von 
iner  beliebigen  Ebene  geschnitten  wird,  welche  die 
Q  O  ztisammeiistgssenden  Kanten  des  Octaeders  in 
Lfo  Punkten  A^  B^  C,  B  schneidet;  sa  findet  immer 
M  Gleichung; 

K  1  ^  j Lx  * 

P  OA^  OC^  OB^ÖB 

Beweis.     Man  ziehe  die  Diagonalen  AC  und  BD  des  Vier- 
des  AB  CD,  so  hat  man  die  Identität: 

Jpyr.  O.I^C+ Pyr,  O.^CZ»  =  Pyt,  OiTf^^  +  Pyr,  O^CA 

lezeichnet  man  nun  die  Htiheii  der  Pyramiden  OABC^  OACD 
n  Bezu£^  auf  die  gemeinschafUkbe  Basis  AOC  durch  Bh,  ffdy 
lie  Muhen  der  Pyramiden  OBDA,  OBCD  in  Bezug  auf  die  ge- 
leinseba tätliche  ßasis  BOD  durch  Ba,  Be,  «n  igt: 


Pyr.  OABC=l.Mt.^AOC, 
Pyr.  OACD  ^iBd^AOC-, 
Pyr,  OBDA  =  \,Haa^BOD, 
Pyr,  OBCD  =  i .  Bc.  A  BOD. 


tWeil  nacii  den  Eigenscbafterr  de»  Octaed  er  winkeis   die  Drei- 
I  AOC  und  BOD  hei   O  gleiche  Winkel  haben,  so  ist: 


iko: 


^BOD       OB.  OD 
^AOC  ^  0A:0C' 

^BOD  =  ~^,AAOCs 


*y  Der  Erfinder  fie«  Satvea  iftt  hts^y, 

TheU  xxxvni. 


»9 


^ 
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folglich : 


Pyr.  OABC=i.Hb.^AQC, 
Pyr.  OACD=i.Ha.\AOC; 

Pyr.  OBDA  =  i . tf. .  ^'^  ^AOC, 

„  PyT.OBCD::^i.H^.^^.£i,AOC. 

Offenbar  sind  lerner  Od,  OB,  OC,  OD  gegen  die  Ek 
AOC  und  BOD  sänimtlich  gleich  geneigt,  und  es  ist  ats»; 


oder 


folglich: 


Ha.Hy.B^'.Bi^  OA.Oß-.OC.OD 


— '  "ffA *        '  — OÄ  — ÖA'     ^*^^ 


Pyr.  OABC=  4  ■  g^ .  ff » .  A  ^  O  C, 
Pyr.  O^CZ>=l.^.ff,.A^OC; 
Pyr.  OfiZ)4=i.g5y~.Ä<,.4^0C, 

Pyr.  OÄCö=i.^f^.g|.ffa.  A^OC. 

Setzt  man  nun  diese  Ausdrücke  in  die  identische  Gleichmi( 
welcher  wir  ausgiagen^   eo  erglebt  sich,  wenn  man  durch 


i.Ha-^AÖC 


diTidirt,   die  Gleichung: 


OB      OD      OB.  OD      OB.  OD   OC 
OA^  OA^  OA,  OC  ^  OA,OC  '  OA' 

also,   wenn  mau  mit 

OA.OC.OA 
multi^Licirt: 

OA.OB.  0C+  OA.  OC.  OD^OA.OB.  0D+  OB,  OC. 

und,   wenn  man  nnn  mit 

OA.OB.OCOD 


ndirt : 


ar 


^Ucelien, 


OD^  OB  "  0€^  OA 


OÄ^  OC^  OB^  Ol}* 


ie  bewiesen  werdeD  sollte. 


CoDJugirte  Punkte  der  Ellipse. 

Von   dem    Herauegeber. 

Zwei  Punkte  einer  Ellipse  ^  deren  Halbaxen  wie  gewolinücli 
Y€h  a,  b  bezeichnet  werden«  seien  {xy)  and  {x*y*)i  so  sind  die 
eichuTigen  der  Normalen  der  Ellipse  in  diesen  Punkten ^  wenn 
s  laufenden  Coordlnaten  durch  u^  v  bezeiijinet  werden,  bekanntlich  : 


der,   wie  tnan  leicht  findet: 


\ 


Bezeichnet  man  die  Entfernungen  dieser  beiden  Normalen 
m  dem  Mittelpunkte  der  Ellipse  durch  p,  p*\  so  ist  nach  einer 
»kannten  Grundformel  der  analytischen  Geometrie: 


p-  = 


c^^y 


p'*=. 


e'^a^'Y^ 


ler,  wie  man  mittelst  der  Gleichung  der  Ellipse  leicht  findet: 


e^x'Y' 


■ö«(a*-€«ar'*) 


Sollen  nun  die  beiden  Punkte  (xy)  und  (x*i/^)  der  Ellipge  eine 
liehe  Lage  haben,  dass  die  beiden  denselben  entsprechenden  Nor^ 
alen  gleich  weit  von  dem  Mittel  punkte  entfernt  sind;  so  muss 
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Mticeiten, 


x^y"^      w*^ 


<f%9ii% 


oder,  weil 


a4_^«^— i|4_^a^/i' 


.V^  =  ^(a«^a:«),   y^^gcn*-^'») 


ist: 


sein. 


oder: 


Ordpet  man  di686  Gteiefaung  nach  x^  so  erbEtt  man: 


(«4— e^^r'*).?;-»  —  fa«— c*^'4) -u«  —  __  ö4:c'«(/i«— a:'*); 


und  lüst  man  nun  diese  GVeicfaung  ifi  Bezog  auf  a:'^  als  iLfibi* 
kannte  CJrusse  wie  eine  quadratische  Irjelchuii^  auf,  so  erbtt 
man  znvurderst  auf  der  Stelle : 


und  hieraus  ferner  mittelst  leichter  Rechnung : 

»^       2(a*-e*^'«)'  ^  4Ca*-e2^'»)^ 

Zieht  man   aber   aus'  dem   Zähler   des   Bruche    auf  der   recbtei  ] 
Seite   des  Gle]chhe]t@z6icheD&  die  Quadrati^urzel   aus,    so  ^ndet 
man  leicht,  dass  dieser  Zähler  das  vollkommene  Quadrat 

Ist,    und  dass  man  also  die  Glek^hung 


hat. 


Aus    dieser    Gleichung    ergieht    sich    dwrrh    Atrsziebiiüe 
Quadrat  w  urssei : 


Mi^eeUen. 


■1 U'  u 


a:*  = 


o«  _  ^ V*  +  ^«^'*  =F  i*^*^'*  4  a« 


=  :?'«• 


16  der  Gleichung  ar®  ^  ^'*  fol^t  x  ^  ^  w* i  und  diese 
rtriscb  auf  beideu  Seiten  der  Nebenaxe  liegenden  Punkte 
lipse,  ¥r>n  ebenen  «Icli  von  selliat  verstellt,  dass  die  ihnen 
lebenden  Normalen  gleich  weit  von  dem  IVlittelpunkte  der 
\  entfernt  amd^  wollen  wir  natürlich  nicht  weiter  hetrach- 
indem  wir  vi^finehr  un^er  Augenmerk  iediglich  auf  die 
die  Gleichung 


a^  = 


mten  Punkte  der  Ellipse,  in  denen  die  Normalen  auch  gleich 
on  dem  Mittelpunkte  entfernt  sind,  und  die  man  wnhl  con- 
;e  Punkte  der  Elfrpse  genannt  hat,    richten  werden. 
in  findet  leicht: 


n*^3:« 


3J'  = 


a»(a*— e»)^'2 


a«6%'« 


€^—€^x" 


"«*-eV*' 


6*. 


^'  =  ^<«*-^*)  = 


Ä%' 


a4_g«^i«' 


y*=^(a*-a?*),  also  aÄ_^/«^?X_ 
I  ist  nach  dem  Obigen  auch : 


a«  = 


flft^'a 


6«  («4-^^^«) 

— _,  , — .     - — =       .^  j 


I,    wenn   ^' 
hnen: 


^i'    die   beiden  Vectoren    des    Punktes  [x*^*) 
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.^isceiien. 


Die  GieicTiung 


bringt  man  Leicht  auf  die  symmetrische  Form: 
und  setzt  mau  nun  : 


so  erhält  man  mittelst  leichter  Rechnung: 

hat  also  die  beiden  hemerkenswerthen  Gleichungen: 


oder: 


folglich : 


r^vi2 


yS* 


oder: 


rt*(ar»  +  x'2-  a*)3^V'  ^  6*(i^^+/«— &*)ar2:r'2  =  0. 


Bezeichnet  man  jetzt  die  ersten  Coordinatei»  der  Durchgchnitts- 
punkte  der  heiden  Normalen  mit  der  Hauptaxe  der  Ellipse  durch 
u,  u*;  80  ist  nach  den  aus  dem  Ohigen  bekannten  Gleichungen 
der  Normalen: 

also,  wie  man  leicht  findet: 


oder: 


folglich: 


Miscellen. 
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ar«+a?'»;=- 


fl*(ii«-Mi^) 


x'^x'^  = 


a«iiV' 


also  nach  dem  Obigen: 
oder: 

t("y-(^)'i-(ey  (0=G)' 

Bezeichnet  man  die  Abgci^sen  der  DurclischniHspurikte  der 
Normalen  mit  der  Abscissenaxe  in  Bezug  auf  die  Fuä^puokte  der 
Ordinateo  als  Anfangspunkte  der  Ab«»cissen,  —  nämlich  die  mit 
ihren  gehurigen  Zeichen  genommenen  Subnormalen,  —  durch  % 
und  s';  so  ist: 

1=11— ^==(1  -^«*=— ^. 


also : 


foiglicb : 


uH»-"=^'^''.t'''\    «-«'^ 


€%«*'» 


und  daher  nach  dem  Obigen,  wie  man  leicht  findet: 


oder: 


6^(*»  +  ä'5«)  — e2^%'«z= 


6» 


Bezeichnet  man  die  den  Punkten  {x'^)  und  (^'^^O  entsprechen- 
den Krümmungshalbmesser  der  Ellipse  durch  r  und  t\  sq  ist 
bekanntlich ; 


(6%^  +  aV)*        ,  _  (A%^g  +  fl*y'^)l . 


— ,    r^ 


also: 


Ibiglicb : 


a«ö«  (aÄf)!  =:  6%*  +  a*^^^,    a*6*  (a6r')t  =  b^s^  +  g V ; 


6» 


e*a7* 


(«6rjS=  ^a:«+py«=««-  -^ 


6« 


(«6r')t--ia;'«+^j'«  =  a« 


und  hieraus: 


a;»  ==  ^  I  «a-  (oAr)»  [ ,    x>*=  -,  t  <^  -  (oÄr')}  I- 
Folglich  ist: 

aisu  nach  dem  Obigen: 

2«'      a*  a* 

oder: 

woraus  sich  die  Gleichung: 

also  die  Gleichung: 

oder,  wie  hieraus  sogleich  fo%t,  die  GleTcbniig:    ah^rr*^ 
die  Proportion   ii:r^r':6    ergiebt. 

Dar  Inhalt  der  Ellipse   ist  hekanntüch  aÖTt,   also  nach  di 
Vorstehenden  rr'n. 

Diese  leicht  noch  weiter  zu  fuhrenden  Bemerkungen  babeo" 
nur  den  Zwecke    diesen  Gegenstand,  namentlich  auch  mit  l^ücl- 
sicht  auf  die  übrigen  Eegehcbnitte,   zur  Verwendung  zu  Üe* 
hu ugs aufgaben   zu    empfehlen,   woeu  mir  derselbe  nicl 
eignet  zu  sein  scheint 


B  e  r  i   c  h  t  I  g  u  n   [T. 

S>  340.  Zt  5  V.  u.  raims  e«  in  dem  Itttegral-Auattrricke   von  %  ii 
ler  des  ßnirliH  unter  dem  Integr:ilzeir.hen  ^ät/  »tau  '2päp  heicseiit 
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Literarischer  Bericht 

CXLIX, 

Am  3t6o  Februar  186*2  starb  In  Paris  !n  hotieni  Alter 

Jean  Baptiste  Biot, 

geboren  in  Paris  am  'diäten  April  1774. 

Welcher  ]\]atheiTiaiiker  und  Physiker  verdankte  seinen  tretT 
tchen  Schriften  nicht  die  vielfachste  ßeJehrung  und  Anregung  f 


"  A  r  i  t  li  m  e  t  i  k, 

Theorie  der  ellip  tischen  Functionen.  Versuch 
nner  elementaren  Darstellung  von  Dr.  H.  Durei^e, 
[leeent  am  eidgenössischen  Po  lytechnicum  und  an  der 
Elniv ersität  zu  Zürich.    Leipzig.    Teubner.     1B61*    8. 

Der  Herr  Verfasser  hat  uns  durch  die  Herausgabe  dieses 
Suches  eine  he^iondere  Freude  gemacht,  und  wird  den  Dank  aller 
ler  Junger  der  Wissenschaft  ernten,  welche^  ohne  auf  die  Quel- 
eu  zurückgehen  zu  musseq  oder  zu  ivollen,  was  natürlich  immer 
^ne  besonderen  Schwierigkeiten  hat,  eich  in  einer  mehr  elemen- 
■reo  Weise,  die  aber  doch  weiter  führt  wie  die  Lehrbücher  der 
btegralrechnuDg  überhaupt,  mit  der  so  wichtigen  Theorie  der 
üilipfischen  Functionen  bekannt  machen  wollen.  Das  Verdienst« 
Mob  es  er  sich  dadurch  erworben  hat,  verdient  um  so  mehr 
Anerkennung,  als  ein  ähnliches  Werk  die  deutsche  mathematische 
titeratur^  so  viel  wir  wissen,  noch  nicht  besitzt,  wenn  nicht  vie[- 
^cht,  worüber  wir  nicht  genau  unterrichtet  sind,  eine  Üeber- 
Mzung  des  bekannten  ßucli!«  von  Verhulst  existirt,  was  wir 
^docli  nicht  glauben.    Dass  bei  der  Darstellung  der  Theorie  Herr 

i>r  Du  rege  isicht  der  in  der  allerdings  trefflichen  Theorie 
fonctions   doublement   p^riodiques    et,    en   parti- 

[er,  des  fonctions  elliptiques  par  Briot  et  ßouquet. 
Iris.  1859.  angewandten,  von  der  Theorie  der  Functionen  einer 

plexen  Veränderlichen  ausgehenden  Behandlungswelse  gleich 
TbJ.XXXVIILHfi.i.  l 


fi 
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voD  vorn  tierein  gefolgt,  sondern  vielmehr,  anknüpfend  an  andere 
dem  Anfänger  hinreichend  bekannte  Functionen,  müglichst  ele- 
mentar verfahren,  und^  gewisserniassen  historUch,  den  von  Abel 
und  Jacob i,  natnrUch|mit  besonderer  weiterer  Röck*iicht  auf 
Legen  dre  u,  s.  w.,  betretenen  Weg  eingeschlagen  hat,  biHijjen 
wir  in  einem  Werke  von  der  Tendenz  des  vorliegenden  nicht 
bloss  votlkainnien j  sondern  erkennen  darin«  mit  Rück^iiclit  auf 
den  hauptsacblithsten  Zweck  des  Werkes:  zur  weiteren  Verbrei* 
tuQg  der  Theorie  der  ellip tischen  Functionen  beizutragen,  einea 
besonderen  Vorzug  desselben.  Dabei  wollen  wir  aber  jedoch 
auch  nicht  unterlassen,  darattf  hinzuweisen,  dass  allerdings  am 
Ende  des  Werks  im  2lgten  Abschnitte  auch  die  Functionen  com- 
ple:xer  Variablen  und  die  Vieldeutigkeit  bestimmter  Integrale  eine 
einsichtsvolle  und  für  den  Zweck  des  Buchs  jedenfalls  hinrei- 
chende Berücksichtigung  gefunden  haben.  Ausserdem  verdient 
es  mit  Anerkennung  bemerkt  zu  werden,  dass  der  Herr  Verfasser 
auch  das  Gebiet  der  Anwendungen  nicht  ganz  unbetreten  gelat^- 
sen  hat,  nud  glauben  daher  das  Buch  Allen,  die  der  Theorie  der 
elliptischen  Functionen  ein  eingehendes  Studium  widmen  wolteo, 
SEüt  Beachtung  empfehlen  zu  dürfen,  indem  wir  des  Weiteren 
wegen  uns  hier  mit  der  folgenden  Angabe  des  Hauptinhalts 
gnügen  müssen^ 

L  BegriiT  der  elliptischen    Functionen,      H.   Von   der    P« 
dicität  der  elliptischen  Functinneu.     HL  Von   der  Redtietinn 
elliptischen   Functionen   auf  die  INormalform.     IV.   Von  den 
Gattungen   der  elliptischen   Functionen.     V^  Rectification   der 
Hpse    und  Hyperbel.      VI.   Ueber    eine   Substitution   der   zweij 
Ordnung   zur   Heduction   der   elliptischen   Integrale  auf  die  ?^^ 
malform.     VIJ.  Das  Additionsthcorenir     VHl.  Ueber  den  Zusa 
menhang  der   elliptischen  Functionen  mit  der  sphärischen  Tr 
nometrle.     IX.    Das   Ädditionstheorem    für   die    zweite  und  drij 
Gattung,    X,   Integration   der  elliptischen  DiflFerentlalgleichuDgJ 
algebraischer   Form,      Xl.    Jacobi's    geometrische    Constructi 
des  Additionstheorems.     XII,   Die  Landen'sche  Trans  form  athi 
XHL    Entwickelung  der  elliptischen  Functionen  in  FactoreuColg 
XIV.  Entwickelung  der  elliptischen  Functionen   in  Reihen. 
Reih enent Wickelung  für  die  zweite  Gattimg.    XV F.  Reihenentwk 
lung  für   die   dritte  Gattung.     XVH.   Die   Jacobi'sche   Fiincti 
XVHL   Darstellung  der  elliptischen  Functionen   durch  die  JaO 
bi'sche  Function,     XIX.    üeber    die  elliptischen   Transcenden 
der  dritten  Gattung.  —  Anhang.     XX.   üeber  die  Bewegung 
sphärischen  Pendeis,     XXI.   Ueber   Functionen  einer   compJe 
Variablen  und  die  Vieldeutigkeit  bestimmter  Integrale. 
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Aus  dieser  Anzeige  des  Inhalts  nerden  die  Leser  am  Besten 
übersehen,  was  sie  in  den»  empfehlenswertben  Btiche  zu  erwar- 
teo  haben. 


Mechanik. 

»uJ    moto    del     Pendolo.      Memoria    del    Protessore 

iiorenzo  Respighi.     Bolo|>na.     1854.    4^^. 

Leider  ist  uns  diese  Schrift»  welche  sehr  sorgfältige  und 
elegante  analytische  Unters ucbuni^en  der  Pendelbewegnng  mit 
Rücksicht  anf  die  Drehuikg  der  Erde,  natürlich  alsD  auch  anf 
FoucauJt*s  bekannten  Versuch,  enthält,  erst  jetzt  bekannt  ge- 
worden* Dil  wir  dieselbe  aber  für  einen  sehr  werthvollen  Beitrag 
zur  analytischen  Theorie  dieses  Versuchs  halten,  so  wird  diese 
nachträgliche  kurze  Anzeige  gewiss  gerechtfertigt  erscheJDen. 
Ganz  besonders  interessant  wird  diese  Schrift  auch  noch,  weil  der 
Berr  Verfasser  darin  ausfübrliche  und  genaue  Nachricht  giebt 
von  durch  ihn  in  der  Basilica  di  Sau  Petronia  In  Bologna 
Bgestellten  Pendel* Versuchen,  deren  Resultate  er  natürlich  mit 
Bf  von  ihm  entwickelten  analytischen  Theorie  vergleicht,  welche 
scussioD  wir  für  sehr  lehrreich  halten,  und  auch  deshalb  die 
fthnft  noch  zu  besonderer  Beachtung  empfehlen. 


Optik. 

Suir  acconiodaniento  delT  occhio  uinano  per  la 
itone  distlnta  alle  diverse  dis tanze.  Memoria  del 
rofessore  Lorenzo   Respighi*     Bologna.     1858.     4^. 

Sulla  irradiazione  oculare.     Memoria  del  Prof,  Lo- 
kszo  Respighi,     Bologna.     1859.    4". 

Diese  beiden  Abhandiungen  über  das  Äccomodations-VermÖ- 
des  menschlichen  Äuijes  lür  das  genaue  Sehen  in  verschie- 
len  Entlernungen  und  xiber  Irradiazion  sind  zwar  schon  vor  ein 
ir  Jahren  erschienen  j  uns  aber  leider  erst  jetzt  bekannt  ge- 
rden.  Dieselben  enthalten  sehr  sorgfältige  Untersuchungen 
Betrachtungen  über  die  beiden  in  Rede  stehenden  wichtigen 
»enstände,  haben  uns  eine  sehr  lehrreiche  Lectüre  gewährt, 
scheinen  uns  sehr  zu  verdienen,  dass  wir  auch  jetzt  noch 
Physiker  und  Ästronomen,  so  wie  alle  Leser  unseres  Journals, 
dieselben  besonders  aufmerksam  machen. 
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Astronomie. 


Zeitsckritt  für  populäre  Mittheilungen  aus  dera 
Gebiete  der  Astronomie  uod  verwandter  Wissen- 
schaften. Herausgegeben  von  Professor  Dr»  C.  Ä.  F.  Pe- 
te rs^  Director  da  r  Stern  wart  e  in  Alt  ona»  Band  1.  Ueft  4. 
BandlL    Heft  L     Band  IL    Heft2,     Ältona,    1860.  1861.  8» 

Das  3te  Heft  des  ersten  Bandes  dieser  sehr  verdien  etlichen 
und  lehrreichen  Zeitschrift  Ist  zuletzt  im  Llterar.  Ben  Nr.  CXXXV, 

angezeigt  worden.  Wir  tragen  jetzt  die  kurze  Anzeige  der  seit- 
dem erschienenen  neuen  Hefte  nach ,  da  wegen  Mangel  an  Raum 
die  Anzeige  leider  eine  Unterbrechung  erlitten  hat. 

Band  1.  Heft  4.  Ueber  physikaHsche  Erscheinuo* 
Igen  bei  totalen  Sonnenfinsternissen  von  Dr.  Frh.  von 
iFeilitzsch. 

Band  U.  Heft  L  Ueber  physikalische  Ersehetnun* 
gen  bei  totalen  Sonnenfinsternissen  von  Dr.  Frh.  von 
Feilitzsch.    Fortsetzung   der   vorigen   Abhandlung, 

Beide  Abhandlungen  enthalten  namentlich  eine  sehr  sorgfl&l* 
tige  Zusammenstellung  aller  früher  beobachteten  Erscheinungeo 
aus  einem  reichen  literarischen  x4pparate. 

Die  Astronomie  des  Altert  bums  und  des  Mittel- 
alters im  Verhältniss  zur  neueren  Entwicklung.  Voft 
Dr.  W.  Förster, 

Für  I^eser,   welche,  wie  sie  die  Zeitschrift  natürlich  voraus- 
setzt,    die    Geschichte   der   Astronomie    noch    nicht   hinreichend 
kennen  j  jedenfalls    lehrreich    und    interessant.    Der  Abhandlui 
liegt  urspriinglich  ein  im  wissenschaftlichen  Verein  in  Berlin 
haltener  Vortrag  zu  Grund e^   so  dass  also  ihre  populäre  Haitu 
sich  von  selbst  versteht. 

Band  H,  Heft  2,  Ueber  die  Sonne.  VonDr.  A.Wli 
necke.  Alle  Lesern  welche  sich  für  die  Natur  unseres  Cent 
körpers  interessiren,  machen  wir  auf  diese,  aus  dem  Petersbui^ 
Kalender  für  1862  abgedruckte  Abhandlung  recht  sehr  aufmc 
sani,  da  sie  im  Ganzen  zwar  nur  in  der  Kürze,  aber  i»  ungen 
lehrreicher  und  allgemein  verständlicher  Weise  darin  All| 
besprochen  finden  werden,  was  ihnen  über  die  Sonne  zu  wia 
wünschenswerth  sein  dürfte.  Aus  unseren  früheren  literarisc 
Berichten   sind   den   Lesern   die  verdienstlichen   Leistungen 
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lerrn  Verfassers  bei  den  Beobachtungen  der  grossen  Sonnen- 
nsferniss  vom  18.  Jdli  1860  in  Spanien  hinreichend  bekannt, 
nd  derselbe  kann  also  über  vieles  hierher  'Gehörende  recht 
igentlich  aus  eigener  Erfahruiifj  sprechen,  nodurch  der  voriie- 
;eiide  Aufsatz  noch  besonders  lehrreich  und  interessant  wird* 
ieiii  sehr  hestimnttes  Ortheil  über  die  bekannte  Frage,  ob  die 
^rotuberanzen  u,  s.  vv.  in  der  That  der  Sonne  angehören,  dem 
vir  aus  vollkomntener  üeherzeugung  beistimmen,  spricht 
Herr  W.  auf  S.  133  in  folgender  Weise  aus ; 

tf  „Die  Ansicht,  wonach  die  Protuberanxen  zur  Sonne  gehören. 
Ine  fast  gleichzeitig  von  mehreren  Astronomen  geäussert;  sie 
loss  sich  ungezwungen  den  herrjj^chonden  Ansichten  über  die 
%i%ii  der  Sonne  an.  Die  (sogenannte)  optische  Theorie,  wonach 
lle  Protuberanzen  nur  Lichterscheinungen  sein  sollten,  fand  gldch- 
lalls  manche  Anhänger.  Wie  diese  Lichterscheinungen  aber 
bfstchen^  für  die  irdische  Experimente  kein  Analogon 
bilden*)^  darüber  findet  man  nur  unhaltbares,  ober- 
flächliches Räsonnement  und  nirgends  eine  Andeutung,  wie 
man  nach  dem  Zeugnisse  alter  vertrauenswürdigen  Beobachter 
feststehende  Erscheinungen  an  den  Protuberanzen^  z.  B.  ihre  fast 
immer  harten^  starren  Begränzungen,  das  Losgelüstsein  vom  Mon- 
desrande bei  einigen,  ihre  Pik-  oder  Kegelform»  sich  vorstellen 

Mägen   der   Zeitschrift  immer   solche   lehrreiche  Aufsätze   zu 
Thell  werden  wie  der  letztere  und  dieselbe  stets  den  erfreulich* 

Wlin  Fortgang  haben. 


An  account  of  the  solar  eclipse  ofJuly  18,  1860, 
as  observed  for  the  United  States  Coast  Survey  near 
Steilacoom,  Washington  Territory,  by  Lieut,  i.  HL  Gil- 
bfi,    U.S.Navy.     Washington  City.     J8ÖL    4*^. 

^L, Indem  wir  für  die  gütige  Zuwendung  der  obigen  Schrift  hier 
^kren  verbindlichsten  Dank  aussprechen,  und  dieselbe,  als  für 
Be  gesammte  Literatur  über  die  grosse  Sonnen  Unstern  iss  vom 
1^*  Juli  1800  ivichtlg,  un.seren  Lesern  zur  Beachtung  empfehlen^ 
bemerken  wir,  dass  dieselbe  eine  sehr  vollständige  und  genaue 
Daistellung  der  von  Herrn  Gilliss  selbst^  so  wie  der  von  den 
Ferren  Mosman,  Goldaborough,  Halter»  Casey^  Brown 
lugestellten    Beobachtungen   enthält.      Eine  beigegebeoe  schöne 


•)  Attt  imaerer  Seele  ge$[i rochen. 
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colorlrte  bÜdüche  Darstellung  erhijbet  den  Werth  der  Schrift,  die 
von  KeiDem,  der  sich  für  die  in  Rede  stehende  i^rossartlge  Er* 
scheinung  interessirt,  unbeachtet  bkiben  darf,  noch  besonders » 

Sui  Fenonieni  cometari.   Meiuoria  del  Prof.  Lorenzo 
Respigbi.     Bologna.     1860.    4^. 

An  die  neueren  grossartigen  cometariscben  Erscheinunger» 
sieb  anäcbliesäeiid^  enthält  diese  lesensvverthe  und  lehrreiebe 
Schrift  sehr  sorgfältig©  Untersuchungen  und  Betrachtungen  über 
diese  Erscheinungen  und  deren  Erklärung,  wegen  welcher  wir  die 
Leser  auf  die  Schrift  seltj8t  verweisen  miissen,  da  der  Raum  zu 
einem  einigermassen  genugenden  Auszuge  uns  hier  mangelt.  Auch 
nach  Besser s  und  Anderer  früheren  Untersuchungen  verdient^ 
die  vorliegende  Schrift  jedenfalls  alle  Beachtung. 

Berichtigung. 

Im  vorigen  STsten  Tb  eile  ist  im  Literar.  ßer.  Nr.  CXLVIli 
S.  10.  Z.  5.  durch  ein  Vergeben  j, weniger**^  statt  ,,mebr**  gd 
setzt  worden,  was  zum  Ueberflusiä  hier  bemerkt  werden  mag,  wen 
dies  auch  Jeder  sugleicb  siebte  der  die  am  Anfange  aus  dei| 
Buche :  :»,Die  astronomische  Strahlenbrechung  u«8.  i^^ 
angeführten  Worte  gelesen  hat.  Auf  S.  10»  muss  es  also  eigen 
[ich  so  beissen; 

,3ie  oben  angeführten  Worte  sagen  also  nicht  mehr  und  mtä^ 
weniger  als  Folgendes  aus: 

Die  Reihe  fiir  t  wird,  wenn  i  einer  grossen  Zenithdistaw 
angehört^  nur  etwas  mehr  convergireu  wie  die  divergirendl 
Reihe 

I    .  1.3     1,3.5  . 


^+2+274  +  ^ 


.4,6 


Dass  dies  wenigstens  eben  so  schlimm,  wenn  nicht  tiochs^bliiu^ 
mer,  und  ebenso  wefiig  zu  begreifen  ist,  als  wenn   „weoige|| 
gestanden  bf(fte,   ist  wohl  klar.     Anfanger  sollten »  wie  schon 
innert^  nur  gewarnt  werden  vor  solchen  Ausspffichen. 


Physik. 

Lehre  von  der  Thermometrie,  der  Pyrometrie,  Mj 
grometrie,    Psychrometrie    und    Barometrie    in    \\t\ 
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lasaivimtheit  dargestellt  und  nach  den  Qaellen,  na- 
BQtJicb  auch  zum  Gebrauche  für  Techniker,  bearbei- 
^van   Dr.  H.  Gie^wald*  Oberlehrer  an  der  8L  Johaii- 

16 -  K e a U € b  u ( e  In  1) a n z i g.    Mit  li  Q ua r  1 1 a fe I n.  Weimar. 

oigt     J8Ö1.    8. 

Dieses  Buch  bildet  den  71sten  Band  des  bekannteri  Netien 
»cbauplatzes  der  Künste  ynd  Handwerke,  welchen  die 
tätige  V^erla^sbandluni?  <le8  Herrn  B.  F.  Voigt  in  Weimar  her- 
nsgiebt.  Aber  die  Leser  haben  dtrrcbans  nicht  eine  etwa  bloss 
ir  den  technischen  Gebrauch  bestimmte  Anleitung,  sondern  viel- 
lehf  eine  in  jeder  Beziehung  nii^senschaftlicbe,  mühsam  aus  den 
Quellen  gesehäpfte  und  8elhfc«tstäntlij^  bearbeitete  Darstellung  der 
uf  dem  Titel  genannten  Gegenstände  in  diesem  nach  unserer 
leioung  recht  empfebleriswertljen  Buche  zu  ern arten»  wobei  wir 
igieicb  nicht  unbemerkt  lassen  dürfen,  Aass  die  Darstellung 
iiTchweg  ganz  mathemati.*ch  f^eh alten  ist^  ohne  dabei  den  prak- 
schen  nnd  teehiiiiiichen  GcÄiclitsjninkt  zu  vernacblässigeu*  Wir 
auben  daher  anf  diese  verdienstliche,  auch  sehr  reiche  nnd  voll- 
ändige  literarische  Nachweisungen  enthaltende  Schrift  hier  auf- 

Esam  machen  zu  müssen, 
Sitzungsberichte    der    kaiserlichen   Akademie    der 
__  «tenschaften  in  Wien.    (Vgl  Literar.  Ber,  Nr.  CXLV. 

Nachträglich  bemerken  wir,  dass  Band  XLII.  Nr.  29.,  welche 
aier  aus  Vergeben  n*ich  nicht  angezeij»t  worden  ist,  enthält : 
iritd orfer:    Darstellung   des   Laufes   der   Asteroiden  im   Jahr 
(fVIit  4  Tafeln).     S,  756. 


Vermischte  Scliriften. 


and  XLIII.     Heft  IL     Februar    1861.      Mädler:    Üeber 
ische  Bewegnngsgeschwindigkelten  mit  Beziehung  auf  Dopp- 
Bf's  Hypothese  der  Entstehiiiig  der  Farben.    8.285*  —  Winck- 
üeber  die  Eigenschaften  einiger  bestimmten  Integrale,    S.  315. 


f 


BandXLBI.  Heft  Hl.  ]V!nrzl86L  Sonndo  rfer;  üeber 
ie  Bahn  der  Concordia.  S.  371.  —  Politzer:  Beitr%^  zur 
Ijrsiologie  des  Gehörorgans.  i!s.  427.  —  Haidinger:  Ueher  die 
Hur  der  Meteoriten  in  ihrer  Zusammensetzung  und  Erscheinung. 
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BandXLIlK    Heft  IV.    April  1861.    Reitlinger:  Erläa- 

[terußgen  der  LichteQber^'schen  Figtaren,    S,  53L  —  R obrer: 

'Wachtrag  211  dem  Äöfsatze  über  Hegentropfen  und  Scbneeflockeu. 

S.  580.  —  Allö:  Heber  die  Bahn  der  Leda.    S,  585,  —  Tscber- 

oiak:    Die  speclßsche  Wärme  bei  constantem  Volumen.     S.  594. 

Band  XLIIL  Heft  V.  Mai  1861.  v.  Lang:  üeher  die 
Gesetze  der  Doppelbrechnng,  8*627.  —  Redtenbacher:  üeber 
die  neuesten  Entdeckungen  durch  die  SpectraEanalyse.  8.  664.  — 
Becker  und  Rollet:  Beiträge  zur  Lehre  vom  Sehen  der  dritten 
Biniension.  Erste  Abtbeiliing,  S.  667.  —  Bericht  der  Commis- 
sion  über  die  astrononnische  Preisfrage.     8.  IVl, 

Band  XLIV.  Heft  f.  Juni  1861.  Struve;  Vergleichmig 
der  Wiener  Maasse  mit  mehreren  auf  der  kais.  rnss.  Bauptstern- 
warte  zu  Pulkowa  befindlichen  Maasseln betten.  8.  7.  —  t.  Lit- 
trow:  Nachtrag  2u  vorstehendem  Aufsätze.  8.21.  —  Schreiben 
des  Herrn  län nicke  an  Herrn  Director  K.  v.  Littroiv  (über 
einen  1853  in  der  Mitte  der  8onne  gesehenen  runden  scbarrbe- 
gränzten  Fleck).     8.  27. 

Band  XLIV.  Heft  IL  Jitli  186L  Tschermak:  Die 
Wärmeentwickelung  durch  Compre.«?sion.  8.14].  —  v.  Lang: 
Zur  Theorie  der  Spiegelung  und  Brcchun|  des  Lichtes.  8,  147i  — 
Redtenbacber:  Untersuchungen  einiger  Mineralwasser  und 
Seolen  mittelst  der  Spectralanalyse.     8.  153. 

Sitz  nngs  berichte  der  königl.  bayerischenAkadeniie 
der  Wissenschaften  zu  München,  (VgL  Literar.  ßer, 
Nr.  €XLVIL  8.8.) 

186L  L  HeftV,  Wenn  auch  nicht  unmittelbar  in  den  Kreis 
unseres  jirchivs  gehürendj  so  zeigen  wir  als  allgemein  interessant 
doch  an  die  folgenden  Abhandlungen:  Büchner:  Beiträge 
zur  näheren  Kennt niss  äes^  braeilianiscben  Pfeifgiftes. 
S.  536,  (Strychnin  enthalt  nach  Herrn  B.  dieses  merkwürdige 
Gift  nicht)«  —  Schonbein:  Beiträge  zur  näheren  Kenn^^ 
niss  der  Nitrifi  cation.  8.543.  (Allgemein  gehalten,  ohne'^H 
zu  viele  Specials  tüten  einzugehen,  und  daher  den  Lehrern  der 
Chemie  zur  Beachtnng  zu  empfehlen). 

186L  IL  Heft  L  A,  W'agner:  Bedenken  über  einige 
neuere,  hauptsächlich  auf  naturgeschichtliche  An- 
haltspunkte begründete  Versuche,  das  Alter  der  euro- 
päischen Urbevölkerung  zu  bestimmen.  8.  2ö.  (Ein  auch 
ohne  sehr  specielle  naturgeschichtliche  Kenntnisse  verständlicher, 
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sehr  iiiterefisanter  nnä  daher  zur  Beachtung   auch   hier   zu  ein- 
j^fehlender  Aufsatz),  —  Becker^;:     üeber  die   Stellung   der 
Phitasophie    zu    deti    exacteri    Wissenschaften.      S.  44. 
Wir   machen    unsere  Leser  auf  diese  Abhaiidluns;  recht  $ehr  auf- 
merksam  und  enip fehlen   ihnen   dieselbe  als    in    vieler  JRücksieht 
üheraus  belehrend,  >veil  in  derselben  in  sehr  eingehender  Weise 
Torzü^lieb  auch  da»  \  erhältniss  der  Philosophie  und  Mathematik 
zu  einander  besprochen  wird,  mit  behenderer  Rucksicht  auf  Seh  el- 
Jing,  Hofur   namentlich    auch  der  Herausgeber  des  Archivs,    für 
welchen  dieser   in  vielen    Beziehungen  wichtige   Gegenstand  von 
jeher  von  besonderem  Interesse  gewesen  ist,  dem  Herrn  Verfas- 
ser zu  besonderem    Danke   verpflichtet   ist.      Scharf  werden    die 
ljnter*jchiede  der  Philosophie  von   der  Mathematik  und  insbeson- 
dere der  Geometrie  {S,  57.)  festgestellt,  besonders  auch  die  ma- 
thematische Gewtssheit  besprochen,  und  S.  57.  ff.  mit  den  folgenden 
Bennerkungen  geschlossen,    die   ich    ihres  besonderen   interesses 
wegen  den  Lesern   des  Archivs  mittheilen   will:    „Zur  unbeding- 
ten  Gewissheit    kann    uns    also    nach   8c  he  Hing   nur   diejenige 
Wissenschaft  führen,  die  bis  zur  Erkenntniss  des  höchsten  Prin- 
cips  und   der  von    ihm    abgeleiteten    Principe   oder   mit   anderen 
Worten,  den  letzten,   reinen  Potenzen  und  Ursachen  des  Seins 
hindurchgedrungen,  nicht  aber  vermögen  diess  jene,  die,  wie  die 
mathematischen ,   ungeachtet  der  sie  beherrschenden  reinen  Ver- 
Dunftnotbwendigkeit,   dennoch   nur   innerhalb   eines   beschrankten 
Gebietes  sich   bewegen  und  mithin  bloss  relative  Gewissheit  ge- 
währen können.     Und  hierauf  bezieht  sich  die  Stelle  in  der  „Ab- 
handlung  über    die    QueHe    der    ewigen    W^ahrbeiten'*, 
wo    SchoHing    gelegentlich    von   der    nahe   liegenden    Meinung 
spricht,  dass  die  Existenz  Gottes  eine  ewige  Wahrheit  in  dem- 
selben  Sinne  sei,    in  welchem  3  +  3=6   eine  solche  ist,    einer 
Meinung,  der  man,  wie  er  beifugt,  sich  doch  vielleicht  ebensowohl 
versucht   finden    konnte  zu   widersprechen,   wie  jener  Abt   eines 
Klosters,   der  den  allzueifrigen   Lehrer,  welcher   sich   hatte   bin- 
reissen  lassen,  zu  »agen,  Gottes  Dasein  sei  so  gewiss  als  2  mal  2 
vi«r  sei,  wegen  dieses  Ausspruchs  zurechtwies,  indeni  er  hinzu- 
setzte, Gottes  Dasein  sei  weit  gewisser  als  2x2^4  sei. 
Ich  begreife  vollkommen,  sagt  Schelling  (L  58K},   wenn,  wie 
ferner  erzählt  wird,  die  Zuhörenden  Ober  eine  solche  Aeusserung 
lachten,  wie  ich  hegreife,  dass  es  auch  jetzt  noch  Menschen  gibt, 
die  nicht  begreifen  können,   wie  etwas  gewisser  sein  könne,   als 
dass  2x2=^4  ist.     Ohne  den  Ausdruck  untersuchen  zu  wollen, 
Ist  es  gewiss,   dass  es  Wahrheiten  von  verschiedener  Ord- 
nung  gibt,   und   dass   den   Wahrheiten   der   Arithmetik   und   der 
Mathematik  überhaupt  schon  darum  nicht  unbedingte  Gewlsshelt 
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beiwohnen  kann,  neil  diese  Wissenschaften,  wie  loh  schon  früher 
au«  Piaton  anpreföhrt,  mit  Voraus^ietzun^en  £U  Werke  irehen, 
die  Äie  i^elbst  nicht  reehtferfrgfen ,  mihI  damit,  wa««  deren  Wertb 
mid  Geltung  betrifft,  einen  btiheren  Gerichtshof  anerkennen;  ferner 
weil  sie  V'iele:^  nur  erfabrnn^.smh^sig  v^i8sen,  z.B.  von  geraden 
und  ungeraden,  abgeleiteten  und  Prini/-ablen,  för  welch©  sie  noch 
nicht  einmal  das  Gesetz  des  jregeimeitigen  Abstatides  gefunden/' 
Mägen  sich  die  Le^er  nochmals  die  viel  lach  interessante  Ah 
handlung  zur  sor  gl  altigen  Beachtung  empfohlen  sein  lassen*  — 
A.  W.  Volkmanu;  Ueber  die  Irradiation,  welche  ancfi 
bei  vollständiger  Acconiodation  des  Auges  stattfindet 
S,  76. 

18Ö1.  IL  Heft  IL  Schünbein:  Beitrage  zur  nätereti  = 
Kenntniss  der  Nitrification.  Beiträge  zur  nälereß 
Keiintniss  ^es  Sauerstoffs  nnd  der  einfachen  Salz- 
bildner. S.  Y}%  —  8ehr  all  gern  ein  interessant  ist  auch  der  " 
folgende  Aufsatz:  A.  Wagner:  Ueber  ein  neues,  angeb* 
Heb   mit  Vogel  federn  versehenem   Reptil.    S«  146. 

Annali  di  Matematica  pura  ed  applicata  pubbttciiti 
da  Barnaba  Tortolini  e  compilati  da  E*  Betti  a  Pisa, 
F.  Brioscbi  a  Pavia,  A.  Genocchi  a  Torino,  B.  Torto- 
lini  a  Roma.    A^.    (S.  Literar.  Ber.  Nr.  CXLVL  «.  IL) 

Nr.  L  tom.  IV.  186L  Proprieta  di  una  classe  d*integr« 
di  irrazinnall  algebrici  possibili  con  bqW  logaritmi.  Nota  dt  Carl 
Maria  Piuma.  pag.  5.  —  Courbes  gaucbes  d^crites  sar  las« 
face  d*un  byporUaloYde  a  urie  nappe.  Par  M.  L,  Oremoni 
pag-  22.  —  La  Teorica  delle  tunzioni  ellitiche.  MonograÜa  dfl 
Prof.  E.  Betti  (Continnazione).  pag.  26.  —  Intorno  ad  una  for- 
mola  somniatoria  delle  potenze  intere  de'nunieri  naturali.  Nota 
di  F.  Siacci.  pag.  46.  —  Sur  quelques  Theorenies  d'AIgebre 
par  M.  Michael  Roberts,     p.  50. 

RIvistii  liibllografien.  Sopra  aicune  curve  derivate  dairel- 
lisse  edalcircolo;  fnrve  di  Carte*iio.  Artieolo  del  Prof»  B.  Tor- 
tolini,    pag- 53,  —  Pubblicazioui  recenti.     pag.  56. 

Da  das  vorliegende  tieft  dieses  in  jeder  Beziehung  wiehti{;efi 
und  ausgezeichneten  Journals  auf  dem  Titel  nicht  mehr  eine  Be- 
Zeichnung  der  hei  den  Monate,  för  ivelche  es  bestimmt  ist>  Mmdern 
blosi*  die  Bezeichnung  Nr.  L  tom.  IV.  186L  trägt:  so  scheint  es, 
dass  dasselbe  nicht  mehr  in  sechs  Heften  für  das  Jahr,  jedes 
für   zwei    Monate»    sondern    zwanglos    nach    einzelnen   Numnani 


Uterariscker  ßerfcAi  CXUX. 


11 


iTdcfaemen  soll,  eine  Einrichttitig ,  die  ntr  in  jeder  Beziehung 
^weekiuäs8ig  ünden,  ußd  die  iiacli  unj^erer  Meuiuiig  unbedingt  den 
Vorzug  vor  der  früheren  Einrichtung  verdient. 


IVlonatsbericb t  der  Konigl.  Preuesifichen  Akademie 
dör  Wißsenschaftefi  zu  Berlin.  S*  Liter.  Ber.  Nr.  CXLVI. 
S.  12. 

Juni  1861.  Magnus:  üeber  die  Veränderungen  im  Indoc- 
tionssstroine  bei  Anwendung  verischied^ner  Widerstände.  S.  553  — 
8*  56t.  —  Derselbe:  Ueber  die  Farbenveründerung  des  elek- 
tri^chen  Lichts.  S.  561— S.  56i.  — ^  Ger  lach:  üeber  die  Slei- 
Brung  der  V'ergriisserung  aul"  photograph lache m  Wege,  mitgetheilt 
^n  Herrn  Du  B o i  js  -  R  e y  m  o  n  d .  8.  596  —  S.  599 .  —  B r an n : 
Jeher  einige  Verhältnisse  der  Blattgestaltung,  welche  zur  Bjatt- 
6telhing  eine  Beziehung  haben.  8.  d()K  (Biosse  Anzeige  eines 
gehaltenen  Vartrags).  —  Krön  eck  er:  MittheiJung  über  seine 
algebraischen  Arbeiten,  8.  601  —  S.  608.  Im  Allgemeinen  be- 
zeichnet Herr  K.  die  Richtung  seiner  neuesten  algebraischen  Stu- 
dien durch  die  foljjenden  Worte:  „Ich  kam  bei  meinen  Studien 
l^ber  die  algebraiiäche  Auflösung  der  Gleichungen  selir  bald  zur 
Itn .«Sicht,  dass  dae»  Problem  nach  zwei  Seiten  hin  einer  allgemei- 
fieren  AulTassung  lähi^  ist,  und  zwar  in  lolgender  Weise:  einer- 
seits öifid  statt  der  (ileichungj^coeriicieiiten,  d.  h,  also  statt  der 
lymmetriscben  Functionen  der  Wurzeln»  allgemeinere  rationale 
Functionen  derselben,  welche  ich  Affectfunctianen  nenne,  als  ge- 
geben vorauszusetzen;  andererseits  sind  statt  der  gewühnlichen 
Wurzelzeichen,  d.  h.  also  statt  derjenigen  Functionszeichen,  vrelche 
durch  die  reinen  Gleichungen  deiinirt  werden,  allgemeinere  alge- 
~l?ai!*che  Functionen  einzuführen,  welche  bei  der  Auflosung  als 
tolfsfunctionen  dienen  sollen.*'  Dieser  gewiss  fruchtbare  Gedanke 
wf-d  nun  in  dem  sehr  lesenswerthen  und  interesöanten  A^'^atze 
Heiter  ausgeführt. 

Juti  1861.  Kuniuierr  Ueber  zwei  neue  Beweise  der  allge- 
einen  Reciprocitälsgesetze  unter  den  Resten  und  Nichtresten 
4er  Potenzen,  deren  Grad  eine  Primzahl  ist,  S.  656.  -—  Kirch- 
hoff:  Untersuchungen  über  das  Sonnenspectrum  und  die  Spectren 
der  chemischen  Elemente,  mitgetheilt  von  Herrn  Magnus.  8.657. 
(Beides  blosse  Anzeigen  gehaltener  Vorträge),  —  Dove:  Deber 
dne  Interferenzerscheinung  in  den  ZvFi|lingskrystallen  doppelt 
sehender  Körper.  8.668.  —  Brann;  Ueber  eine  sonderbare 
Ifirknne  der  diesjährigen  Spätfroste  auf  die  Blitter  der  gemeinen 
oiidkastanie  (Aesculus  Hippocastanum)  und  einiger  anderer  Bäume* 
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S.  691— 8.  700.  —  A*  Schmidt:  Ueber  den  Faserstoff  utid  di« 
Ursachen  seiner  Gennnurigj  mltgethellt  von  Herrn  Du  Boisi 
Reyniond.    S.  705  — S.  706. 

August  I86K  Magnus:  Geber  metallische  und  flüssige 
Widerstände,  durch  welche  Inductionsstrtime  alterrtirend  werden. 
S»  872*«S.  880.  —  Oove:  Ueber  die  Anwendung  achromatislrter 
Arragonitprismen  i.n  Polarisatoren«    S,  884  — S.  886. 


I 


Preise  von  Eble's  Horoskop  oder  Stundenzeiger. 

I.  Ausgabe  für  die  Polhuhe  ron  45 — 55  Grad  ä  4  fl.  30  kr. 
=  2  Thlr.  18  Sgr. 


ferner  in  gros« crem   MaHsuKtEib 

IL  Ausgabe  für  die  Pol  buhe  von  45—60  Grad  a  6  fl. 
=  3  Thlr.  n  Sgr. 

m  grötacrem  Maaiaitnh  und  mit  franz.  Aufschrift  tmd  Text 
III.  Ausgabe  för  die  Pol  hohe  von  35—50  Grad  ä  7  fl.  r=  4  Thlr 

Das  Instrument  ist  vorzugsweise  durch   die   folgenden  Bu 
handlungen  zu  beziehen: 

Rudolf  En'gler  in   Ellwangen, 

Paul  Neff  in  Stuttgart, 

Sehmid'sebe  Buchhandlung   in   Augsburg« 


literarischer  Bericht  CL 


Literarischer  Bericht 

CL. 


A  r  i  t  li  m  e  t  i  k, 

iTables   de  Logarithmes  a  cinq    D^cimales   pour  les 
ibres   et    les    ligTiee   trigonometriques,  «invies  des 
irithmes     d'addition    et    de    staust  ractiou     ou    loga- 
km  es  de  Gauss  et  de  divcrsi^s   tabJes   usuelles.     Par 
loüel,   Ancien    El^ve  de  l'Ecolß  Normale»  Docteur 
icience»  (jetzt  Pro  Tesseur  de  Mathe irjatiques  pures 
Facülte   des  Sciences   de  Bordeaux).     L'Introduc- 
In  de  cet  ouvrage  dans   Jes  Ecoles   publique«   est  au- 
briste   par   decision   du    Minietre    de    rinstruction  pu- 
blique  et  des  Cultes,   en  date  du  22  Aoöt  1859.     Paris. 
lallet-Bachelier.     1858.     8. 

Wir  bedauern,  da^s  diese  im  Jahre  1858  erschienenen  Tafeb 
pTstelliger  Logarithinen  uns  erst  jetzt  bekannt  geworden  «rnd, 
KD  uns  aber  ihrer  Vortrefflichkeit  wegen  für  verpflichtet,  die- 
auch  jetzt  noch  einer  ausruhrncheren  Anzeige  zu  unterziehen, 
»weiss,  dass  man  mit  fünfstelligen  Logarithmen  tn  eehr  vielen 
in  vollkommen  ausreicht,  —  indem  in  »olchen  Fällen  der  Ge- 
ch  mehrziffriger  Tafeln  vrdlig  uberilöüsig  sein  würde ^  —  und 
dieselben  eine  grosse  Bequemlichkeit  gewähren;  aber  frei- 
r müssen  die  Tafeln  dann  auch  so  eingerichtet  oder  mit  .sol' 
\  Einrichtungen  versehen  K€*ifi,  dass  die  in  ihrer  Ausdehnungs- 
Ire  überhaupt  zu  erreichende  Genauigkeit  «ich  durch  sie  auch 
lieh  erreichen  lässt  Und  so  glauben  wir  denn  in  der  That 
Be  Uebertreibung  sagen  zu  können,  dass  die  vorlie^^enden,  durch 
Tere  eieenthümliche  Einrichtungen  von  früheren  fünfstelligen 
jMn  steh  unterscheidenden,  Tafeln  in  Rücksicht  der  mit  solchen 

|1.X:CXVIII,  l!rr.2.  *  2 
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Tafeln  bemerkt  der  Herr  Verfasner  auf  pag,  VI.  Folgendes:  ,»Le« 
lQp;arJthmes  d'addition  et  de  goustraction,  connus  g^neralement 
tious  le  nom  de  logarithines  de  Gauss»  ont  fiotir  but  de  faire 
tmiiver,  par  une  seule  lecture  daus  la  Table,  le  logarMhme 
de  U  somme  ou  de  la  difference  de  dcux  nombres,  donn^s  par 
ieurs  logiiTitlimes.  lU  oiit  et^inventeSf  au  commenceroenl 
de  ce  sie  de,  par  ritalicn  Ijeonelli,  qui  exposa  sa  däcon« 
verte  dans  un  opüsculß  tres-rare,  imjirinje  ä  Burdeaox,  en  Taii 
XI»  sous  le  titre  de  Supplement  logarith  miq  ae.  Mais  le 
peu  de  faveur  avec  lequel  ses  travaux  fuj-ent  d'aberd  acneillts«  Je 
fit  renoneer  ä  la  con^itruction^  ou  du  nimns  ä  la  publicatton  de 
cette  Table.  Cependant  une  traductiün  allcmande  du  kupple'? 
ment  logarithmique,  falte  eu  1806»  tomba  entre  les  maina 
de  Gaus»,  qm,  noii  moins  habtie  caU:ulateur  que  profond  g^o* 
nietre,  cninprit  rutiiitö  pratique  de  cette  nouvelle  tnethode,  el 
construisit  lui-meme  de  petites  Tables  a  cinq  decimales  sur  le 
plan  propose  par  rinventeur.  Ces  Tables,  |iubliees  pour  la  |)re- 
mi^re  ims  en  1812,  dans  la  Corresporidance  de  Zach,  ont 
äte  reprodiiites,  quelquefois  avec  des  modifications  plus  oa 
motns  beureuses,  dans  !a  plupart  des  recuells  de  Tables  imprim^« 
depuis  cetle  epaque,  en  Allenias^ne,  en  Angleterre  et  meme  en 
Italie,"  —  iSnuiu  cuJaiiel  ist  der  prcnssiscbc  WabUprucb  und 
aucb  der  iinserige;  desbalb  haben  wir  das  Vorstebende  voIlstSndig 
mitgetbeilt,  indem  wir  noeb  auf  die  Nouvelles  Anna! es  de 
Matbematiqu  es.  Tome  X.  page  ^88  und  Tome  XII  page 
171  verweisen. 


Ausser  diesen  drei  den  Hanptinbalt  bildenden  Tafeln  entb§ll 
das  treffliebe  Bucb  uocb  eine  grosse  AnzabI  anderer  für  den  prak» 
tiseben  Gebrauch  sehr  nützlieber  Tafein,  norübcr  viir  schliesslicb 
noch  Folgendes  bemerken*  Als  Anbang  zu  Tafel  L  finden  wir 
zuerst  ein  sehr  gut  eingerichtetes  Täfeleben  zur  Verwandlung  der 
Grade,  IVIlnuten  und  Secunden  in  Decimaltbeile  des  Halbmessers 
und  des  Quadranten;  der  Minuten  und  Secunden  in  Decimaltheile 
des  Gradet^;  der  Grade  und  Minuten  in  8ecunden  und  umgekehrt. 
Der  Tafel  II.  gebt  eine  Tafel  der  wichtigsten  Formeln  zur  Auf- 
lusung  der  ebenen  und  sphärische»  Dreiecke  rorans,  und  als  An- 
bang ist  dieser  Tafel  beigegeben  ein  Täfelchen  der  natürlichen 
Sinus  und  Cosinus,  Tangenten,  Cotangenten  und  aucb  der  Se« 
canten  und  Cosecanten  für  die  einzelnen  Grade,  so  wie  ein 
Täfelcben  zur  Verwandlung  der  Stunden,  Minuten  und  Secunden 
in  Sexagesimaleheile  des  Kreises  und  Decimaltbeite  des  Tages- 
Ferner  findeu  die  Leser  Tafeln  zur  Verwandlung  der  natürllcheD 
Logarithmen  in  gemeine  und  umgekehrt*  eine  Tafel  einer  grüsse^ 
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reo  Anjsahl  in  *ler  l^fathemallk  und  Astronomie  häufig  in  Ahwen- 
düng  kommender  Zahlen  nebst  ihren  Logarithmen^  aitcb  eine  Tafel 
zuw  Erleichterung  bei  Zinazinsrechnungen^  Tafeln  der  Logarithmeii 
Ton  1.2,3....7i,  K3.5....(2«  — 1),  2«,  alle  Logarithmen  mit  8 
Decimalen;  eine  Tafel  der  aehtstetligen  Logarithmen  der  Zahlen 
fon  100 — JOOO;  eine  Tafel  zm  Berechnting  der  Logarithmen  auf 
20  Decimalen;  Täfelclien  der  Logarithmen  und  Antilogarithmen 
mit  4  und  3  Decimaleti;  eine  Tafel  der  kleinsten  DiTisoren  der 
durch  2,  3,  5,  11  nicht  theilbaren  zusammengesetzten  Zahlen  von 
49  bis  1084K  Auf  Seite  114—116  sind  ferner  noch  eine  ungemein 
grosse  Anzahl  wichtiger  Zahlen  nebst  ihren  Logarithmen  zusam- 
iDeiigesfeJlt  (auch  AncieiineB  mesures  fran^aiees;  Mesures  anglaises; 
Densite's  des  solides  et  liquides;  Densites  des  gaz  et  des  vapeurs^ 
etiles  de  lair  etant  ]);  und  den  Beächlu^ss  macht  eine  in  Quart- 
format besonders  beigefügte  Table  antilogaritbmiqne  a  4  Deci- 
males. 


Das  Format  dieser  sehr  schönen  Tafeln  ist  zwar  etwas  gross, 
er  keineswegs  unbequem,  wenn  man  nur  beachtet,  dass  eine 
Tafel  von  der  ganzen  Tenilenz  der  vorliegenden  nicht  In  der 
Tasche,  sondern  auf  dem  Tische  gebraucht  werden  solL  Der 
Druck  ist  sehr  deutlich  und  scharf^  das  Papier  billigen  An- 
aprßchen  vollkommen  genügend;  der  Umfang  der  ganzen  Tafel  nur 
m  Seiten. 

Wir  fassen  unser  Urtheit  dahin  zusammen,  dass  dieser  Tafel 
der  Vorrang  vor  allen  uns  bekannten  jetzt  vorhandenen  fiintsteU 
ligen  Tafeln  gebührt;  dass  dieselbe  eine  grössere  Anzahl  dem 
Herrn  Verfasser  eigentbümlicher  Einrichtungen  besitzt^  welche 
der  Genauigkeit  des  Gebrauchs  in  vielen  Beziehungen  fürderlicb 
gind;  dass  die  Tafeln  Alles  enthalteui  worauf  der  uumerische 
Calcu)  zu  seiner  möglichsten  Erleichterung  und  Abkürzung  bei 
d#m  jetzigen  Stande  der  Wissenschaft  Ansprüche  zu  erheben  be- 
techtigt  ist,  natürlich  immer  innerhalb  der  den  Tafeln  gegebenen 
A.osdehnung  v(in  nur  fünf  Decimalen;  und  dass  die  Einleitung 
cehr  viel  Lehrreiches  enthält,  was  in  anderen  Tafeln  sich  nicht 
fiadef»  und  dem  Herrn  Verfasser  eigenthümllch   ist. 

Wir  empfehlen  daher  diese  Tafeln  namentlich  auch  unseren 
deutschen  Schulen  recht  sebr  zur  Beachtung,  und  mncbten  wohl 
wünschen,  dass  Hr.  J^Iallet- Bachelie  r  sich  entschlösse,  eine  be- 
sondere Ausgabe  mit  deutscher  Einleitung  n.  s.  w.  zu  veranstakeu, 
fvozu  natürlich  er  allein  in  commercteller  Hinsicht  berechtigt  ist. 

Ciinpfange  der  Herr  Verfasser  noch  unseren  besonderen  Dank  für 
fts    treffliche  Büchlein,   das,  seitdem  es  uns  bekannt  geworden. 


6 


Liiernrischer  Sericki  CL 


unser  fortwährender  Begleiter  bei  unseren  eigenen  Arbeiten  ist, 
in  gtelcber  Weise  wie  die  sechssteliigeu  Tafeln  ¥on  ßremiker, 
die  eiebenstelligen  voei  Selirün  u.  s.  w.  G. 

Handbuch    der  algebraischen    Analysis  von   $cht5' 
milch,  3,  Auflage,  Jena  1862. 

Von   diesem  mit  Recht   beliebten  Lehrbuebe  liegt  die  dritte 

kiirzlich   erschienene  Auflage  vor  uns,  welche  för  die  Brauchbar- 
keit des  Werkes   und  das  Streben   des  Verfassers,  die  neuesteo 
Fortschritte    der  Wissenschaft  für  das  lernende  Publikum  frucbt- 
bar  zu  machen,  das  gunstigste  Zeugnis«  ablegt    Es  ivürde  libei- 
flüssig  sein,  die  eigenthCihmlicben  Vorzuge  eines  W^erkes  aus  elo- 
ander  zu  setzen,  welches  seit   langer  als  einem  Decenniuni  dazu 
gedient  hat,    den   Matheniatikbeflisseoen   das   Eindringen    in  das 
Reicb  der  Änalysis  zu  erleichtern,  zumal  auch  in  der  neuen  Auf- 
lage  die    Anordung   des    Stoffes   und   der  allgemeine   Gedanken* 
gang  ungeändert  geblieben   sind.     Dagegen   hat  die  Bearbeitung 
iet  enizelnen  Capitel  wesentliclie  Umgestaltungen  erfahren,  welche 
r^u  Gunsten  einer   grösseren   Präcision   der  Darstellung  und  einer 
Ty ermehrten  Volts tändigkeit  unternommen  worden  sind.     Wir  heben 
tnani entlich  die  Untersuchungen  über  Grenzwerthe  und  die  Mittel- 
^wertlie  der  Functionen,  so  wie  die  Lehre  ron  der  Convergenz  dfr 
.  unendEiehen  Reihen,  und  die  Eerücksichtigung  einiger  Eigenschaf» 
•ten    der  complexen  Variabilität   der    Futjctionen    hervor,    welche 
letztere  in   der  Functionen  lehre  täglich   an   Wichtigkeit   gewinnt 
Als  Anhang  sind  die  Elemente  der  Theorie  der  bf^beren  Gletcbuii- 
gen   aufgenommen,   wobei   nur  zu  bedauern,   dass  der  Verfasflfth 
f^durch  den  zugemessenen  Raum  beschränkt,  von  den  interessanten 
algebraischen  Untersuchungen  über  die  allgemeinen  Eigenschaften 
»der  ganzen   rationalen   Functionen  nur    wenige   Fundamen talsatze 
hat  mitlheilen  k^innen.     W'ir  hoffen,  dass  trotz  der  Erklärung  des 
-Verfassers   in   der  Vorrede,   dass  der  sogenannten  algebraischen 
lAnalysis  keine   eigentlich   wissenschaftliche    Berechtigung  znge- 
^ßtanden    werden   kJinne,    das    vorliegende    Lehrbuch    gerade  »on 
denen   am   eifrigsten  studirt  werden   möge,    welche   auf    Wissen- 
schaft! iehkelt  Werth  legen,  und  glauben  namentlich  den  Stodtren- 
['den   und  Lehrern    der   Mathematik    das   Werk    aus   dem  Grunde 
rempfehien  zu  miissen^  weil  allenthalben   diejenigen   strengen  Vor- 
stellungen zum  Grunde  gelegt  sind,  welch©  auch  bei   den    weiter- 
'  gehenden   Untersuchungen   der  sogenannten   Änalysis  dos   TTncnd- 
[liehen  als  fundamental  anzusehen  sind. 


Leipzig* 


Wilb.  Scheibni 
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Legons  de  caicul  ^iff^rentiel  üt  de  catcu]  int^grat^' 
r^digdes  d'apr^s  tes  raethodes  et  les  ouvrages  pn. 
bli^s  ou  itiedirs  de  A.  L.  Cauchy.  Par  M.  l'Abbe  Mai- 
gfio,  Tome  IV.  —  Premier  fascicule*  Caicul  des  varia. 
tlons^  red  ige  ew  col  labo  ration  avec  M<  LindelOf,  Paris. 
railet-Bachelier,     1861.    8». 

Leider  ist  es  uns  Qoch  nicht  mogHcb  gewesen^  diesem  nach 
unserer  Uel»er7.eugmig«  so  weit  nach  einer  nur  überflächlichen 
Ansicht  dieselbe  ßich  gewinnen  lässt,  wichtigen  Werke,  welche» 
aa  unserem  Bedauern  erst  In  diesem  Jahre  in  unsere  Hände  ge- 
langt  ist,  ein  so  eingehendes  und  vollstündiges  Studium  zn  wAA* 
men«  wie  es  errorderlkh  \st^  wenn  man  sich  für  berechtigt  halten 
will,  ein  bestimmtes  UrÜieil  über  dasselbe  auszusprechen.  Aber 
Sägern  dürfen  wir  bei  einem  solchen  Werke  nicht,  wenigstens 
oasere  Leser  sobald  als  mciglich  von  dessen  Existenz  in  Keont- 
aiis  2U  setzen  und  auf  dasselbe  dringend  aufmerksam  zu  machen. 
De  ausführlichere  Anzeige  wird  demnächst  bestimmt  folge». 


M  6  chan  ik. 


DelEa  Legge  ende  un  ßllissolde  eterogeneo  pro- 
ga  la  8 na  attrazione  da  punto  a  punto.  Memoria  det 
Prof.  Domenleo  Chelini  (Letta  nella  8es sinne  del  21 
Febbraio  1861,  ed  estratta  dal  Vol.  I.  Serie  II.  delle 
Memorie  delT  Accadenii  a  delle  Scienze  dell*  Istitulo 
di  Bologna).  Bologna.  Tipografia  Gamberini  e  Pai#^ 
m^ggianl     1862,    4«.  3^ 

Bei  Gelegenheit  der  Anzeige  des  „Rendiconto.  Anno 
accademico.  18(K) — J861**  der  Akademie  der  Wissenschaften 
in  Bologna  ist  von  dem  obigen  Memoire  des  trefflichen  Herrn 
Verfassers  im  Lite  rar.  Ber.  Nr.  CXLVIII.  ^,  16  eine  vorläu%e 
Kacbrickt  gegeben  worden;  wir  freuen  uns,  von  der  uns  jetzt 
a«lbst    vorlief; enden   auss^ezeichneten    Schritt   nun   eine   ausführli- 

Iiere  Anzeige  liefern  zu  können. 
Der  Herr  Verfasser  bat  eine  neue  Auflosung  des  schon  viel- 
ch  von  den  gröbsten  Geometern  behandelten  Problems  in  gröss- 
r  Allgenieinbelt  gegeben,  indem  er  namentlich  auch   ein  hetero- 
\neB  Ellipsoid   betrachtetj    d.  h.  einen   von  einer  ellipsoidiscfaen 
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Fläche  ei  ageschlossenen  Kurper,  m  welchem  die  Diehtigkeit  voa 
Schicht  zu  Schicht  sich  oach  einem  gewUsea  Gesetze  verändert*), 
todem  er  ilhrigeiiä  natiirUcti  überaLI  das  Newton 'sehe  Attractions- 
Gesetz  zu  Gm  Eide  legt.  Nachdem  er  der  sich  mehr  im  Bereiche 
gpecleller  Fälle  haltenden  AunOsungcn  von  Newton,  Macl au- 
rin, d'Älembert  und  Lagrange  kurz  gedacht,  spendet  er 
den  allgeinehien  Auflösungen  ?on  Legendrej  Laplace*  Poim» 
ijon  das  gebührende  Loh  und  nennt  diese,  frei  [ich  einen  grossen 
Apparat  des  Calculs  in  Anspruch  nehmenden  Losungen  j^solu- 
ziooi  di rette *%  wogegen  er  die  Lusungen  von  Ivory,  Gauss, 
Rodrigues,  Chasles,  welche  durch  besondere  Kunstgriffe^ 
(um  uns  der  Kürze  wegen  dieses,  wenn  auch  nicht  ganz  passen- 
den Worts  zu  bedienen)—  die  Schwierigkeit  und  Länge  der  directen 
Auflösungen  zu  vermeiden  gesucht  haben,  mit  dem  Namen  „so- 
luzloni  indlrette''  belegt^  und  zwar,  indem  wir  zur  Vermeidung 
jedes  Missverständnisses  uns  der  eigenen  Worte  Aes  EJerrn  Ver- 
fassers bedienen,  den  Grund  für  diese  Benennung  dadurch  aus- 
spricht» dass  er  von  diesen  Lösuncreo  p.  5,  sagt:  ,,ta8ciano  iiel 
fando  aicun  che  dlnoompleto^  non  svelando  tutte  le  intime  e  se- 
grete  attinenze  delle  varie  parti  del  probJema/' 

Der  Herr  Verfasser  gieht  nun  in  dieser  Abhandlung  eine 
neue  Auflösung  des  berühmten  Problems,  welche  den  von  ibi» 
fnr  dieselbe  in  Anspruch  genommenen  Namen  einer  völlig  di- 
recten Auflösung  in  der  Tbat  vollständig  verdient,  indem  er, 
von  den  ersten  und  einfachsten  Principien  ausgehend,  auf  völlig 
directem,  natürlich  analytischem,  Wege  zu  allen  Bestimmungen^ 
auf  die  es  hier  ankommt,  gelangt,  ohne  —  um  so  xu  sagen  — 
alle  besonderen  Kunstgriffe  (s.  vorher)  und  ohne  allen  weitläufi* 
gen  CalcuU  so  wie  denn  überhaupt  die  ganze  hier  gegebene  Dar- 
iieüung  durch  besondere  Einfachheit  der  Rechnung  sich  in  der  vor- 
theilhaftesten  Weise  auszeichnet.  In  der  ersten  ,»Preliminari'' 
liherscbriebenen  Abiheilung  werden  die  allgemeinsten  Ausdrücke 
für  das  Potential  und  die  Anziehung  eines  Massen  -  Systems 
in  Bezug  auf  einen  gegebenen  I*unkt,  zuerst  In  Bezug  auf  recht- 
winklige,  dann  aber  vorzüglich  für  polare  Coordlnaten,  von  welchen 
letzteren  überhaupt  in  dieser  Abhandlung  der  vielfachste  und  vor- 
theilhafteste  Gebrauch  gemacht  wird,  entwickelt,  wöbet  natürlich 
auch  die  Besprechung  der  Niveau- Flächen  sich  von  selbst  darbte* 
tet.  Die  ganze  Untersuchung  ist  dann  zunächst  in  zwei  Kapitel 
getheilt,    nämlich:     Capo  I.     Generallta  risguardanti  Tat- 


•)  M.  Si  U.A.    iiorb    L'iiic    friilierc    Schrift   von    ScIi  Lnm  i  Ich  ; 
AttractionAcalüu  L     Eine  Mein  (»grapliie.     Halle   185K     8**. 
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e  dl  on  Ellis8oide.  Art.  1":  Formole  tliffereniiali  re- 
lative atr  attrazione  ed  al  poteuzlale  di  uno  strato  eltittico*  Art  t2^* 
Indicazionc  del  roetodo  piu  diretto  per  determmare  ja  legge  onde 
UQ  ftHisBoide  eterugeneo  irradia  ai  di  faori  la  siia  forza  attraüiva. 
—  Cupo  II*  Appiicazione  del  inet  od  o  ad  unEUissolde 
etero^eueo.  Art,  l***  Aissi  principali  de'  coni  (Ät),  e  nuperficie 
di  livello  ndl'  attrazione  externa  della  slrato  eWWWco  tlE,  Art-2o. 
Formole  generali  rappresenUitti  la  legge  onde  ua  Elliissoide  ete- 
rogeneo  propaga  la  6ua  attrazione  da  punto  a  punto.  —  Diesen 
beiden,  vorzugsweise  die  eigene  L^t^utig  des  Herrn  Verfassers 
eolbaltenden  Kapiteln  \si  ntin  aber  uoch  beigefügt:  Capo  I£I. 
Soiuzioni  inUirette  del  problema  relativo  alT  attrazione 
di  Uli  EHissolde.  Art.  P.  Soluzioue  indlretia  d' Ivory.  Art.  2^. 
Soluzione  Indiretta  del  8ig,  Chasles.  Art.  3^\  Soluzione  indiretta, 
desonta  da  quelle  di  Gauss  e  di  O.  Rodrigues.  —  In  diesem  drit- 

«Kapitel  entwickelt  al^o  der  Herr  V^erfajssef  die  von  den  ge- 
nten  Geonietern  gefundenen  betsotideren  Sätze  und  Fortneln 
in  eigentbüni  lieber,  denselben  mau  ehe  neue  Seite  abgenitiiiender 
Weitie,  nodurcb  er  sich  uocb  das  besondere  Verdiengt  envirbt, 
dass  man  In  dieser  Schrift  zugleich  in  eousequenter,  für  und 
durch  sich  selbst  verstaDdlicber  Darstellung  das  Wichtigste  bei- 
sammen findet,  was  in  Bezug  auf  das  in  Rede  stehende  t>erübmte 
Problem  geleistet  worden  Ist. 

Wir  machen  hiernach  alle  (Vlathematiker  auf  diese  neue  Schrift 
lies  Herrn  Professor  Chelini  dringend  aufmerksam,  und  wün- 
irchen  sehr,  dass  dieselbe  durch  einen  vüllig  sachkundigen  Geber- 
setzer auf  deutschen  lioden  verpflanzt  werden  mi>ge,  ein  Wunsch, 
4Jeo  wir  auch  schon  in  Bezug  auf  andere  Schriften  desselben 
geehrten  Herrn  Verfassers  uns  in  diesen  lUerariscbeu  Berichten 
auszusprechen  erlaubt  haben«  Vielleicht  gelingt  es  dem  Her- 
ausgeber, einen  seiner  ausgezeichnetsten  Schüler,  Herrn  Curt«e, 
der  zu  seiner  eigenen  ßelehrung  und  setaem  eigenen  Vergnügen 
schon  die  trefflichen  Elementi  dl  Calcolo  infinitesimale 
di   Barnaba    TortolinL     Tum.  I.     Catcolu    differenziale. 

»nia.  1844.  8"  in  sehr  anerkennenswertb er  Weise  übersetzt  hat, 
einer  solchen  Arbeit  zu  veranlafisen ;  aber  freilich  hält  es  in 
Deutschland  jetzt  schwerer  als  jemals,  für  solche  Werke  Ver- 
leger zu  linden,  da  bei  uns  die  populäre  und  der  gewöhnlichen 
«axis  dienende  mathemaiische  und  physikalische  Literatur,  in 
irbsndung  mit  einer  wahren  Fluth  der  ge^v ähnlichsten  EEemeii* 
'-ßücher.  Alles  von  höherer  wissenschaftlicher  Bedeutung  zu 
verschlingen  droht,  natürlich  mit  einigen  —  leider  möchten  wir 
fa^t  wenigen  sagen  —   rühmlichen  Ausnahmen. 
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Krystallograpliie- 


Sulte  forme  crystalline  di  alcuni  Sali  derivati  dall* 
Ammoniaca  per  Quisitinu  Selia,  Membro  deUa  Reale 
Accademia  deüe  Scieiize.  Toriuo.  Staixiperia  Reale. 
J86L    i\ 

Herr  Quiiitino  Se[la  in  Turin  hat  sich  bekanntlich  schon 
durch  mehrere^  auch  in  den  LiEerarischen  ßerichltii  unseres  Ar- 
chivs IVüher  angezeigte  Untersuchungen  auf  dem  Gebiete  der 
theoreti^^chen  und  praktischen  Krystallographie,  so  ivie  durch  seine 
schöne,  so  viel  wir  njssen,  auch  in's  Deutsche  übertragene  Dar- 
stellung der  verschiedenen  Methoden  der  zeichnenden  oder  darstel- 
lenden Geometrie^  seine  auch  im  Literar.  Ber.  angezeigte  Teorica  e 
Rratica  del  Regolo  calcolatore  u*  h^  \\\^  sehr  verdient  gemacht*  Die 
vorliegende,  70  Seiten  i^tarke  Schrift  mit  4  grossen  Figurentafeln, 
gehört  ganz  dem  Gebiet©  der  praküschen  Krystallographie  an,  uod 
enthält  eii^e  Menge  genauer  und  buchst  esorgfölllger  Messungen  und 
krystallographischer  ßestimmungeu  der  auf  dem  Titel  genannten 
Körper  Wir  können,  >vie  aus  dieser  Natur  der  Schrift  von  selbst 
hervorgeht,  ihrem  Inhalte  hier  leider  nicht  weiter  folgen,  sondero 
ntüssen  uns  begnügen.  Alle,  die  sich  für  solche  Untersuchungeo 
interessiren,  zu  besonderer  Beachtung  derselben  aufzufordero, 
welche  dieselbe  mit  dem  grüs^ten  Rechte  für  sich  in  Anspruch 
nehmen  kann.  Nach  einer  Einleitung  besteht  dieselbe  aus  «wd 
Theilen,  nlindrch;  Parte  Prima.  Descrizione  delle  forme 
cristalline  di  ciascun  Säle  (in  22  Kapiteln).  —  Parte  iSe« 
eiPiidn.  Paragone  tra  !e  forme  cristalline  dei  Sali  de- 
dcritti-  —  ^iiadra  1.  Sopra  aicune  Dianiiue  e  Diamidl 
monocline.  Q,uadro  S^  Joduri  romboedricl.  %aadro3. 
So[fra  aicuui  Sali  Aloidi  trimetrici*  Quadro  4*  Rlas' 
sunto  delle  forme  de!  Sali  descritti  in  quesCa  memoria. 
Nuch  genauer  auf  den  Inhalt  einzugehen  s^estatten  der  Raum 
und  der  Zneck  dieser  literarischen  Berichte  leider  nicht. 


Vermischte  Schriften» 

Sitzung«  he  richte    der    kaiserlichen   Akademie 
issenscbaften  in  Wien.    (Vgl,  Literar.  Ber.  Nr.  CXLIX 

BandXLlV,    Heft  III.    Octoher  1801,     Schmidt:  Nenefe  G 
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Möbachtitßgen  von   kSternschnuppefi-Schf^eifen.   8.227.  ^  Hai- 
dinger-'    Bemerkungen  über  vorhergehende  AUhandlung.     S.  229« 
—  Jetinek:   Theorie  der  Pemielabiveichun^.    S,  241.    (Der  Uer- 
auageber   des  Archivs    hat   bekanntlich  \i\    zwei   Abhandlungen 
ÄTcViiv   TheilXXVIL  Nr,  XXV.    S.  224,  und  Archiv  Theil 
XXVJII.  ?Sr.  n.  S.  223.    eine    ihm   eigenthümliche   neue    Theorie 
de«  Foueault'schen  Pendelvereüchs  geliefert,  in  beiden  Abhandlun- 
gen im  Weiientlichen  |;an^  auf  dieselbe  Weise,  aber  mit  dem 
Unterschiede,   das$   die   erste  Abhandlung  die  Erde  al»  eine  Ku- 
gel>  die  zweite  dieselbe  als  ein  Ellipsoid  voraussetzt,  was  freilich 
im  vorliegenden  Falle  streng  genommen  anf  dasselbe  hinauskommt, 
and  bei  der   zweiten    Voraussetzung   nur  die   Einführung  der  be- 
kannten Moditlcation  des  ßegriffs  der  Breite  erfordert.     Die  Un- 
tersuchung ist  in  beiden  Fällen  mit   aller    dem  Herausgeber  mög- 
lichen Eleganz  mit  linlfe  der  Formeln  der  analytischen  Geometrie 
im  Räume  geführt,  und  überall  i$t  auf  ganz  strenge  Granzen- 
bestimmfingen  zurückgegangen  worden.     Der  Herausgeher  dankt 
(lern  Herrn  Professor  Jeünek  recht  sehr  für  das  gute  über  sein^ 
Arbeit  gefällte    ürlbeil;  die  Nachsicht,   mit  welcher  er  dieselbe 
aufgenommen,  und   die    ihr   von  ihm  gewidmete  Aufmerksamkeit« 
Zu   noch   grosserem    Danke   aber  ist   der  Herausgeber  demselben 
auch  im  Namen  der  Wissenschaft  verpflichtet,  duss  er  diese  Theo- 
rie von  Neuem  auf  eigenthümlicbe  Weise  bloss  mittelst  der  sphä^ 
rischen  Trigonometrie  entwickelt  hat,  und   dadurch  allerdings  auf 
noch  etwas   kürzerem  Wege,  —  was  der  Heraus:geber  gern  aner- 
kennt —  aber  freilich  durch  mancherlei  geometrische^  an  eine  Fi- 
gur nolhwendjg  sich  anschliessende  Betrachtungen,  genau  zu  den- 
fielbeo  Resultaten  wie  er  selbst  gelangt  ist,  namentlich  genau  £n 
demselben  Ausdrucke  eines  Elements  der  Pendelab  weichung,  was 
Herr  Jelinek  im    zweiten  Theile  seiner   Abhandlung  auf  interes- 
sante Weise   besonders    nachweist.     Der  Herausgeber  Ireu't  sich 
sehr,   die  von  ihm  entwickelte  Theorie,  auf  welche  er  einen  ge- 
l^isseD  Werth  zu  legen  keinen  Anstand  nimmt,  von  einem  so  ge- 
schickten Mathematiker  durch  eine  schöne  eigenthümlicbe  Unter- 
Bchung  vollkommen  bestätigt  zu  sehen,   und  erlaubt  sich   allen, 
&  sich   fiir  die  völlig  strenge  Theorie   des  berühmten  Versuchs, 
dessen  sonstige  Theorien,  wie  Herr  Professor  Jelinek  mehrfach 
panz  richtig  bemerkt  und  hervorhebt,  an  sehr  grossen    Mängeln, 
Dunkelheiten  und  Ungenauigkeiten  laborlren,   interessiren    und  in 
■siehe  strenge   mathematische   Untersuchungen    wirk  lieb   cinzuge- 
^Ln    verstehen    und   den    aufrichtigen  Willen   haben,    diese   uns 
H|iiden   gemeinschaftliche   Theorie   zur  Beachtung  und  wei- 
teren Anwendung  zu  empfehlen).  —  Knochenhauer:  Ueber  den 
Gebrauch   des  Lultthermometers.    Zweite  Ahtheilung,    8. 259«  — 
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Studnickä:     Ueber   die    Identität  der  Licht*   und  Wärmestrah 
flen  von  gteieher  ßrechbarkeit.     8.289.  —  Zenger:     Mikrosko- 
pische Messungen  d^r  Kryätatlgestalten  einiger  Metalle.     jS.297. 

Band  XLIV.  Helt  IV.  November.  186L  VViofcler: 
,  Na^hweieung  einiger  Eigenschaften  einer  ausgedehiiten  Klasse 
Itranscendenter  Functionen.  8.477^ —  Rachleder:  Mitlheilungeu 
jaus  dem  Laboratorium  zu  l*rag.  8.493.  —  ScbörifeLd:  ßeob- 
achtungen  von  veränderlichen  Sternen.  (Fortsetzung  aus  dem  XLIL 
►  Bande)*  8.503.  —  v.  Waltenbofen:  Notiz  über  Johann  Kr a- 
ivogTs  Queckaiiber-Lunpurape.    8.  60ti* 


Sitzungfiberichte  der  kunigl.  btihniischen  Gesell- 
[ Schaft  der  Wissenschaften  in  Prag«  Jahrgang  1861. 
[juli  — December.     (VergL  Literar.  ßer.  Nr.  CXLV.    8.  18). 

8*23.  Herr  Professor  Jos.  Ritter  von  Hasner  hielt  einen 
{Vortrag:  Zur  Geschichte  der  Kunstdugen,  und  legte 
raeio  automatisches  Auge  vor,  (Der  Vortrag  ist  in  einem 
BEiemlich  ausführlichen  Aufesatze  mitgethetheilt  und  das  neue  au- 
tomatisrbe  Au^^e  durch  eine  Zeichnung  erläutert  worden;  nir  hal« 
ten  diesen  Aufsatz  für  in  vieler  Beziehung  sehr  interessant,  und 
roacheu,  so  nie  auf  den  Aufsatz,  auch  auf  das  automatische  Augei 
ivelchea  von  Herrn  Mechaiiikus  Spitra  in  Prag  verfertigt  nird> 
aufmerksam).  —  8.28.  Herr  Pierre  liefert  Mitthei  I  uogen 
über  das  sogenannte  unsichtbare  Licht,  namentltcli  über 
einige  Weidele*sche  Versuche  (Moser  In  Königsberg  bezog  die 
bekannte  merkvvürdige  Erscheinung  auf  die  Wirkung  von  Licht- 
strahlen,  fvelche,  unserem  Auge  nicht  wahrnehmbar^  selbst  iifl 
Dunkeln  ihren  Elntluss  äussern ,  und  nannte  diese  Erscheinung 
deshalb,  freilich  nicht  sehr  sprachrichtig,  das  unsichtbare  Licht 
HerrWeideia  in  Wien  hat  durch  sehr  sorgfältige  Untersuchun- 
gen bewiesen,  dass  diese  Erscheinung  mit  der  Lichtwirkung  gar 
nichts  zu  thuri  hat,  sondern  sich  auf  Flächeuwirkungen  und  die 
Auziehungskriifte  der  feinsten  Molecüle  zurückführen  lassst.)  — 
S,  29.  Herr  Karlinski:  Ueber  die  Verbesserung  der 
Balinelemente  des  Planeten  (40)  Hestia,  (Ziemlich  ans- 
führlicher  Aufsatz  mit  lUittbeilung  von  Formeln  und  sorgfältigen 
Rechnungen). 


Monatsbericht  der  KfinigL  Preussischen    Akademie 
der  Wissenschaften  in   Berlin.     8.  Literar.  ßer.  Nr.  CXLU 
8.  IL 
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^  Septemlier,  October  1861.  Cfiri«toffel:  Üeber  die 
IHspersion  des  Lichts,  mitgetheilt  von  Herrn  Weierstrass* 
S,  906  — 921.  —  Encke:  Ueber  den  Pons'schen  Kometen.  S.  y26 
—  9*2^.  —  Kronecker;  Ueber  die  Theorie  der  algebraf sehen 
Funcfionen*  S.  933.  (Blosse  Mittheilun[^,  dajis  eine  AUhatidhing 
über  den  genannten  Gegenstand  gelesen).  —  Weierstrass: 
üeber  die  geodätischen  Linien  auf  dem  dreiaeh^tgBn  Eflipsoid. 
S,  Ö86  — S.  9Ü7,  (Wir  machen  anf  diesen,  den  ersten  Theil  einer 
grlSsseren  Arbeit  über  die  geodlU fsdien  Linien  bildenden  Aufsatz^ 
worifi  Herr  W.  von  der  Eigenschaft  der  geodätischen  Linie  aus- 
geht, dass  dieselbe  als  der  Weg  betrachtet  werden  kann,  den 
ein  Punkt  durchlanftj  welcher  gez ^vtingen  ist,  auf  der  Fläche  2U 
bleiben j  aber  von  keiner  bescbleunigenden  Kraft  getrieben  wird, 
aufmerkj^am  nnd  bofifen  auf  diente  Arbeit  später  im  Archiv  selbst 
zaruckzukommeij)" -^  Christof  fei;  Nachtrag  zu  der  am  14.  Octo- 
ber vorgetragenen  Abhandlung  liber  die  Disperiüion  des  LichtSj 
mitgetheilt  von  Herrn  VVeierstrass.    S.  997  —  S.  999. 

November  186L  Schöne  mann:  Üeber  den  Druck  im 
fliesten  den  Wasser,  vorgelegt  von  Herrn  W^eierstrasa.  S.  1010. 
(Blosse  Mitthdiungj  dass  die  Ahbandbiiig  vorgelegt  worden)*  — 
Dove:  üeber  eine  graphische  Methode,  das  Verbaltniss  des  Festen 
und  Flüssigen  auf  der  Erde  darzustellen.  8.  1043.  (Blosse  Mit- 
tbeilang,  dass  ein  betreffender  Vortrag  gehalten),  —  H.  Baltzer: 
Zur  Geschichte  des  Eoler^schen  Sat2es  von  den  Polyedern  und 
der  regulären  Sternpolyeder.  (Sieh  anschliessend  an  eine  Mit- 
thetlang,  die  Herr  Prouhet  am  23.  April  1860  der  Pariser  Aka- 
demie gemacht  hat,  weiset  Herr  ßaltzer  in  diesem  interessanten 
Aufsätze  nach,  dass  bereits  Descartes  d^s  über  hundert  Jahre 
später  1752  entdeckte  Grundgesetz  der  Theorie  der  Polyeder  voll- 
ständtg  gekannt  hat,  und  schfiesst  seine  lehrreiche  Mittheilung 
mit  den  Worten: 

,, Demnach  ist  es  nicht  zweifelhaft,  dass  ^u  den  glänzenden 
Leistungen,  welche  Descartes*  Namen  verherrlichen,  auch  die 
Entdeckung  des  Grundgesetzes  der  Polyedrometrie  gehört,  und 
dass  Euler  hinfort  gemeinschaftlich  mit  dem  grossen  Vorgänger 
der  neueren  Analysis  den  Ruhm  jener   Entdeckung  haben  wird/^ 

k  Ausserdem  nimmt  Herr  Baltzer  rücksichtlich  der  Kr0n- 
g  der  regulriren  Sternpolyeder  Keppler  gegen  Herrn  Ber- 
trand  in  Paris  in  Schutz,  welcher  behauptet  hatte,  dass  Kepp- 
Icr  bei  der  Erfindung  solcher  Polyeder  genannt  zu  werden  kein 
Recht  habe. 

Wir  worden    gern  Herrn   Baltzer's  Aufsatz  hier  vollständig 
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luittheUen*  gluuben  aber  dies  nicht  ohne  Erlaubnias  Her  Kiiiiigt, 
Akademie   der  Wissenschaften  thun   zu  dürfen,  und  müssen  unw 
.daher  vorbehalten,  6{>äter  auf  denselben  zurückzukommet)). 

December  186L     ELummer:  (3eber  die  Klassenzahl  der  auii 

tliten   Elfi b ei ts wurzeln    gebildeten    complexen    Zahlen.      S.  1051 — 

105^.     (Bezugnehmend    auf  die  Arbeiten    der  Herren   Reuschle 

in  Stuttgart   und   Fuchs  in  Berlm.     Eine  ausfübrlichere  Mltthei- 

lung  wird  m   Aussicht   gestellt)«  —  Dove;    üeber  die  bei  binoca- 

larer   Betrachtung   durch  Ratation  entstehender  Licht  Ein!  en  durch 

versjchiedenartige  Glaser  hervortretenden  Farben,  S,  1054^ — S.  1055. 

. —  Magnus:    Oeber    den   Durchgang    der    Wärmestrablen    durch 

I  feuchte    Luft   und   über  die    hygroskopischen    Eigenschaften   des 

iStelnsalzes.  S  1128^8. 1132.  —  Schünemann:  Üeber  den  Druck 

im  Üiessenden  Wasser.    S*  1136  —  S*  1146.    (S.  vorher  November). 

Januar  186ii.  Dove:  üeber  anometrische  ßestätigung  des 
Drehungi^gesetzes  auf  Bermuda  in  ÄuslralJeu.  S,  5  —  S.  6.  — 
rKronecLer:  Ueber  die  Discrijninante  algebraischer  Functionen 
einer  Variabein.  8.8.  —  Borchardt;  Ueber  vollkommene  Zah- 
len, S.S.  —  (Zwei  blosse  Mittheilungen,  dass  betreflfende  Ab- 
handlungen gelesen  worden), 

Februar  1862.     Encke:  Berechnungen    der  hiesigen  (Berli- 
|jier)   Beobachtungen  des  Cometen    von   Pons   bei  seiner  >Vieder- 
Brscheinung.    S.91  —  8,97.  —  Dove:    üeber   das  Uiirbarmachen 
' von  Beitönen  durch  Interferenz.    S.  97— *S,  100, —  Kiepert:  Dar- 
steüuDg  des  Landäquators  und    Seeäqiiatnrs,  vorgelegt  von  Herrn 
mDare,     S,  100-  —    Dove:    üeber  die  Witterungsverhättnisse  des 
^Jahres  1861   und   die  damit  zusammenhangenden  ungen«  ihn  liehen 
üeberschwemraun£;en  im  Winter  18^%^,   S.  100.  —  Weierstrass: 
Bemerkungen    über   die  Integration  der  hyperellrptischen  Differen- 
tial-tiflcichun  gen.     S.  127  — S,  133.  —  Dove:  üeber  die  diesjähri* 
rgen  Ücberscbwemmungen  und  ihre  Gründe.     S.  142.     (Blosse  Mit- 
|theilung,  dass  ein  betreffender  Vortrag   gehalten).  —   Paalzow: 
Ueber  die  Richtung  und  Art  der  Entladung  der  Leydner  Bat- 
terie.    IL    Ueber  die  Magnetisirung   der  Stabin  adeln    durch  den 
Strom   einer   Leydner    Batterie;  njitgetbeilt   von  Herrn  Magnus. 
S.  152  — S.  156. 

März  1862.  Riidorff:  üeber  das  Gefrieren  von  Satzlusnn- 
gen,  mitgetheilt  von  Herrn  Magnus.     S.163  — S,  163,  —  Dove; 

, Jeher   die    nicht   periodischen    Veränderungen    der    Teraperatnr. 

^  dargestellt  durch  fünftägige  Mittel  (zweite  Abhandlnng)  und  dar- 
gestellt durch  monatliche  Mittel  (siebente  Abhandlung).  S.  170. 
(Ohne  Auszug).  —  In  der  in  der  öffentlichen  Sitzung  vom  27<  März 
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gehaltenen  Rede  (S*  172  —  S,  182)  macbli  Herr  Encke  u.  A.  m- 
tcrressante  IVlittfieilungen  über  die  berühmte  Entdeckung  von 
Bunsen  und  Kirch  hoff  mit  Rücksicht  acif  ihr  Verhältniss  %m 
Astronomie* 


Bulletins  de  TAcadömie  Royale  des  sciences,  des 
lettre^  et  de^  benux  arts  de  ßelf^ique.  (VergL  Literar. 
Ber.  Nr,  CXXXVI.  S.  11).  ^  " 

Dre  f^rosse   Anzahl   anzuzeigender  iSchrrften   hat  zu  meinem 

grössten  Bedauern  eine  längere  Unterbrechung  in  der  Anzeige  die- 
ser wjchtij»en  ,, Bulletins"  herbeigeföhrt  Das  Versäumte  soll 
mm  aber  ohne  Unterbrechung  schneit  nachgeholt  werden,      G. 

27»"«  Änn^e,  2"'«  Ser.     T.  IV.     18S8.     Expose  dun  principe 

nncernnnt  Tintersection  des  surfaces  avec  apptication  ä  la  re- 
berche  des  proprietes  des  surfaces  du  sec(*n(i  ordre;  par  M< 
leier.  Rapport  de  M.  Timmermans.  p.  6.  —  Perturbationa 
magnetlques.  Aurore  boreale.  Violent  trembleTueut  de  terre  en 
Italien  Communications  de  M»  A.  Quetelet.  p. 7.  —  Sur  l'etat 
met^orologique  de  la  ville  de  €Jand,  pendant  Tannee  1857;  par 
M^  F.  Duprez.  p.  IL  —  Memoire  sur  la  Classification  des  llgnes 
du  3*"*  degre;  par  M,  Dagoreau.  Rapport  de  M.  Brasse ur. 
p.  80*  —  Recherche«  snr  les  proprietes  g^ometriques  de  mouve- 
mens  plans;  par  M.  Gilbert.  Rapport  de  M.  Lamarle.  p, 82. 
—  Eclipse  de  lune  du  27  Fevrier  1858,  et  occultations  d't^toiles 
par  la  lune,  observes  an  1857.  p.2:i7,  *—  Note  sur  nu  theoreme 
relatif  a  la  theorie  des  roulettes;  par  M.  Lamarle.  p.  239* 
(Sehr  beachtcnswerth).  —  Eclipse  de  soicil  du  15  niars  1858; 
notice  par  M.  A.  Quetelet,  p,  282,  —  Memoire  sur  ie  calen- 
drier  arabe  avant  rislamisnie,  parlMahmoud  Effendij  astronome 
^gyptien.  Rapport  du  capitaine  Liatjre.  p*  371.  —  Magnetisme 
terrestre  (M.  Er n est  Quetelet).    p.  378, 

27'"*'  Anne,  2™*  Ser,  T,  V.  J858.  Sut  un  appareil  ä  levier 
stibstltue  au  mlcrometre  des  Inslruraents  de  pr^clsiou ;  par  M, 
A-  Bobliu.  Rapport  du  capilaine  Liagre.  p. 3.  —  Theorie 
g^om^lrique  des  rayons  et  cenlres  de  courbure.  Application  au 
lima^on  de  Pascal.  RectiQcation.  Rayons  et  centres  de  courbure; 
par  M.  Lamarle.  p.  5  (in  geometrischer  Rücksicht  sehr  beacH- 
tenswerth).  —  Note  snr  un  principe  remarquable  en  geonietrie; 
par  M.  Ernest  Quetelet.  p.  15.  (Bezieht  sich  auf  die  Gurren 
der  dritten  Ordnung;  im  Eingange  sagt  der  Herr  Verfasser:  ,Jt 
Y  a  quelque  temps«  m*occupant  de  la  determinat'ton  des  courbes 
par  un  certain  nombres  de  leurs  points,  mon   attention   fijt  attir^ 
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0ur  et  fait  as^ez  curieux;  utie  cotirbe  de  troisiöme  ordre  est 
compl^teineTit  d^tersntn^e,  quand  on  connait  neuf  de  ees  points^  et 
eependant  deux  eourbes  de  tromieme  ordre  se  coupent  en  neuf 
poin^a.  Er  «veiset  auch  auf  eme  Abhandlung  Euler's  in  den  Me- 
moires  de  Berlin  1748  über  eine  contradiction  apparente 
da  1X8  la  doctrine  de^^  lignes  courbes  hin,  nnd  ^chtiesst  daran 
lehrreiche  Bemerkungen ,  die  wir  einer  weiteren  Ausführung  für 
sehr  werth  halten^  und  unsere  Leser  deshalb  auf  den  2war  kurzen» 
aber  lehrreichen  und  interessanten  Aufsatz  aufnierksam  machen.)  — 
SuF  la  constance  dans  Je  nomhre  des  mariagee  et  sur  la  statistique 
morale  en  genöral^  par  M.  Ad.  Quetelet.  p»  89.  —  Sar  la  diffe- 
rence  des  longitudes  entre  Berlin  et  ßruxelles,  deterjuinöe  par  la 
telegraphie  electrique  (Extrait  d'uii  artkte  de  M.  Encke).     p.  115. 

—  Sur  le  raagnetisrae  du  globe;  par  M,  Hansteen.  p.  120.  — 
Sur  rnccultatlon  des  PE^iade^  par  la  lune.  Extralt  d^une  lettre 
adress^e  ä  M*  Bache  par  Ad.  Quetelet.  p,263.  —  EtoHes 
filantes  de  la  p<iriodß  du  ninls  d'aout  1838,  ohservees  par  le  Di* 
recteur  et  les  Ai  d  es  de  lobservatoire  royal  a  Bruielles.    p.  265. 

—  Experienee  d'optique  permeftant  d'obtenir  dune  seuie  epreuve 
photographique  la  Sensation  d'un  corps  en  retief;  par  M.  A.  Bob- 
lin.  p*304.  —  Sur  Tintensile  du  niagneti^me  terrestre,  et  parti- 
culierement  a  Bruxelfes;  lettre  de  M.  Hansteen  ä  IVL  Ad, 
Quetelet.  p.  336.  —  Theorie  geometrique  des  centres  et  axe« 
instantan^s  de  rotation;  par  M.  Laniarle<  p.  340.  (Besonders 
wegen  der  Einfachheit  der  Betrachtung  beachlens werth).  —  Sur 
la  eonstifntion  physique  du  soleil;  par  JVL  Charles  NoäL  p.  506. 

(FiirtseUiiiijy  folgt  nufdiitensO 


Aiijforderung  en   die  deutschen  Mathematiker  uod 
Physiker. 

Alle  Mathematiker  und  Physiker  machen  wir  auf  die  dreü- 
jähnjre  in  KarUhad  Statt  findende  37ste  Versammlung  dettf- 
seher  Naturforscher  uud  Aerzte,  bei  welcher^  wie  wir  zu  unserer 
Freude  huren^  gleichzeitig  auch  eine  gnlgsere  Anzahl  ftamentüch 
jüfigerer  Astronomen  zusammenkommen  werden^  recht  sehr  auf- 
merksam, und  wünschen  recht  zahlreiche  Betheiligung,  da  gewiss 
Alles  anfgehoten  werden  wird,  um  die  Versammlung  so  an^«>nehm 
und  lehrreich  afe  miiglich  zu  machen,  und  der  herrliche  Ort  der 
Versammlung  gewiss  einladend  genug  \sL  Grunert* 

L  Mai  1862. 
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Anzeige  einer  Büste   von  Eopernikus* 

Ich  erlaube  mir  Gipsabgusi^^e  einer  Büste  von  Nikolaus  Kö- 
pern ikus^  die  ich  im  Auftrage  der  Universität  zu  Krakau  für 
das  dortige  IVIuseum  ausgeführt  habe^  zum  Verkaufe  anzubieten. 

Dem  Kopfe  ist  das  Porträt  von  M.  Bas  et i  zu  Grunde  gelegt. 
en  Sockel  bilden  zwei  Bücber  mit  den  Aufschriften:  Regio- 
moatanus  und  Purbach,  Die  eigentliche  Consote  zeigt  vorn 
lie  OriginalKeichnuiig  des  Weltsystemes  von  Kopernikus^  die 
bgestumpften  Ecken  sind  mit  dem  Astrolabium  und  der  Ärmil- 
'^larsphäre  verziert,  die  linke  Seitenfläche  hat  die  Namen:  Philo- 
laus,  Nicetas,  Arista rebus,  die  rechte  die  Namen:  Rheti- 
cus,  Galilei,  Kepler  eingegraben.  Das  Ganze  wird  von  einer 
Eule  getragen,  die  das  Jagello  niscbe  Wappen  in  ihren  Klauen 
hält.     Die  Riickwand  soll  sich  an  einer  Mauer  befinden. 

Ein  Exemplar  der  etwas  mehr  als  lebensgrossen ,  dem  Origi- 
^le  viillig  gleichen  Hiiste  liefere  ich  zu  50  Gulden  österreicbi- 
feber  Währung  in  Banknoten;  ein  Exemplar  der  kleineren  Nach- 
Idong,  sammt  Tragstein  10  Zoll  hoch«  zu  6  II.,  Verpackung  und 
^edition  werden  besonders  verrechnet  —  Geehrte  Aufträge 
tittte  ich  mir  unter  meiner  Adresse  bis  letzten  Juli  d.  J.  nach 
^en  (Akademie  der  bildenden  Künste)  vom  ].  August  an  nach 
rakau. 


Wien,  den  28.  Juni  1862. 


iThl.XXXVIlI.  Hfi.3. 


Franz  M,   Wyspiartski, 
Bildhauer. 


Uiernrtscher  liericht  CLL 

Nachschrift  des  Hera  usije  her  a. 

Herr  Bildhauer  Wyspiaiiski  in  Wien  hat  mir  eine  Photo* 

irraphie  der  im  Vorstehenden  angezeigten  Büste  von  Koperni- 
kus  eingesandt,  und  ich  niuss  saj^en,  dass  ich  durch  die  Schön- 
hett  derseUieii ,  namentlich  durch  den  Ausdruck  des  Edelniulhs 
und  des  Tiefsinus,  uelehen  der  talenfvolle  jnnge  Künstler  ^^m 
8chüiien  liesiclit  des  unsterhlichen  Mannes  zu  geben  verstanden 
hat,  sehr  erfreut  worden  bin,  so  dass  ich  für  mich  seJbKt  iinge> 
säumt  elu  kleineres  Exeaiplar  dieses  Kunstwerkes  bestellt  habe, 
da  das  grössere  für  die  bescheidenen  Räume  lu einer  Wohnung 
nicht  jiassend  ist.  Es  macht  mir  s^anz  besondere  Freude,  alle 
Mathematiker  und  Ästronomen  auf  diese  Büste  aufmerksam  machen 
zu  künuen,  und  emplehle  ihnen  dieselbe  recht  sehr  zur  Anschaffung. 


Greifsivald,  den  %  Juli  1862. 


Grüner  t 


Geometrie. 

Analytische  Geometrie  des  Raumes,  enthaltend  dit 
allgemeine  Theorie  dor  krumm€*n  Flächen,  der  gewuii- 
denen  Kurven  und  der  Linien  auf  den  Flächen;  die 
Eigenschaften  der  (homofokalen)  Elächeo  zweileo 
Grades  und  der  Linien  auf  denselben.  Von  l>  r.  Otto 
Boklen.  Mit  Figuren  in  Holzschnitten.  Stuttgart. 
Becher'ß  Verlag/  186L     8. 

V^orlesnngen  über  analytische  Geometrie  des  Rau, 
mes,  insbesondere  über  Oberflachen  zweiter  Ordnung, 
von  Dr.  Otto  Hesse,  ordeutl,  Profeesor  an  der  Univer- 
sität zu  Heidelberg.    Leipzig.     B,  G.  Teubner,     186L    8, 

Diese  Im  vorigen  Jahre  erschienenen  Schriften  betreffen  beide 
die  Analytische  Geometrie  des  Raumes,  unterscheiden  sich  ab«r 
sowohl  in  üezup^  auf  den  Inhalt,  als  auch  in  Bezug  auf  die  Form 
oder  die  Methode  der  Behandlung,  mehrfach  wesentlich  von  etn* 
ander.  Beide  sind  nach  unserer  Feberzeugung  mit  beaoDderem 
Dank  aufzunehmende  Erscheinungen  ouf  dem  Gebiete  der  deut- 
j*;chen  mathematischen  Literütur,  uitd  müssen  einem  Jeden ^  der 
sich  für  die  neueren  Fortschritte  der  analytischen  Geometrie  des 
Raumes  mteressirt  zu  besonderer  Beachtung  empfohlen  werden. 

Das  Buch  des  Herrn  Boklen  hat  vorzugsweise  die  allge- 
meinsten Eigenschaften  der  Flächen  und  der  Linien  auf  denselben 
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%m  Afi8!e,   ebii«  iiilli#i  la  ei«|roi>i^iii^^i  vor2ug9v«eis€   aber  immfr 

b«apt^IcliHch  ilfi«  AUt^emeinere  im  Auge  foeiialteiider  Webe,  <^iie 

iMtfoiiiler«   ß  .r  tkr  Fl&chen  des  zneüen   Gruden  R%sts- 

«ishliM«««.  tih  Mkd   der  Melming,  das«  man  jetzt  In  keinem 

anderen  Buche  eine   gleich   irolfständige   OarsteHirng  allef  dieser 

iiteli#l  merkwürdigen  altuomeifien  EigenscbArteii  der  Fl^lren  fin- 

deo    ditifte.  unter   denen   keine    geringe   Anxtiht    von  deii  Herrn 

Mflener  ner»erSüUe  vorkommt.     DfdT^fettiode 

T       —^   n  man    eine    reif»  Analytische   nlclt  nennen, 

tik  d4$r  Herr  Verfasiier  vielmehr  seinen  Untersncbur^en  hätißg 

^^ctiiiettiscbe  Anschanunf^sweisen  zu  Grunde  fegt  und  vielfach  die 

RMfe    des    sogenannten    (Jnendttchk leinen    In    Ansprjch     nimmt. 

deshaUi   kommen  auch,  weriij^stens   nicht  bc^onters  hervor* 

id,   allgemeine   analytische    TraoÄfarmationen  <iVcht    vielfach 

«V  enn  man  nicht  hierher  Aeu  allerdings  in  seit  groaser  Auj»- 

ichten  (jehrancli  cier  sogenarnite*^     lÜpti^^chen   Coor- 

I  MttMA  nill.     Wir  gei^tehen,  du«*»  dtci- ,  urn  so  2u  «^gen, 

meiir  geometrische   Seite  des   Buchs  uns»  wenn  wir  auch  selbst 

die  rein    analytische    Behandlung  mit  Vfuliebi  pflegeti,  ein  gan^ 

besondifrej«    Interesse    ahj>evvof)nen    und    \ix%h   von   ^<lnlenl    gezeigt 

hat,    Hie   leicht   diese    Behandluiij^sweiso    ol.  zu    überraschenden 

esiiltatro  führt     Fs  ist  al^o»  ausser  üerniuemein  jsyrossen  Reich- 

Itigkeit  des  Stoffs,  namentlich  auch  diese  Art  «h:r  Behandlunt^« 

Mche  das  Bnch  för  einen  Jeden,    der  iiw  neuere  Geometrie  der 

jhen  kennen  lernen  will,  so  empfej;^ptt*werth  macht.     Die  fol- 

lJ<^  Angabe  de«  Ir^tmlts  wird  den  J^e#rn  zeigen,  was  sie  rock- 

l^htKfb  des  8toff!<'ln  dem  Buche  %xi  R^arten  haben:     }*  I.  Von 

in    Winkeln  »wiöyeben   Geraden  i,tid  Ebenen.     §.  ^2,  Die  Tangen- 

|ibbeoe  und  Narniale  einer  Flficb«.    §*  3.   Konjngirte  Tangenten. 

Die  Kriinmiungslinien.     §-  5,  Uelcr  die  unendlich  nahen  Nor- 

len  tiner  FlUche.     g,  6.  I>ie  Krffmoungshalbmesser  der  Normal 

hnftte.     §.  7*  Die  Gri1.ss»>n  ^  ond  '-     §.  B-   Die  Kriinimnngshalb- 

ser  der  schiefen  Schnitte.     §.  T.    Die   Suroj^kuLitions -Normal 

IC*     ^.10,    Üeher    konju^irte   Liniensysteme.      §*11»    Andere 

der    Gleicbnns^en    für   die    Normale   und   Tangentialebene. 

Die   gestandenen    Knrven,     }■  13.   Die   gewundenen  Kurven. 

litr^      J    J4.    Die   getrunilriH^n    Kurven.      Schluss.      ^ 

auf  den  nächen.     j.  iP.   Die  Linien  auf  den  Flä<  n   r 

J.  IZ  Die  Linien  auf  den  Flachen,     Schhiss.     §.  18. 

von    Formeln   fTlr  die  Flächen  zweiten  Grades. 

<lie  Hyf»erHfdoiüe.     §.  1^.  Zusammenstellung  von 

iisln  liir  tlie  Flüchen  /, weiten  Grades.     Fortsetzung.     Der  K«?- 

{,  20.  Zusanmienstellung  von  Formeln  för  dJe  Flächen  zwei- 

ßrades.    Schluss.     Die  Parabolnide.     §.  5K  Die  homofokalen 
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C^utriscben  Flli<Jieii  Kiveitcii  Gradea.    Das  Eni|)seid  uud   dla  hnk- 

]4le?  Hyperboloide.     §»  22.  Die    homufokuten   ceiitrischeii    Flfidien 

ljtwei<<5i*  i^THties.     Fortsetzung.     {.  23,    Die  Kriiiuinungsiiniitn   lier 

petitii<^(Hier>  iiomolobilen  Fl&eheiu     §.  24.  Die  geodätlsclien  LUten 

Inf  d?>t  centri8cht5o  liottiordkaleii  Flucrhen.     §.  ^25.  Die  £;«%<idätJ6rheo 

|jLirü<»ü  üui'  den  ceiitrij<>cheh    homofokali^n   Flacben,      Fortsetsunf* 

^  20.    ^iigemeine  Gleichung  der  Ltitie»  auf  den  ceutriscdeii  lt\h 

^jcheii  xi^«iten    (jirades.     §.  27.   Die   honiorokuien    Flächen    zirci|| 

Grade«.  Hortiofakale  Kegel     §«28«  Die  bomofokaleit  Fiäeben^^vi 

ten   GradeSi      Homofoköle    Parabol'^ide.      §.  29.   Die    bomofoka 

Fläeben    zweiten     Graden,      Uoniotokale    Parabolnkle.      8chlii 

§.W.   Hebe'   krummUiiige    Coordiiiaten    und    eoardinirte  Fläcb 

Aahang. 

Man   mti^2»'  den    Relehtbum    unserer   Wi^^senscbaft   tfabr 
be^^undern«   w^iu  man  die  vielen   öberaiis    roerkirürdigen  all 
meinen   Kigengct    "-fi   kermen  lernt,  u eiche  keinesuegs  nach 
Hfimmten  (besetze  *  sämidem  liberbaupt  nur  in  irt;c»nd  einer  Wefl 
gesetzmässig   ^eki^iumite   Flächen   und   Linien  haben;  und  dieJ 
Reicbthum   7x\    d<»c*nien<iren,   scheint    uns    das    vorliegeiidc  Bili 
besonders  geeignet. 

Das  Buch  des  U#rn  Ue^ae,  in  ^«itier  Art  jedenfalls  cbenj 
empfeblenKvverth  wie  IP'^  i^orhergehenJe,  beschäftigt  sich  mit 
allgemeinen  Theorie  derV/icben  nicht  (nur  die  Vorleif^ungeri  XXVJ 
XXVIII >  XXIX   enthafttn  Allgemeinerem  tiber  Flächt ri),  hmii 
Ut  fast  ausschliesslich    d^i  }"' lachen    der  zweiten  Ordnung  go 
met«     Die   Darstellung   ist  nj^bt    btns»   eine    rein    analytibcb« 
nennen,  sendero   enthält  zutlci<l'*   einen  4«ehr   ^;ro6i»eri  ■ 
scbarr^itinigor   und   höchi^t    i)tere4^«^i'ter  all^eme^iner    a 
TranHl'ormations-    und    ^ubsltulinn^' Aletbodeii,    lleneu    der 
Verfasser   überall    eine  ^tolchi   Allgemeinheit   verf€!ihet,  da^di 
um  so  LXL  sagen,    den   Charak^^r  allgemeiner    analytischer   üotj 
suchungs-Metb9den    erhalten  uid  anuebmen,   wubei  jrAigleicb 
^chiedene    Caordinatensy«teuie  in    Anwendung    gebracht    und^ 
analytischer    AIIg'"rneiriheit    dar^cötcllt    werden,    \x\    ivrlcbisr 
1  Ziehung  wir  nanicntlich  eine  in   uehrfacher  Beziehung  t - 
Darstellung  der  elliplischen    Ctordinaten   in   der  Eheii^ 
elliptisclien  Rauntcanrdinaten  in  der  21j!sten  und  2'i«ieii  Vq 
fäo  wie  gari»  besondcrÄ   auch   dia  darauf  g«i gründete  T* 
kürzesten  I^inien  auf  dem   Ellipsoid,   wo   nuf  8  81^  aut 
atSndige  Integral    die8er   Linien   vorkammt,   bervurhebi»!!^ 
unter  den    rtllgemeiuen   IVirnslormaliünb- Methoden   auch   die< 
terminanUn    eine   grosise  Kollc  simplen,  %en>»teht   »ich    bisl   eil 
Verfasner,  dem  die  Theorie  dieser  Gr5*Äenfürmen  so  ^»«cnlf 
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»nini^ini  verdankt,  ganx  von  selbst     VVir  glauben  btedurch 
Ij^^jLftcbiiete   und  io  jeder  Beziehung  dringend  zur  Beach- 
•  iinp  fehl  ende  ßueb,  so  weit  es  liier  der  Piauni  gestattet, 
sinen   hinreichend   charakteri&irt   zu  haben,  und  wollen 
Sioeb  durch  die  folgende  Antrabe  des  Hauptt.Shatt^  dem  Leser 
jjen,   wie  viel   Wichtiges   und   Interessantem  ihm   hier  geboten 
wird:     I.  Einleitung.    II.  Die   Ebene  im   Rairrae,     11 L  Ebeoeo  Ira 
pme*     IV^  Das  PascaFsche  Sechseck  unJ  damit   verwandte  Fi- 
liti.     V,  Der    Punkt   im  Räume  und    l^jukte   im   Räume.     VI, 
logeno  Coordinaten*     Gerade  Linien  im  Räume,     VIT  Deter- 
inten.     VlIL   Ganze   homogene  Funetlonen.      IX.   Allgemeine 
eoschaiteu   der  Flächen  zweiter  Ordnung.     X.  Pole   und  Po- 
^eneit   der  Oherflächen  zweiter  Ordnung.     XI.  Weitere  allge- 
ne  Eigenschaften  der  Oberflächen  ^weiter  Ordnung.     XIL  Foct- 
lung  der  zehnten    Vorlesung   iibjr   Pole  und  Poiarebenen  der 
^rdfichen   zweiter    Ordnung.      /?eciprocität.      XIII.  Mittelpunkt 
[Oberfläche  zweiter  Ordnung.    Transforniation  der  Coordinaten 
Beibehaltung  der   Richtung  d|r  Coordinatenaxen.    XIV.  Cri- 
ani   de«   Kegeln  zweiter   Oriköng.     Tangenten -Pol  der  Ober- 
lie  xweiter  Ordnung*     XV.   Kriterium  der  Grenzfläche  zweiter 
ifitiug.      I»te   SchnittcurvtMi    ^ner  Ebene   und   einer  Oberfläche 
^Iter    Ordnung   als    Grenzftiche    zweiter    Ordnung    aufgefasst 
Kegel    zweiter  Ordnurg,   welche    durch    die    Sehnittcurve 
Ker  Oberflächen  zweiter  Ordnung  hindurchgehen*    XVIL  Grenz- 
lien   zweiter  Ordnung,  welche  acht  beliebig  gegebene  Ebenen 
Ihren.     XVIM.  Traisfürmatroii  homogener  Functionen  zweiter 
Inuiig  durch   lineari   homogene  Substitutionen.     XIX.  Lineare 
|rdinaten*Trani<famiation.     Transformation  rechtwinkliger  Coor- 
ktensysteme  mit   ifeniselben    Anfans^spunkt.    XX.  Transforraa- 
der  Oberllächen  zweiter  Ordnung  auf  die  llauptaxeUt     XXL 
Problem  der  Heuptaxen  der  Curveu   zweiter  Ordnung.    Con- 
le   Kegelschnitte  und   elÜptiasche   Coordinaten    in    der   Ebene« 
IL  Das  Problem   ler  Hanptaxen  der  Oberflächen   zweiter  Ord- 
Confocalc  Okerflachen  zweiter  Ordnung.     Confoculc  Ober- 
len  zweiler  Ordnung  utu\  elliptische  Haumcnordinateo«    XXII 1. 
ie»te  Linien  auf /em  Ellipsoid.     XXIV.  Focaicurven  der  Ober- 
l^en  zweiter  Ordnung,     \XV,  Geometrische   Deutung  der  ku* 
lerj  Gleichung  ^;^ü,  von  welcher  die  Hiiuptaxen  einer  Ober- 
|e   zweiter   Orduiing   abhängen.     XX VI.  Bedingungen  ffir  die 
lliari^oberflachen '  zweiter    Ordnung.      XXVIL    Schnitte    vun 
rllsichen  zweiter  Oidoung  mit  Ebenen.    Kretsschnitte.    XXVIIL 
-I adieu  der  :^ormal.schnitte  und  schiefen  ebenen  Schnitte 
.  fchcn.      XX|X.    Kriiunuungs- Curvcn   der    Oberflächen. 
..Pitis  Theorem  von  Üupin. 


A 
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Vermisciite  Scluifteo- 


BuileCtii«  ^e  i\ica(I^iiiie  Royale   des  scl^u,  ^...    i^ 
If^ltfQft    et  de«  beaiix    arts  de   ßel^i<fue.     (Vergl.  Uterar. 

W»»«   Amiee.  2'»'«  Ser,  T.  V[.     1859.     Theorie  g^oni^triq«^ 
den  rayt'tis  r»t  centre  di'^  courbure ;   par  M.  L  am  arte,   p,  11.  (alf^ 
die?«  geometrischen  Unt^r^sucTiungeii  des  Herrn  LamarJe  xeiclu* 
tien  fiich  durch  grosse  Eii'Xachheit  au«  und  verdieDen  nuch 
rer  üel*€rzeug:ung  alle  KeucHuiig,  was  wir  frtiher,  auch  im 
«ethst,  «chon  »»rter  aii8gc«[iio<^hen  halien}.  --  Sur   !u  ihf^orie  jjiia- 
lytique   des   conifjut's;  par   Iv,  Sc  haar.    p.  42.    (allgemeine  SUiV' 
liher  die  Kegelschnitte»  die  Hin  8c haar  mit  fjrftüsertjr  Einiacfc* 
helt   zu   beweigieri    sucht ,   als   de.s  durch  das  CarteAiscbe  Coor| 
iiaten.sy*»tem  möglich  i*<t).  —  Sxr  Ics  observatians  nieter>To(ojif 
faltes  ä  Gand  eu  1858;   par  M'   Duprez.    p.  68.  — ^  Sur  u"  ' 
moire   de  M-  Steichen   coiicermüt  les  cinq  poly^dres  r^g 
[Rapports    de  MM.   Timmerniaa*,    Lamarle,   Nercnhur« 
k(betnflt  den  Satz,   dass  da*»  Trägieitsmomcn t  eines  homo 
fgeiien  regulären  Polyeders   für  alle  durch  den    Mittel» 
[puukt  gebende  Axcn  constant  ist«  welchen  Herr  St  s^chür 
fer  ai§  dies  geH^hnlichr  geschieht  211  l/^ejrüDden  sucht},  p.  152*-- 
Iiifltience   du   t»on  des  clocbes  sur   la  haiteur  du  barometre;  {lar 
M.  Montlgny.    p.  159.   —   Sur  les    variatbns  d«£i  elentents  de* 
orbltes   planetaircÄ;    pur    M,  Schaar.    p.  ITL  —   Note    sur    tili« 
Iclasse  particuU^re  de  surf^ices  a  aire  nanirof^;   par  M«  Laniarle* 
.320.  (guter  ßeitrag  zur  Variationsrechnung,  worin  Herr  L.  auch 
Ifiezug  auf  Physik  nimmt).  —  Table  de  niortitit^  pour  lo  Brabant« 
M'apr^j^   les    documents    du    recensement    de    1856;  par  M.  A4« 
|Qui;tetet.    p,  345.   ~  Sur  le  magnetisme  terestre;  pa^ 
'«teen*    p.  348,  —   8ur   le«   etoile^»    lilantes    ptfrluditpici 
d'aoüt  1858,,    fdkiervees  et»  Allema^ne.     Lettre  de  M.  Bels  ix  M> 
Quetelet.    p.  360.    —  Recherthes  ^ur  la  cajtillarite;   par  M. 
Rede.    p.  405.  —  Tbtiorie  g^om^tnque  de«  centre^«  et  axe»  ift^Ii 
wi^a  de  rolationi  par    M.  Lamarle  (Suile),    p.  412.  —  Sat^f 
llensUe  magnetique ;  par  üt,  H  a  n  s  t e  e n.    p.  461. 

^8"-*  Af»ii4ie,  2««  S^r.  T.  Vü,     1869.     Vheorle  g4om6t 
des  «etitres  et  aKOs   in$tantan^«t  de   rotatioo;  par  Uli.  fjatnn^ 
p*7.  —   Snr  te«  variatfons   des  eldments   des  urhites  plan^ 
par  M.   Schaar.     p.  14,     (Beide   Abhaudltmgen    ^ind   seil 
XI]  beachten)    —  Note  Kur  raiirore  boreale   du  21  airll  1SÄ9: 


Je»,    [>.  72.  —   N^tice  Riir  les  aiffifttits   de  fer'd«' 
l^ar  ÄL  PtorimnÄd.  p.  J1J52,     Rnpfmrt  de  M.GIoe»- 
»T*  —  ^  r^on  d©  Siilurne   par  lii  föne,  le  8.  mai  1859,  ä 

lertiitr/;  J  lie  Bnucelk^*    p.  337.  ~  GrtMe  extruordioatre 

brv^  a  BfuxeÜe*;  pAr  M.  A.  Qu^teiei.  p.552.  -^  R^duc< 
I  du  temp«  des  ösK^iUarmna  d'u«e  at^pUltl«  aimaiitee  k  nn  are 
»ouissant.  Lettre  de  M.  HanÄteen  ä  M*  Kruest  Qnetelet 
—  Note  sur  les  aimants  de  fer  de  fönte  trempee  et  sur 
ragüit^  di.^^  tUs  de  laiton  eifposcis  k  l'air  sous  riofluence  de 
Äloes  variations  de  teiiiperature;  psr  M,  Florimond.  p.368. 
—  Atißales  de  lObservaMre  royal  de  Bruxelle«-  Comrnunicattou 
de  M.  Ad.  Quetelet.  p.  406.  —  Snr  la  Variation  des  elf^meDtii 
auignetiqneä.  Lettre  du  Pere  A*  Secclii,  directeur  de  rObser- 
vatoire  de  Roirte,  ä  M.  Quetelet-  p.  520.  —  Note  sur  im  arc- 
enciel  remarquable ;  par  M,  A.  Qietelet.  p.528.  —  Tableau 
ili9  afigle.s  fondamentaux  des  corp»  siaiples,  observ^  et  caleules 

'Iftpres  lä  rnrmule:  tgcf=*;  par  M.  Zeoger,     p.  608. 


28""^  Atin^e,  2*"«^  Ser.,  T.  VIH.    IVI.^C  loeae;ner  doone  lec- 

du  rapport  sur  un  mömoirtJ  de  M.  Z enger,  soua  le  titre; 
tfaercbes  aur  ta  vitesse  de  la  lumi^re  et  sur  sa  d^pendance 
|||*actioü  des  forces  niolecuiuires.  p.  55.  —  Sur  le  magdöttstne 
estre  et  sp^cialement  si/r  la  decHnaison  observ^e  a  BruxeHes, 
Itr«   de   M.   Lamont   \   M.   Ad.   Quetelet     p. 59.    —   Sur   la 

natson  nia£jiietit|ue  a  Bruxelleg;  par  M,  Ern.  Quetelet, 
(•  —  Aurore  borea-'e»  perturbations  magnätlques  h,  l*Obsenra- 
et  eur  les  Ngnes  telegrapbifjues  de  TEtat;  par  M-  Ad.  Qne- 
sf-  p,  77.  —  Aurcre  bor^ale  observee  ä  Porto -Rico,  Lettre 
M,  Tb.  Du  Coloöbier  a  M.  Ad.  Quetelet.  p.8L  —  Ob* 
itionii  «ur  les  aurores  boreales,  la  lumiere  ^odiacale  et  les 
les   filaotes,   recueiilies  par  M.   Heis,    et  conimuniquee«^  par 

td.  Quetelet.  p.  82.  —  Sur  la  difference  de  lon^ttude  de« 
atoires  de  ßruxelles  et  de  Berlin,  deterruin^e^  en  1857, 
Ities  »ignaux  galv&mqiies,    p.  155»  —  Sur  les  niouvements  pro- 

4es  ^tolles  et  Ju  soleil;  par  M.  Liagre.  p.  158*  —  Note 
la  d«^terniiiiaitoL  du  rayon  vecteur  d*une  plannte  noutelle- 
"L  J.  i\  Houzeau.  p.  172.  —  Note  8ur  un  opuscule  peu  connu 
Simon   Sterin  de  Bruges.     Lettre   ä   IV1.  Ad.  Quetelet,   par 

iltbert.  (Die  Schrift  betrifft  die  uunieriaebe  AuflosaDg  der 
chuagen  aller  Grade,  natürlich  durch  Näherung),  p.  192.  —  R^- 
loti  des   obäervatioss  magnetiquei«  de  M.  E.  Quetelet,  par 

lanateen.  p.  314.  —  Sur  les  ^tolles  filantes  du  10  aoüt 
Taurore  boreale  da  28,  aoüt  1859  et  la  lumiere  zodiacale; 
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'     1d  der  Nacht  voiri  27,— m  April  1862  starb 

K      Dr.  Jobaim  Heinrich  Trangott  MflUeri 

Oberschulrath  in  Wiesbadeiu  Das  Archiv  verdankt  ihm  meh- 
rere werthvolle  Oeiträi^e,  und  wir  wünschen  sehr,  dass  uns  ein 
Necrolog  de»  vielfach  verdienten  Mannes  recht  bald  mitgetheüt 
werden  niiijre. 


Am    27.   Mai   1862    starb    in   der   Blnthe    der   Jahre   der  am 
4.  Januar  1834  zu  Verden  im  Königreich  Hannover  geborene 

IDri  Carl  Ferdinand  Pape, 
h  gründlicher  Vorbereitung  in  den  mathein atischen  und  astro- 
nomischen Wissenschaften  seit  dem  Jahre  J8ö6  Calcnlator  für  die 
dfinisebe  Gradm essung  und  Observator  an  der  Sternwarte  in  AI* 
tana.  Er  hat  sich  durch  mehrere  ausf^ezeichnete,  in  den  astro- 
nomischen Nachrichten  niedergelegte  Arbeiten  um  die  Wissenschaft 
verdient  gemacht,  und  sein  Andenken  wird  in  Seegen  bleiben. 
Er  war  der  Schwiegersohn  de^s  hochverdienten  Herausgebers  des 
genannten  Journals;  eine  trauernde  Wittwe  und  zwei  Kinder  in 
Eartem  Alter  überleben  den  trefflichen  Mann. 


In  demselben  Monat  ist   der   Wissenschaft   leider   auch   ent- 
Hssen  worden 

Terqnem, 

tJer  hochverdiente  Herausgeher  der  Nouvelles  Annale«»  de 
ftfat  hematiques.  Einen  besonderen  Necrolog  hoflfen  wir  später- 
em bringen  zu  können. 


ThL^KXXVIIl.Hft,  4. 


k 
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Geometrie. 

Iiitorno  alla  curva  go bba  del  quarl'  ordine  p 
quäle  passa  uiia  sola  super ficie  di  secondo  grado.  Me- 
moria del  Prof.  Löigi  CreuMuia,  letta  ai  7.  di  ÄJarzo  1S61 
dairantl  all'  Accadentia  delle  b£ lenze  delT  I^tituto  di 
Bologna.  Est  rat  ta  dagli  Äntiali  di  i^latentanca  pura  ed 
applicata  tom.  IV.  N,%  Roma,  Tipografia  della  S.  Cori- 
greg.  di  propagaoda  title,     18G2.     4, 

Eine  vorläufige  ganz  kur^e  Anzeige  dieser  dartiaLs  noch  nicht 
erschienenen  Schrillt  ist  im  Literar.  Der,  Nr.  CXLÜL  nach  einer 
im  „Rendlcooto.  1860 — 186L"  der  Akademie  der  Wi.ssenschaften 
in  Bologna  abgedruckten  Analyse  derselben  gegeben  wordeo. 
Dieselbe  liegt  in  einem  voll^tarHligen  Abdrucke  aus  den  „AnitaU 
di  Matematka  pnra  ed  applieata*'  jetzt  vor  uns  und  liefert  einen 
oenen  Beweis  für  den  EriVdg  und  den  Scharfsinn,  womit  Herr 
L.  Cremona  ^lch  der  «eiteren  Äirsbitduiig  der  reinen  höhe* 
Ten  Geometrie,  namei»tEich  rücksichtticb  der  allgemeinen  Theorie  der 
Curven  «idmet^  nnd  dadurch  zur  weiteren  Verbreitung  diciseß  scho- 
nen Theils  der  Mathematik  in  seinem  V'aterlande  wesentlich  beiträgt 
Der  Herr  Verfasser  schlresst  sich  bei  dieser  Untersuchung  haopt- 
sächlich  an  die  früheren  Arbeiten  ron  Cayley  (Journal  de  Lioo- 
ville.  1845.},  Saliuon  (On  the  classitication  ol  curves  of  double 
cnrvature.  Cambridge  and  Dublin  Math,  JournaL  VoL  V.  18S0. 
p.  23.  nnd  On  the  degree  of  the  Kurface  rec»pn*cal  to  a  given  one. 
Trausaclions  of  the  R,  Irish  Äcaden»y.    Vol.  XXIll.     Dublin.  1857) 

'lind  Steiner  (Ueber  Flächen  dritten  Urades,  CreHe's  Journal, 
Tbl  LIIl.  1857.).  zugleich  mit  Riicksicht  auf  die  älteren  Arbeiten 
von  Plücker,  an.     In  Folge   der  Untersuchungen   dieser  Älatbe- 

I  mutiker  unterscheidet  Herr  L.  Crenmna  zwei  wesentlich  verschie* 
)lene  doppelt  gekrümmte  Curven  der  vierfen  Ordnung,  welche  als 
Durchschnitte  zweier  Flächen  des  zweiten  Grades  and 
einer  Fläche  der  zweiten  mit  einer  l'lache  der  dritten 
Ordnung  aufzufassen  »iml.  Die  Existenz  der  zweiten  doppelt 
gekrümmten  Curvc  der  vierten  Ordnung  ist  zuerst  vou  Salnion 
und  Cayley  nacbgewiesen  worden,  und  der  Untersucliung  iliee«r  J^ 
zweiten  Curve  ist  die  vorlteg^ndo  Schrift  gewidnjet,  in  ivelcher  ^ 
nicht    bloss    die   schon    von    Sahuon    nnd    Steiner    gefun'  \ 

Eigenschaften,    sondern  aneh    verschiedene   andere  neue    l 
Schäften    dieser  Curve    bewiesen,    so    wie  namentlich   auch   eine, 
(lineare)  geometrische  Construction  (mediaute  intersezioni  de*  piaoi 
omologbi  di  tre  fasci  projettivl)  gegeben  worden.     Ohne  allen 
cnl  werden  diese  Untersuchungen,  unstreitig  mit  grossem  Sei 
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sinne ^  durchaus  nur  mittelst  allgemeiner  rein  geometrijächer  Be- 
trachtungen durchgelührty  wodurch  denselben  jedenfalls  ein  ganz 
besonderer  Reiz  uud  ein  eigen tbiimliebes  Interesse  verlieben  wird* 
Näher  auf  das  Detail  dieser  scheinen  Untersuchungen  einzugehen^ 
verbietet  uns  die  Be^chräTiktheit  des  Raums  und  der  Zweck  die* 
ser  literarischen  Berichte,  weshalb  wir  uns  mit  der  vorstehenden 
allgemeinen  Angabe  der  Tendenz  der  ausgezeichneten  Scbnft  he* 
^nügen,  aber  Alle,  die  sich  solchen  rein  geometrischen  Betrachtun- 
gen mit  Vorliebe  widmen^  dringend  auf  diese  Schrift  aurmerksam 
machen  müssen,  welche  jeden fallfl  ein  schönes  Zeugniss  von  dem 
Scharfsinne  ihres  Verfassers  und  von  dem  Erfolge,  mit  welchem 
diese  reine  Geometrie  der  Curven  auch  in  Italien  gepflegt  und 
bearhettet  wird,  lierert 


Arithmetik. 


Die  Differential-  und  Integralreehnun  g,  umfa8^end 
und  mit  steter  Berücksichtigung  der  Anwendung  dar- 
gestellt von  Dr.  .1.  l>i enger,  Professor  der  Mathema-{ 
(tk  an  der  polytechnischen  Schule  in  Karlsruhe.  'Jte 
ümsreaf bettete  Auflage»  Stuttgart,  Metxler'sche  Buch- 
inrtlung.     1862     8, 

Die  im  Jahre  1857  ertlich ienene   erste  Auflage   dieses  Werks, 

welche  auch  in's  Rusf^ii^^che  übersetzt  worden  ]$t,  ist  im  Literar. 

_Ber.  Nr.  CXXIl,  S.  1,  an^ezeij^  worden.     Die  jetzt  vollständig  er- 

ekienene ,   aus   drei   üfinden  bestehende   z*i?eite  Aullage  ist  aber 

ibedin<;t  al«  ein  p;anz   neues  Werk  zu  betrachten ,    in  verschie- 

ileneii     Punkten    verbessert   und    nach    allen    Richtungen   vervoll- 

jttiindifijrt ,    so    dass    wir,    und    z^var    nicht   blnsifs   in   der   dentschen 

Literatur,    j^egenwartia;   kein    Werk    %vö.sstt;n,    welches    die   Diffe- 

itial-  und  Integralrechnung  nach  ihrem  treues ten  Zustande,    ua- 

ftntlich   anch   mit  Rücksicht   auf  die   Arbeiten   deutscher  Mathe- 

itiker,    so   vollständig^  darstellte   wie    das    vorliej^endc,    das  wir 

Wier   der   wpite>ten  Beachtnns:   imgelegentlieh^l:   empfehlen,    und 

nach  unserer  üeherzeugun^^  ^ienrand  wird  entbehren   können, 

die  genannten  Wissenschaften,  ohne  aut  die  eig^entlichen  Quel- 

zurOckzuffeheu,   in  einis^ermaassen  umfassender  Weist?  kennen 

rnen  will.     Hie  bei  ist  nach  s^anz  besonders  hervor2uhehE>nj  dass, 

&u«ser  allen  wichtigeren  geometrischen   Anwendungen,    die  Leser 

auch    eine  ziemlich    grosse   Anzahl    lehrreicher   und    interessanter 

yAoweiidungcn  auf  physi katische  Gegenstände  in  dem  Werke  finden» 
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die  mit  lie^tondercm  Danke   aufzuTiehmen   und  sehr  dienlich  sind» 
das  tiefere  Eindringen  in   die  eigentliche  Natur  der  Wissenschaft 
zu  vermitteln.     Ganz  hesonders  verdrenstlich  ist  jedenfalls  die  im 
dritten  ßande  enthaltene  s^elbstständige  Darstellung  der  Integration 
(der    partiellen    DilTerentialgleirhungeri,    die   sehr    dazu    beitrageii 
I  wird,   die  Bekanntschaft  mit  dieser  wichtigen  Partie  der  Integral- 
rechnung zu  erleichtern  und  werter  zu  verbreiten,  und  in  der  sich, 
natürlich  ganz  mit  Recht  und  der  Natur  der  Sache  vülli^  entspre- 
[chend,    besonders  viele   Anwendungen   auf  Mechanik   und  Phy^^ilc 
[finden,     üeberall  hat  sieb  der  Herr  Verfasser  einer  vüflig  wissen- 
*  schaftlichen  Strenge  der  Darstellung  in  der   anerkennuiigswerthc- 
steo  Weise  beflelssigt,   nnd  dass  er  die  Methode  der  Granzen  sn 
der  Basis  der  ganzen  Wissenschaft  macht,    bedarf  einer  Bemer- 
kung wohl  gar  nicht  weiter,  da  alle  anderen  Methoden  gegenwär* 
tig  eine  wissenscbaftliclie  Berethtigung  völlig  verloren  haben,  als 
ganz  antiquirt  zu  betrachten  ijind,  und  von  gründlicheren  Mathe* 
matikern  auch  nur  einer  Erwähnung  nicht  mehr  für  vverth  gehalten 
werden,    insofern  es  sich    nicht   nm   die  Geschichte   der  Wissen- 
schaft handelt.     Wir  halten  hiernach  das  vorliegende  neue  Werk, 
I  auf  dessen   Besprechung   im    Einzelnen  bei  seinem  grossen  Um- 
fange wir  hier  naturlich  nicht  eingehen  können,  jedenfalls  für  eine 
Bereicherung  unserer  Literatur  und  empfehlen  dasselbe  nochmiilfi 
[dringend  zu  sorgföltigster  Beachtung.     Bei    der  W^ichtigkeit  de« 
W^erks  halten   wir   es  für  nöthig,   unseren  Lesern   durch   die  fol- 
gende Angabe   des   Hauptinhalts  den    grossen    Umfang   desselben 
i  vor  die  Äugen  zu  führen. 

SiFster  Band*  (Mit  52  in  den  Text  ei ne^ed ruckten  Figuren.) 
Ersles  ßncL  Differentialrechnung  für  Functionen  mit 
einer  unabhängig  Veränderlichen.  Integratioo  solGbef 
Functionen*  Bestimmte  einfache  Integrale  und  An- 
wendungen derselben.  1.  Einleitung.  8ätze  aus  der  niedern 
Analysis.  Gränzwerthe,  IL  Differentialquotient  für  Functionen  einer 
einzigen  unabhängigen  Veränderlichen.  HL  Differentialquotienten 
höherer  Ordnung.  Bedeutung  gewisser  Differentialquotienten.  Ver- 
taoscbung  der  unabhängig  Veränderlichen.  iV.  Untersuchung  der 
scheinbar  unbestimmten  Formen.  V.  Von  den  griissten  und  klein- 
sten Werthen  für  Functionen  einer  unabhängig  Veränderlichen. 
Vi,  Das  unbestimmte  Integral.  VII.  Das  bestimmte  Integral 
VIIL  Anwendung  der  besliminten  Integrale  auf  Berechnung  von  ^ 
Flächen-  und  Körper -hihiilten,  so  wie  von  Bogenlängen*  IX.  Di« 
Theoreme  von  Taylor  und  Maclaurin,  nebst  deren  Anwen 
gen.  X,  Die  Sätze  von  Öürmann  und  Lagrange.  XI 
rnngsweise  Berechnung  eines   bestimmten   Integrals.  —  Zweit 


LUerariuher  Bericht  CUi. 


5 


ich*  Differentialrechnuüg  für  Functloneü  mehrerer 
unabhängig  Veränderlichen.  Vielfache  Integrale  nnd 
deren  Anwendung*  XI L  Differentialquotienfen  fiir  Functionen 
mehrerer  utiabJiängig  Veränderlichen.  Ver*auschuiig  dieser  letz- 
tem. Analytische  Anwendungen.  XIII.  Vielfache  Integrale.  An- 
wendungen« XIV.  Weitere  Untersuchungen  über  bestimmte  Integrale. 

Zweiter  Band.  (Mit  15  In  den  Text  eingedruckten  Fjgu« 
rer?.)  Drittes  Buch.  Integration  der  Di f f e r e n t i a I g I e i c h u n - 
gen.  XV.  Die  Differentialgleichungen  erster  Ordnung.  XVL  Die 
DiflferentialgLeichungen  h5herer  Ordnnng.  XVII.  Von  de«  heson- 
dern  Aufltisungen  der  Differentialgleichungen.  XVIIL  Integration 
der  gleichzeitigen  Differentialgleichungen.  Vieries  Buch.  Unter- 
suchungen über  bestimmte  In  tegrale*  Anhang.  XIX.  Die 
periodischen  Reihen  von  Fourier  utid  Lagrange.  XX*  Die 
elliptischen  Integrale.  XXL  Die  Eul  ersehen  Integrale  oder  die 
Gamniarunctionen  f  so  wie  einige  andere  Functionen.  XXIL  Re- 
doction  vielfacher  Integrale  nach  verschiedenen  IVIethoden.  An- 
hang:  Uebungen  und  Zu.sätze  enthaltend. 

Uritter  Band.  Integration  der  partiellen  Dlfferea- 
tial gleich un gen.  L  Integration  gleichzeitiger  Differentialglei- 
chungen  mit  partiellen Differentialcjuotienten  erster  Ordnung.  IL  In- 
tegration der  partiellen  Differentialgleichungen  erster  Ordnung. 
IIL  Die  lineare  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  zuisclien 
drei  Veränderlichen,  IV.  Differentialgleichungen  zwischen  drei  Ver- 
änderlichen zweiter  Ordnung  und  nicht  linearer  Form,  oder  höhe- 
rer Ordnung.  V.  Partielle  Differentialgleichungen  mit  mehr  als 
drei  Veränderlichen.  VI.  Auflosung  einiger  Probleme  der  Hydro- 
dynamik. VIL  Die  Laplace'sche  Functionen.  Anhang  (welcher 
vorzüglich  Probleme  der  hiibern  Mechanik,  auch  aus  der  physi- 
schen Astronomie,  namentlich  in  Rücksicht  auf  das  iSttjrungs- 
Problem,  enthält). 


3lascliineiilelire. 

Allgemeine  !VI a s ch i n e n  I e h r e.  Ein  L e i t f a d e n  in r 
Var  träge,  sowie  zum  Selbststu  dium  d  es  heutigen  Ma- 
üchinen Wesens,  mit  besonderer  Berücksichtigung  sei* 
ner  Entwickelung,  Für  angehende  Techniker,  Came« 
r«  listen,  Landwirt  he  und  Gebildete  jeden  Standes, 
Von  Dr.  ftloritz  Rühlmann^  Professor  an  der  polyt&eh- 
<  Aischen  Schule  in  Hannover.   Mit  zahlreichen  IJoUschn. 


6 


Uterariscker  Berithi  CUf. 


1.  Bandes  2,  HälfU.     ßraunschweig.    Scbwetschke  und 
Sohn,     1862.    8. 

Die  erste  Hallte  des  ersten  Bandes  die^ei*  sehr  verdtenstircben 
[Werks  löt  im  Ijiterar  Ber*  Nr.  CXLVIL  S.  4.  angezeigt,  und  der 
lallgemeine  Charakter   und  die  Tendenz  desselben,   wie  wir  glau- 
ben,  darf  schon  so  deutlich  von  uns  dargeiei^t  worden,  dass  hier 
etvras  Weiteres    darüber  zu    sagen   liherfliissi^  sein   wtirde*     Be- 
merken  wollen    wir  daher  nur,    dass   der   Herr   Verfasser  setnea 
Zweck»    vorzugsweise  eine  Beschreibung  der  Maschinen  in  mehi 
populärer  Da  rstelEungs  weise  zu  liefern ,  im  verrückt  vor  Augen  be- 
halten und  sich,  hei  aller  Kürze,    doch   der  grtif^sten  Deutlichkeil 
und  Klarheit  fiefleissigt   hat,    welche   die  trefflichen  Holzschnitte 
und   überhaupt    die   In  jeder   Beziehung    ausgezeichnete   äoasere 
Ausstattung  nur  noch  zu  erli5|]en  geeignet  sind.     Den  sehr  inter- 
essanten   und    instructlven    geschieht  liehen    Einleitungen,    die   in 
einem  Werke   dieser  Tendenz   ganz  an  ihrem  Orte  sind,    scheint 
in  dieser  zweiten  Hälfte   des  ersten  Bandes  fast  noch  mehr  Auf» 
merksanikeit  gewidmet   worden  zu   sein  als  in   der  ersten  Hälfte 
dieses  Bandes.     Die  in  der  früheren  Anzeige  von  uns  ausgespro- 
chene Empfehlung  dieses  unserer  Literatur  Ehre  machenden  Werks 
können  wir  daher  hier  nur  aus  vollkommener  Ueherzeugung  wie- 
derholen,   und  wollen   nun    im   Folgenden   für    unsere  Leser  noch 
eine  üebersicht  der  Haupttheile  des  Inhalts  dieser  zweiten  HSUU 
geben : 

Sechstes  Kapitel.  Theitmaschinen  (Kreistheilmaschi 
nen,  Längenthei1ma<«chinen  nach  vorausgeschickter  sehr  interes^ 
santer  geschichtlicher  Einleitung  wie  in  allen  Kapiteln,  was  wlf 
nach li er  nicht  überall  noch  besonders  bemerken  werden).  Zweite 
Alith  eil  Ultimi  Mas  eli  inen  Kur  Terriehtioiir  nützlicher 
mectianisolier  Arlieiten.  ^  L  Abschnitt.  Erstes  Kapi* 
tel.  Maschinen  zur  Aufnahme  der  M  en  sehen  kräfte 
(Hebel,  Kurbel,  Lauf-,  Tret-  und  Sprossenräder,  Colgnet-Mascht* 
nen).  Zw  eitles  Kapitel.  Maschinen  zur  Aufnahme  der 
ThierkrKfte  ((»üpel,  Tretwerkts  Triftmascbin^n).  -^  ff.  Ati» 
schnitt.  Erstes  Kapitel.  Vertieale  Wasserräder  (Eifi- 
theilung  der  Wasserräder,  Rad  er  in  geradem  Gerinne,  Räder  in 
gekrümmtem  Ge rinne,  unterschlligige  Wasserräder  in  freiem  8tromc: 
Kropfriider  mit  Dnrchlassschützen,  mit  üeberfallcinlaiif,  mit  Cou- 
lisseneinlauf;  rückenschlägige  WasserrSder,  oberschlägige  Wää' 
serräder).  Zweites  Kapitel.  Horizontale  WasserrKder 
(Eintheilnng,  Pourneyron-Vollturhinen,  Fourneyron-Partialturbim 
Henscbel-Jonval-Turbinen,  Turbinen  ohne  Leit-Curven-Appar^ 
die   Turbhien    im    Vergleich    mit    den    vertieale  n    Wa«serräderfi)> 
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Drittes  K^piteL  Wassersäutenma^cbtiien  (Reichenliacbs 
Wassersäuleemaschinen,  die  neueeten  Wassersäuleomaschinen).  — 
III.  Abschnitt.  Windräder.  Erittes  KapileK  (GeaehkJit* 
liebe  Einleltut^g  )  Zweites  KapiteL  Die  Bock  Windmühle« 
Drittes  Kapitel.  Die  boll^ndi  j^ch  e  Wiodmiihle  (Ällge- 
meines  über  Windräder).  —  IV.  Ab  schnitt.  Dam  pfmaechi- 
nen.  Erstes  Kapitel.  (Gesebiebtiicbe  Einleitung.)  Zweites 
Kapital.  (Eintheilun^  der  Dampfmascblnen.«  Sleuernngen  bei 
Danipfmai^cbinen  im  Allgemeinen,  verschiedene  Expansions- An- 
ordnungen,  Condensatoren,  Vorwärmer,  Leistnnggbestimmung  der 
Danipfmaschineit  durch  directe  uiiil  indirecte  IVIessting).  Drittes 
Kapitel.  Dampfkessel  und  Z  u  b  e  h  5  r  (verschi edene  Dampf- 
k«sselformen  und  deren  Beurtheifiing:  Krifferkessel^  Cylinderkesset 
Kessel  mit  Siederahreu,  Kessel  mit  Vonvärnieni,  Kessel  mit  in- 
wendigem Feuerheerdcj  Albansehe  wnd  Hcnschelsehe  Kessel, 
beste  Kessel  für  den  Gewerbe-  und  Fabrikbefrieb,  Dimensions- 
verhältiiJSi?:e  der  Dampfkessel  und  ziigchurtge  Feuerungs- Anlagen, 
Sicberbeits- Vorrichtungen  bei  Dampfkesseln  r  Sicherheifsventile, 
Wasserstandsgläser^  Prabirhrihne,  Manometer;  über  KeRselstelii* 
liildungen,  Kessel -Explnsio nen)*  Ziisatz*Kapitel  (besondere 
Oampfmaschinen  und  andere  ßetriebsrnfiscbinen  zum  Ersätze  der- 
selben). 

Wir  sehen  den  weiteren  Fortsetzungen  des  verdienstlichen, 
ei  Dem  Bedürfnisse  in  zweckmäsi^iger  W^ei^e  abhelfenden  Werkes 
mit  besonderem  Verlangen  entgegen,  und  werden  dieselben  so- 
gleich znr  Anzeige  bringen,  so  baM  sie  zu  unserer  Kenntnis« 
gelangen. 


Vermischte  Schriften. 


Bulletins  de  rAcademie  Rnyale  des  ^ciences,  des 
fett  res  et  des  beaux-arts  de  Belgiqu^.  (Vergl.  Liter. 
Ber.  Nr  CLL  S.  6.) 

29™«  An  nee,  5»"«  S^r.  T.  IX.  1859.  Occultation  des  pl^iades, 
te  8  decembre  1859;  iiotice  de  M.  Ad.  Quetelet.  p.  IL  ^  Note 
gttr  recotdenient  des  eaux  qui  circulent  a  la  surface  de  la  terre 
par  M.  Lomarle.  p.  12.  —  Note  sur  la  vitesse  du  bruit  du  ton 
nerre;  par  M.  Monfigny.  p.  Öö.  —  Note  sur  quelques  proprio 
t^  des  lignes  trae^es  sur  une  surface  quelconque;  par  M.  Fh 
Gilbert,  p.  46.  —  8iir  ta  ^jeriode  annuelle  de  rintensite  borisoD 
tale   du  fnagnetisme   terrestre;    par  M.  L  am  out.    p.  Ilt).  —  Ob 
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servattoDS  de  la  lune  et  des  ^toiies  de  m^me  culmtnatlon  faite« 
nen  1859.     Noiice  de  M.  Ertiest  Quetelet    p,  120.  —  Solution 
tg^om^trique  d'une  serie  de  problemes  relatifs  a  Tart  des  conatruo 
donsi  |»ar  M>  Lamarle*     p.  127.  --  Orage  du   19  fevrier  1860; 
liate   de   M,  Ad,  Quetelet    p.  263.    —   Cftninmnication   relative 
^aux  moyeos    de    prenninir    Jes   tSdlfiees   coiitre   les   ra vages    de  la 
foudre;  par  M*  de  Vaux.     p.  277.  —  Suite  des  obaservations  siir 
la  lumiere  zodiacale,   faite«*  a  Miiustcr^   du   20  decembre  1859  et 
23  fevrier  J860,  par  M.  Heis.  p.  359.  —  Solution  geom^trique  d*une 
Serie  de  Problemen rdatifjää  l'art  flescon^tructions ;  (lar  M,  Lamarle. 
(Suite  et  fin.)    p.  3t)l,  —  Projet  de  couference  internationale «  pour 
etendre,  sur  le  globo  eulier,  le  Systeme  des  observations  niet^o- 
rolügiques  atlopte  pour  la  mer,  daus  la  Confererice  de  1853.    Lettre 
de   M.   Maury   k    IVL   Ad.    Quetelet,     p.  415.    —   Phenomenes 
mätäoroJogiqties ;    par  MM,  Ad.  Quetelet   et    Erjiest    Quete- 
let   p.  433. 

29'««  Anudo,  2^"*^  Ser.,  T.  X.  1860.  Sur  m\  nouveau  Systeme 
eriregistreur  des  observations  de  tous  teit  Instruments  niet^orolo* 
giques;  par  M.  Cb.  Noel.  Rapport  de  M.  üuprez.  p.  6.  — 
Recherches  sur  la  capillarit^,  par  M  Bede.  Rapport  de  M,  Pla- 
teau, p.  47.  —  TeMgra|)h**s!.  Note  sur  les  effets  de  l'orage  da 
15  mai  1860,  aux  enviroT»s  de  Tirlemont:  par  M.  Viuchent  p.  56. 
—  Note  sür  Feclypse  de  soleil  du  18  juillet  1860,  observäe  4 
rObservatoire  royal  de  Bruxetles ;  par  M.  Ernest  Quetelet 
p.  18L  —  Note  sur  recllpse  partielle  du  sofeil,  observ^e  a  Ken- 
siugton  le  18  juillet  1860;  par  M.  AiL  Quetelet.  p.  185,— 
Determiuatioti  et  comparaisou  des  bauteurs  barometriques  sous 
rintluenee  des  differeuts  vents^»  avee  les  iuteusites  et  les  teinpe- 
ratures  de  ces  vents,  d'apres  les  observatious  faites  a  Bruxelles; 
par  M.  Ch.  Montiguy.  p,  187.  —  Nntico  sur  les  paratonnerres; 
par  M,  Jas  par.  p.  396.  —  Sur  les  etollea  ülantes  du  7  au  II 
aoüt  1860;  notice  de  M.  Ad.  Quetelet.  p,  410.  —  Sur  les  itoi- 
les  fdantes  du  10  aoüt;  Lettre  de  AL  Duprez  ä  M.  Ad,  Que- 
telet p.  412,  —  Sur  les  etolles  du  10  aout  et  sur  les  pheno- 
menes periodiques  en  generaL  Lettre  de  M.  Herrick  a  I^L  Ad. 
Quetelet  p.  414.  —  Note  sur  fes  princlpalesperturbationa  tnagtie- 
tiques  de  1860,  par  M.  Ad.  Quetelet  p.  420.  —  Aurores  ba- 
re al  es  observees  pendant  le  mois  d'aoiit  1860;  communication  de 
M.  Heiß.  p.  422.  —  Releve  des  pertuibations  qui  ont  ete  con- 
stat^es  a  ßruxelles  daus  le  service  des  lignes  telegraphiques  les 
8^  9,  10,  11  et  12  aoüt  1860;  communique  le  13  aoüt  par  M.  Wn- 
chaot.  p.  423.  ^  Occultation  des  pMiades,  observee  a  Bruxei- 
les  le  6  septeml>re  1860.     p.  425.  —  Sur  les  protuberances  rpug 
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observees  pendant  reell pse  de  soleil  d»  18  juHfet  1860.  Lettre 
de  M.  Lamont  a  M.  Ad«  Qu e tele t.  p.  426,  (8ehr  richtig  »agt 
Herr  Lamont  rücksielitiich  der  bekannteTi  Frage  wegen  der  Natur 
dieser  Er«$cheiriungen;  ,,il  taut  €oiivenir  que  rapplication  des  loia 
connaes  de  Toptique  offre  de  grandes  difticaHeÄ,  parce  qu'il  est 
impossibfe  dans  Texperience  d'imiter  les  eenditions 
qai  existent  dans  la  nature**,  worin  wir  ihm  vollkommen  bei* 
stimmen,  und  jedes  Unternehmen,  die^e  Erscheinungen  auf  dem 
Wege  des  Experiments  nachahmen  zu  wollen,  für  ganz  verfehlt 
und  für  von  keiner  richtigen  Kenntnrss  nnd  Erkenntniss,  ja  vrd* 
liger  Unkenntniss  dessen,  worauf  eis  hier  ankommt,  zeugend  hal- 
ten. G,)  —  Intensite  des  venta,  observee  a  Utrecht  pendant  les 
tnnees  1849  a  1864.  p.  510.  —  Sur  les  phenomenes  periodiques 
des  plantes  et  des  animaux;  par  M.  Ad.  Quetelet  p.  518.  — 
Note  sor  le  developpement  honjolographique  des  surfaces  de  revo- 
lution ;  par  M.  E.  LamarJe.  p.  530.  —  Snr  Ja  construction  dea 
paratonnerres  ;    par  M,  Sacre.    Rapport  du  major  Liagre.  p.  604. 

—  Sur  une  nouvetle  fonction  gen^ratrice  des  lonctions  symmetri- 
que»,  par  M.  F.  Meier,  p.  608.  —  Sur  fa  construction  des  pa- 
ratonnerres. Note  de  M.  E,  Sacre.  p.  631.  —  Rapports  der 
Herren  Ad.  Quetelet,  Duprez,  Liagre  liher  zwei  eingegan- 
gene  Bearbeitungen  der  Aufgabe:  ^^On  demande  d'exposer  la 
tfa^orie  probable  des  etoiles  ßlantes»  et  dindiquer  les  hauteurs 
i>ü   elles  se    forment,    apparaif^sent    et   s'eteignent,    en   appuyant 

^^^tte  th^orie  sur  tes  faits  observes. 

^V  W^^  Ann^e,  2"*«  Ser.,  T.  XL  Sur  le  minimum  de  tempe* 
^^atore  a  ßruxelles ;  par  M.  Ad.  Quetelet.  p.  9*  —  Extension 
generale  du  procede  suivi  pour  le  developpenient  homolographique 
de»  surfaces  de  revoJution;  par  M.  E.  Lamarle.  p.  42.  —  Sur 
tine  note  de  JVL  Florimond,  concornant  l'electriclt^  atmosphi^ri' 
que-     Rapport   des  MM   de  Moutigny  et  Gloesener.     p.  150, 

—  Sur  une  note  de  M.  Ph.  Gilbert,  concernant  la  theorie  des 
^quations  differenlielles  lineaires.  Rapport  de  M.  Timnierraans, 
p*  176-  —  Sur  la  physique  du  globe;  par  Rl.  Ad.  Quetelet. 
p.  178.  —  Remarques  sur  la  theorte  des  equations  dif^rentlelles 
lineaires;  par  M.  Ph.  Gilbert,  p.  200.  —  Observation  de  Toc- 
cultation  des  pleiadcs  et  du  passage  au  meridien  de  la  lune  et 
des  etolles  de  m^me  culmlnation,  le  17  f^Frler  I86L  Notice  de 
M.  Ä,  Quetelet,  p,  289.  —  Note  sur  rinclinaison  et  la  dedi- 
naisoo  de  Taiguille  aimantee  en  1860  et  186  L  p.  316.  —  Note  sur 
une  aurore  bor^ale  observee  le  9  mars  1861;  par  M,  Ad.  Que- 
telet p-  317,  —  Note  »ur  l'orage  du  28  mars  1861 ;  par  le  meme, 
p.  318.   —    De  Tetat  de  la  feuillaison  et  de  la  lloraison,  au  com- 
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meneemeot  de  1861;  par  !e  mdme*  p.  319,  —  Note  sur  1a  ddter- 
rotnation  gdometrique  des  hdficoides  gaucbes  susceptibles  de 
s'appliquer  luo  eur  lautre  eans  dechirure  tri  dupücature;  par 
M,  Lamarle*  p.  321,  —  Sm  la  mesure  de  larc  de  parallele  euro- 
pden  de  plus  grand  developpement;  par  M,  le  general  Neren- 
b  arg  er.  p,  457«  —  Recherchej^  sur  la  cause  de  rinfliieiice  da 
vent  sur  la  presBioD  atinospberique;  par  M.  MontV^ny.  p.  467. 
(Ausführliche^  wohl  zu  beachtende  Abhandlung*)  —  Note  suf  de« 
appareils  serFaut  a  faciliter  l'dtude  de  la  throne  des  ondes  lumi* 
neuses  ou  de  la  th^orie  des  ondes  sonores;  par  M«  E.  Rons* 
seau.  p,  507.  —  Obseryations  sur  les  effets  de  la  chaleur  dans 
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en  J860  et  1861  ^  observations  recuellies;   par  le  m^me.    p,  644« 

30*«ß  An  nee,  2™«  S^r,  T.  Xli  1861,  Sur  la  grande  com^te 
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Akademie  Herrn  Major  Liagre  gehaltene  Rede  über  SteII«T-< 
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schel's  und  Stmve's  nach  ihrem  grossen  Verdienst  gewu 
iverden. 
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Ütmengionen.     gr,  8.     geh.     (iottia.     I   Tbir. 

AHtronomie. 

Ännales    de   I^Ohgervatoire    inijjerial    de   Paris,    [ui^lieeg 
ü.  J.  Le  Verrier,     Observations.    Tome  III.     1839-40,    Pa 
4.    13  ThIr.  10  Ngr. 

Atlas  des  nördlichen  gestirnten  Himmels  für  den  Atifang 
Jahres   1855  entworfen  auf  der  künigl.  Sternwarte  Bonn.     8.  i 
9,  Lief,    qu.-lmp.-Fol.     Bonn,    a  3  Thlr. 

J.  B.  Biot,   Etudes  stir   l'astronomie  indienim  et  sur  Ta 
nomie  chinoise.    Paris.     8.     i  Thlr.  15  Ngr. 

II.   Gaedechens,     Der  marmortie  Uimmelsglohus   des  filil 
lieh  W^aldeckscben  ÄntSkenkabinets  zu  Arnlsen.    Lex.-8.   geh, 
tingen.     15  Ngr, 

J.  H.  von  (Plädier,   Nachtrag  zu  der  Abhandlung  über  toli 
So n nen finster ni§sc   mit   besonderer   ßerückstcbfrguiig  der  Fbs 
iii«s  vom  18.  Juli  1860,    gn  4.     geh,    Jei*a.    2  Th*r.  15  Ngr 

E.  Schtinfeld,   Beobachtungen   von  veränd^licfjen 
Lex.«8.     ^eh.     Wieo.    24  Ngr. 

Th.  Sickel,    Lunarbuchstabe«  iu   den  Kalendarien  dea 
tehilrers.     Lex -8.     geh,     Wien,    6  Ngr. 


S(>rirer,    Beobachtungen   van  8onrteiifleekef)   und  riaraus  ah* 
gleitete  EJemeiite  der  Rotation  der  Sonne,    gr.  4    geb.    Änclam, 
Ngr 

MAUfIk. 

Brouwer,  Sterre-  en  zeevaartkundigo  tafelen,  beoevens 
Ene  körte  verklaring  van  hare  inrigting  en  haar  gebruik.  Nieu- 
fediep.    a    4  Thir,  27  Ngr. 


Allgemeine  Eocyklopädie  der  Physik.     Bearbeitet  von  P.  W. 
rix  etc,     11.  Lief.    Lex. -8,    geh.     Leipzig.     2  Thlr,  20  Ngr. 

Die  FortBchritte  der  Physik  idi  Jahre  J860.    16,  Jahrg.   Redig. 
im  E.  Jochmaiin.     L  Äbtheil,     gr,  8.     Berlin,     2  ThIr, 

►Th.  Gerdinjj,  8ehule  der  Physik  für  Lehranstalten  und  zum 
Itgehrauch.     gr.  8.    geh.     Hannover,     1  Thlr. 
G.  Kirchhoff,    Reseurches  on   the  Solar  Spectrum   and  the 
pectra  of  the  Chemical  Elements.    Translated  by  H.  E.  Rojiscoe. 
©ndon.    4     2  Thlr. 

J.  Lamont,  Der  Erdstrom  und  der  Zusammenhang  demselben 

iit  dem  Magnetismus  der  Erde,     gr  8.     Leipzig,     geh.     J^  Thlr. 

G.  Landgrebe,     Grundziige    der   phy^fikalischen   Erdkunde. 

Bd.:    Hydrologie  und  Atmojsiphlirologie,     Leipzig.     8.    2  Thlr. 

L.  M,  Lauber,   Die  GruntNebren  der  Physik  vom  Standpunkte 

mer  idealen    Auffassung    des  Naturlebens«     gr.  8.     geh.    Thorn. 

0  Ngr, 

M.  A.  F,  Prestel,  Die  mit  der  Hohe  zunehmende  Tempera- 
al« Function  dar  Windesirichtung*  gr.  8.  geh.  Jena,  IJ  Thlr, 
C.  Poulett  Scrope,  Volcanoes;  the  Character  of  their  Phe- 
imena,  their  Share  in  the  Structure  and  Composition  of  the  Sur- 
ice of  the  Oloije,  and  their  Relation  to  its  Internal  Forces;  ivith 
Descriptive  Catatogue  oi^  all  knonn  Volcanoes  and  V^olcanic  For* 
lations.  2d  edition,  revised  and  enlarged.  London.  8.  6  Thlr. 
üehersichten  der  Witterung  in  Oe«terreich  und  einigen  aus- 
aftigen  Stationen  im  Jahre  186(X  Zusammengestellt  an  der  k.  k- 
entral- Anstalt  fiir  Meteorologie  und  Erdmagnetismus.  Wien.  4. 
Thlr. 

%'eriiileebte  Seliriiteii. 

Abhandlungen    der    mathematisch -physikalischen    Classe    der 
^nigl.  Bayerischen  Akademie  der  Wissenschaften.    0.  Bd.  2.  Abtbf. 
geh.     Mii neben,    2  Thlr.  20  Ngr. 


Denkschriften  der  k.  k.  Akademie  der  Wissenschaften«  Matbe* 
matiBch-naturwlaseiischarttiche  Classe,  20.  Bd.  gr.  4.  geh,  Wien- 
10  Thlr. 

Ij.  Euieri  opera  postuma  matheinatica  et  physica,  a.  1844 
detecta^  quae  ediderunt  P.  H.  Fuss  et  N*  Fuss.  2  Tomi,  gr*  4. 
Petropoli  et  Lipsiae.    geh.     15  Thlr.  18  Ngr* 

Verhandluns^eo  der  kais.  Leopoldinisch •Carolinischen  Akade* 
inie  der  Naturforscher,  XXIX*  Bd*  A.  u.  d.  T,:  Novorum  actorom 
academlae  Caesareae  Leopoldino-Carolinae  germanicae  naturae 
minosornin  tonius  vicesloius  nonus  eeu  decadls  tertiae  tonius  nonas. 
Jena.  4,  Mit  29  Taf.  10  Thlr,  -  M.  A.  F.  Prestel,  Die  mit 
der  Hube  zunehmende  Temperatur  als  Function  der  Windesdcb- 
tnng.  Mit  3  Taf,  —  J,  H,  v.  Mädler,  Nachtrag  zu  der  Abhand* 
lung  im  28,  Bande  der  Verhandlongen  i  „Ueber  totale  Sonnenfin- 
sternisse mit  besonderer  Berücksichtigung  der  Finsterniss  am 
18-  Juli  1860* "    Mit  5  Tat 


Matheniatlsche    ' 
und  [thysikalische  Bibliographie. 


liii. 


dedcltlehte  der  Mathe  tu  Atik  und   Pbyüik. 

[Brierweehsfl  zvdscheii  C  F.  Gauss  und  H.  €.  Schumacher* 
ausgegeben  v.  C.A.F,  Peters.  4  Bde,  pr.8*>.  Hamburg.  4  Thir, 

Systeme,    IjeHr-  and  IVorterliüelier. 

|J.  A.  Grunert,   Lehrbuch  der  Mathematik  für  die  mittleren 
sen  halberer  Lehraiustaiten,  2.  Tbl. :  Lehrbuch  der  ebenen  Geo* 
|ie»     3.  Ausg.     gr.  8.     geb.     Brandenburg*    21  Ngr. 

Arithmetik* 

J.  Dienger,  Die  Differential-  und  fntegralrechnung  umfas' 
imd  und  mit  steter  Berucksicbtigting  der  Anwendung  dargestellt. 
ID.  Bd.:  Integration  der  partiellen  Differentiaigfeichungen.  Lex. -8^. 
^h.  Stuttgart  IThlr.  löJMgr.  Densen  I.  u.  11  Bd.  2.  Aufl.  Lex..8*». 
geh.  ebendas.  ÖTbIr.  24Ng^• 
^.  R um  m  er.  Die  Buchstabenrechnung  und  die  Lehre  von  den 
Gleichungen,  Mit  einer  Sammlung  von  Anfgahen.  L  Tbl.  3.  Aufl* 
iThlr.lONgr.  11.  Tbl  '2.  Aufl.  gr.S^.  geb.  Heidelberg.  lThJr6Ngr. 

I  Geometrie. 

K.H.M*  Asche  ubarn,  Lehrbuch  der  Geometrie  mit  Einschluss 
in  Coordinaten-Theorie  und  der  Kegelschnitte.     L  Abschn.    Die 
Aene  Geometrie,    gr.  S*>.     geh.     Berlin.    2  Tbir.  8  Ngr. 
(      Brenn  ecke,  Lehrbuch  der  Stereometrie  fiir  den  höhernSchuI- 
mterricbtmit  i^tereoskopi^ch.  Illu^trat.  gr,  8**.  geh.    Berlin.  20  Ngr. 

G.  Jungbann  j  Tetraedrometrie.  i.  Tbl, :  Die  Goniometrie  dreier 
)iineiisionen.     Mit  9  lifhogr.  Taf.     Gotha.    8»      1   Thir. 

C  O.  Meyer,  Ceber  die  Art  der  durch  Punkte  und  Tangen* 
en  bestimmten  Kegelschnitte,   gn  4.   geh.    Königsberg i.  P.  6  Ngr. 

Tr%<iiiometrle* 

€•  Hechel,  Lehrbuch  der  ebenen  Trigonometrie,  nebst  zahl- 
pichen  üebungsaufgaben  für  den  Schulgebraucb  und  den  Selbst* 
itprricbt  bearbeitet,     gr.  8**.     Dorpat  u.  Leipzig.    20  Ngr. 

[ —  —     Anbang  dazu.    gr.  8**.    geh.    Dorpat  u.  Leipzig.   3  Ngr. 

C^eodMsle. 

J.  Baeyer,  Das  MesBen  auf  der   i^pbäroldi sehen  Erdober- 


fläche.    Als  Erläuterung  des  Entwurfes  zu  einer  mitteietiroplti« 
Ctradmessung.     4^*     j^eh      Berlin.     1  Thir.  10  Ngr 

Meetianik. 

H,  Müller  11,,  Die  Rotation  der  runden  Artillerie^ Geschn 
Geschichtlich o  Entwickeln ng  der  Rotations fra^e  seit  dem  Jahre  1 
und  ihr  gegenwärtiger  Standpunkt.  gr8^  geh.  Berlin.  17'hIr.lON| 

Praktlseiie    Mecliaiiik, 

J.   Weisbach,    Lehrhuch    der    Ingenieur-    und    Maschinen» 


Mechanik.    L  ThL 
3.  u.  4.  Lief-  ^r.  8. 


Lehrbuch  tfer  theoretischen  Mechanik, 
geh.    ßraunschweig,    1  Thlr. 


4.Äitfl, 


AMtroiiouile. 

Annates    de   rObservatoire   imperial   de   Paris,    puhlidea  pas 
ü.  J.  Le  Verrier.    Obeervations,    Tome  111.    1841 — 4*2.   Parts* 
ISThlr.lONgr. 

Astronomische  Nachrichten.  58.  Bd.  No.  1.  gr.  4^.  Manll 
Preis  des  Bande»  5  Thlr. 

Bandatlas  der  Erde  und  des  Himmels.   Neu  redig.  Voll 
48.  49.  Lief,    Imp.-Fol.   Wdmar.   a  8  Ngr. 

Dasselbe.  Neu  redig.  Ausg.  66— 68.  Lief.  Irop.^Fol.  Ebeod» 
a  10  Ngr- 

A.  von  Waltenhofen,   Astronomie  u.  Optik  in  den  letzt« 
Deceimien.    Populäre  Skizze   der  Centralbewegung   des   Soiinei-| 
^lystems  und  der  optischen  Principien  einer  Chemie  der  Geatirn 
Lex. -8**,     geh.     Innsbruck.     7  Ngr. 

IVautik, 

F.  Damkej  Nautische,  astronomische  u.  logarithmische  Ta  , 
oebst  Erklärung  u.  Gehrauchsanvversung  für  die  k.  preuss.  Navigatioi 
Schulen.  3.  Auü.  Lex.-8^  geh.  Berlin.  2i  Thlr.  In  engl  Einb.SjTI* 

PlijaiJc. 

G.  K i  r € h  h o  f  f^  Untersuchungen  über  das  SonnenspectraiD  i 
die  Spectren   der  chemischen   Elemente.     (Abdruck  aus   deo 
handlungen  der  k.  Akademie  der  Wi.«!sensch,  zu  Berlin  1B6L)  Zw« 
durch  einen  Anhang  vermehrte  Ausg.  ÄlittlTaf.  Berlin.  4**,  IJ  ^' 

€.  v.  Reiiiy,  Danstelhing  der  Gestalten  des  octaädrisc 
Systemes  als  Drillings-Bildungen  des  piramidalen  Systems,  miti 
rücksichtig. der stereonietr.Verhältn.  gr.S**.  geh.  Innsbruck.  lOF 

K.  J.  Seh  mar  da,    üeber  die  geomelrischen  Vorbediup 
der  treffsichern  Fernwirkung,     gr.  8.     geh.     Prag.     20  Ngr* 

A.  Wullner,    Lehrbuch    der   Experimentalphysik    mit 
weiser  Benutzung  von  Jami  n's  cours  de  physique  de  Tecole  | 
technique.     1,  Bd,  1.  Abth.     Mechanik  u,  Akustik.    Lex.-8<*. 
Leipzig.     2  Thlr.  16  Ngr. 


Die  päbsüiche  Akademie  der  Wissenschaften  in  Rom  (Accadcmia  Fon- 
ficia  de'  Nuovi  Lincei)  hat  unter  dem  81.  Juli  1862  eine  mathematische 
reisaufgabe  gestellt ,  welcher  ihres  wissenschaftlichen  Interesses  wegen  die  wei- ' 
ste  Beachtung  zu  wünschen  ist.  Die  Aufgabe  ist  in  einem  in  italienischer 
id  einem  in  französischer  Sprache  verfassten  Programme  veröffentlicht  worden. 
h  halte  es  f&r  genügend,  im  Folgenden  das  letztere  den  Lesern  des  Archivs 
itoutheilen,  indem  ich  der  interessanten  und  wichtigen  Aufgabe  recht  viele 
earbeiter  wünsche.  s      Gran  er t 


^CADl^MIE  PONTIPICALE  DES  NÜOVILINCEL 

PROGRAMME  POÜR  LE  PRIX  CARPL 

L'Acad^mie  dans  le  but  de  conf^rer  le  prix  annuel,  fond^  par  la  g^n^- 
iusc  disposition  testamentaire  d*un  de  ses  membres  ordinaires,  feu  le  Chevalier 
)cteur  Pierre  Carpr,  proposc  de  devclopper  le  thbme  suivant. 

T  H  fi  M  E.  ■ 

„Bcsum^  de  la  mdthode  d'Euler  pour  la  recherche  des  racines  imaginai- 
res  dans  une  dquation  quelconque,  et  son  application  dux  ^nations  sup^rieu- 
res  au  2«.  d^gre.  Examen  de  la  nature  des  r^sultats  aux  quels  conduit  Tana- 
lyse  propos^e :  discussion  oompl^te  et  approfondie  de  ces  r^sultats :  lois 
^^ndrales  qui  cn  d^rivent:  conclusion  finale  sur  la  nature  et  la  valeur  de  la 
oi^thode  eul^rienne  dans  T^tat  aetnel  de  la  sdence.  (Introductio  in  cmalysin 
Infinitontm,  auctore  L.  Eulero,  T,  /,  cap,  IX,  p,  107,  Lugduni  1797.J 

i:CLAIBCISSEMENT. 

L'incomparablc  Euler,  apr^s  avoir  avec  son  habilete  ordinaire,  d^duit 
;8  transcendantes  du  cercle,  une  m^thode  nouvelle  pour  la  recherche  des  divi- 
nrs  imaginaires  dans  une  ^quation  quelconque,  pour  en  constater  Tusage  et 
sfficacite,  laiss^es  de  cot^  toutcs  les  autres,  l'appliqua  aux  ^quations  bindmes 
derivatives  trindmes,  en  donnant  leur  Solution  g^n^rale,  accompagnec  de 
lelques  indications  sur  Ics  derivatives  d'un  plus  grand  nombre  de  termes,  ainsi 
i'il  est  plus  amplement  expliqud  dans  le  chap.  IX  de  son  admirable  intro- 
iction  a  Vanalyse  des  infinis.  ün  tel  procddd  inspirait  spontandment  la  pen- 
e  d'essaycr  cettc  methodc  dans  les  cquations  d'un  ddgrd  successivement  supd- 
3ur  au  sccond ,  afin  d*  en-  mettre  en  lumibre  le  caract^re  et  la  valeur  dans 
B  questions  d'  analyse  alg^rique.  C  est  dans  ce  but  qu'  a  dtd  redigd  Ic 
^me  par  Icquel,  tout  en  maintenant  le  principe  d'Euler,  mais  profitant  dans 
•n  application  et  dans  la  diseussion  eomplbte  des  rdsultats,  de  toutes  les  nou- 
illes  ressources  de  la  science  analytique ,  et  trigonomdtriquc ,  11  est  proposd  de 
;ftnir,   au  moycn  d'un  jugement  raisonnd,   T^tenduc  et  les  limites  de  la  ditc 


methode,   dflos   IMtnt   actuel  de   la  science.     De  la  doit  re^sorHt  le   princi; 
m^ritc  du  memoire  eu  queFtion. 

Bieu   que   cctte    etiide   ^laraiase   presque  irniquement   se   rnttacher   au  pci^i 

fectionncment  de  V  analyse,  cllc  u*est  neä^nmoins  pus  efangero  aux  prog^^^  di| 

1a  gi^ometrieT    d'  aprfes  le   rapport   mutuei  qui  lie   les  facteurs    imughiaiivs  de^ 

(.^qtmtioni  aux  proprietds  homologues  dcB  Bt?c(:iQüs  angulaires ;  aiasi  qn'cD  p&nit| 

le  rdvMent  los  celebres  thcör^mes  ciclometriqties  de  Moivre  et  de  Colcs.       J 

L'Äcademie,  eii  ramenant  sixr  vq  point  les  jeunes  miitlK%mticiens ,  pmt&' 
palement  eii  Italie,  li  la  mi*ditntiüii  toujoui^  fi'eondo  des  clnssiqUAi*,  a  la  üoö4| 
lianct!  de  votr  conitirmi^'e  de  noiiveaii,  par  leurs  travaux  la  rerite  que  le  grawl 
philoBoplie  annoinjait  aux  g(?om?jtre8  de  son  siede  a%ec  son  trait^  oiiginil 
^Tanta  uuüeriamin  dtversttas  in  piura  Volumina  Jacih  excrescere  potuisset;  stq 
omnuiy  qimntum  ßeri  pohttt,  tarn  uuccincie  proposui,  ui  uhiqtte.  fundamentun  cki^ 
rissime  quidem  explicareittr  ^  nberior  vero  amplificailo  indusbiae  Lectomm  rdiia^ 
queretur;  quo  habeant»  quibus  vires  suae  exerctant,  ßnei^fjtte  Ähalyseos  nUerim^ 
promoveant,  Neque  enim  vereor  proßteri^  in  hoc  JLthro  non  solmn  inultti  pf/tftif 
nova  coTitmeri ;  sed  etiam  ^fontes  esue  detectos  unde  plurt'mn  insignm  iftveHitt  ad* 
hitc  haurin  rpimfit,^     (Eulcr,  dnn?  la  preface  du  rntme  ouvnige ,  p.  X.) 


COKDITIONS. 


i 


1".     Les  mi^moires  siir  Targument  propose  devront  etre   redig^s   en  itaüi 
ou  en  lattn,  ou  cn  frainjais  :    nulle  autre  liingup  tC  est  admise. 

a**.  Cliaque  memoire  portera  sur  8on  fronttspice  unc  Epigraphe*  qui  ^m 
r^p^t^  k  rexMricnr  d'une  enveloppe  caclietec,  dans  laquelle  &e  trouveront  ll 
uom,  et  r  adresse  de  V  auteiir.  ' 

3^.  On  ouvrira  seukment  V  enveloppe  coiTeäpondante  ati  mi^olre  qui  boj^I 
obtenu  le  prix.  i 

4^"  Si  les  auteuis,  qui  auront  obtenu  uiie  meulioii  hononible,  deairent 
que  r  academic  publie  leur  nom^  il  fandra  qu'  ils  eii  fasaent  la  demande  dairt 
les  quatre  mois  qui  »nivront  k  jour  ou  le  prix  aura  ete  decerne;  c«  tennl 
expir^  les  enveloppes  seront  bnd^efi  sans  ^tre  d^cachetces.  ,j 

5**.  L'academie  a  decide  que,  a  reJtception  de  ses  ti'entfs  mcmbres  onli* 
saires ,    cbaeun ,   quelle  que  soit  sa  iMitioaalite »  pouira  conrounr   potir  ctj 

6°»     Chaque    metnüire    avec  1'    enveloppe   cacbet^e    correspondante, 
i  6tre  onvoye  ß-ftnco  }l   Tacad^^mie^    avant  Ic  dermer  jour  du  mois  de  jjnin  1961 
date  de  La  cldture  du  concom-s. 

7®.  Le  prix  eera  d^ccrne  par  V  jiead^mie  dans  la  preuüfere  seaa»  AL 
d^oembre  1963,  et  eonsistera  en  utie  m^daille  d'  or  de  la  valeur  äe  mifW 
Cents  fiancs. 

S*K  Le  lacmoire  eouronne  sera  publid  dan*  les  Atti  de  V  Acjul^mle«  «i 
r  auteur  en  vecewa  einquaüte  exemplaires. 

Eome  31  Juillet  186$. 

Le  President 
Düc  Masscmo. 

Lt   sficr&airt 
P,   VoJUPicKJUW, 
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